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; 用 的 最 基本 的 内 容 ， 也 包括 了 著者 本 人 的 一 些 研究 工作 ， 是 函数 论 分 ; 
; 支 方面 的 一 本 专著 。 具 备 数学 分 析 、 线 性 代数 和 复 变 函 数 基本 知识 的 : 
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# 年 级 学 生 和 研究 生 的 教材 或 教学 参考 书 。 由 于 这 一 分 支 在 实际 问题 中 
2 有 着 广泛 的 应 用 ， 本 书 也 可 作为 有 关 科 技 研究 人 员 的 参考 用 书 。 
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解析 函数 的 边 值 问题 是 复 变 函数 论 中 极为 重要 的 分 支 之 一 ， 由 于 许多 力 
学 的 、 物 理学 的 、 工 程 技术 中 的 实际 问题 往往 可 化 为 这 类 问题 或 者 化 为 奇异 “ 
积分 方程 ， 而 后 者 又 与 这 类 问题 有 着 紧密 的 联系 ， 所 以 它 有 着 广泛 的 应 用 . 
以 HH HH Mycxemauenn 为 首 的 前 苏联 学 派 ， 在 这 方面 做 出 了 许多 杰出 的 
工作 ， 并 以 其 专著 [42] 闻 名 于 世 . 中 区 Taxoa 的 专著 [36] 也 总 结 了 这 方面 
的 工作 ， 在 我 们 国内 ， 从 20 世纪 50 年 代 起 也 有 不 少 同志 关心 和 从 事 这 方面 
的 研究 工作 ， 并 进行 与 此 有 关 的 一 些 其 他 方面 的 工作 ， 如 数学 弹性 力学 、 广 
义 解析 函数 及 其 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 等 . 

上 面 提 到 的 两 本 专著 内 容 丰 富 ， 但 篇 幅 过 大 ， 不 便于 初学 ， 本 书 的 目的 
之 一 就 是 力图 以 较 少 的 篇 幅 将 读者 带 进 这 一 领域 中 ， 因 此 取材 尽量 选择 著者 
认为 最 基本 的 内 容 ， 另 一 方面 ， 书 中 也 适当 地 收入 了 著者 以 及 有 关 同 志 在 这 
方面 的 某 些 工作 成 果 . 

由 于 设想 的 读者 对 象 不 只 限于 数学 工作 者 ， 也 包括 广大 的 科技 工作 者 ， 
因此 本 书 要求 的 预备 知识 只 限于 数学 分 析 、 线 性 代数 和 复 变 函 数 ， 此 外 ， 还 
用 到 了 一 点 有 关 Fredholm 积分 方程 的 知识 ， 已 列 人 附录 中 . 

由 于 着 眼 于 实际 的 需要 ， 因 此 一 些 定理 的 条 件 并 不 要 求 放 得 很 宽 ， 这 样 
既 可 使 论证 简洁 又 无 损 于 应 用 .但 在 所 给 条 件 下 ， 则 力求 论证 严谨 ,说理 清 
楚 ; 而 对 某 些 直 观 上 很 明显 且 易 于 接受 的 事实 则 上 略 而 不 证 ， 对 要 用 到 的 离 主 
题 较 远 的 某 些 结果 则 仅 指 出 参考 文献 而 不 加 证 明 ， 以 省 篇 幅 . 

书 末 所 附 参考 文献 也 只 列 入 本 书 所 直接 涉及 的 ， 因 此 并 不 是 完备 的 .前 
述 两 专著 中 可 找到 极 丰 富 的 文献 资料 . 

本 书 原稿 曾 在 武汉 大 学 数学 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 中 试用 过 多 次 .我 的 
同事 们 ， 特 别 是 林 玉 波 教授 、 钟 寿 国 教授 以 及 阅读 过 原稿 的 同志 们 ， 曾 提出 
了 不 少 很 好 的 意见 ， 使 书稿 有 很 多 改进 ， 著 者 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

本 书 曾 作为 学 术 著作 《解析 函数 边 值 问题 》 出 版 过 两 次 〈 第 一 版 ， 上 海 
科学 技术 出 版 社 ，1987; 第 二 版 ， 武 汉 大 学 出 版 社 ，2004)， 因 本 书 读者 对 
象 主要 为 研究 生 ， 已 为 多 校 采用 作为 研究 生 教材 ， 故 此 次 改版 改 为 现 名 ， 在 
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改版 中 ， 除 改正 少量 误 排外 ， 增 添 了 7. 5.4 段 和 7.6 节 的 内 容 。 此 外 ， 本 书 
内 容 在 平面 弹性 理论 中 有 重要 应 用 ， 因 为 有 专著 [100] 系统 论述 ， 故 本 书 
完全 没有 提 及 ， 

由 于 著者 学 识 所 限 ， 书 中 缺点 错误 仍 在 所 难免 ， 尚 祈 广 大 读者 不 音 指 
正 . 
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第 一 章 Cauchy 型 积 


本 章 介 绍 研究 解析 函数 边 值 问题 的 基本 工具 , 主要 是 关于 Cauchy 型 积 . 
分 与 Cauchy 核 主 值 积分 的 Plemeli 公 式 及 其 相关 性 质 . 特别 还 将 Cauchy 核 主 . 
值 积分 推广 到 高 阶 奇异 积分 , 并 作出 经 典 留 数 定理 的 推广 . 这 些 在 本 书 以 后 
各 章 中 都 要 具体 用 到 . 


1.1 Cauchy 型 积分 的 意义 


1. 1. 1 Cauchy 型 积分 的 定义 


解析 函数 边 值 问题 中 最 重要 的 工具 之 一 就 是 Cauchy 型 积分 . 我 们 来 说 
明 其 定义 . 


设 工 = 是 复 平面 中 一 组 互 不 相 (六 
交 的 光滑 (或 分 段 光滑 ) 曲线 Li ,Lz，… 
L, 《开口 或 封闭 ) 的 集合 (图 1-1). 在 每 Li A 
L; 上 取 定 一 指向 为 正 向 , 记 为 ,从 而 L 心 
也 取 定 了 正 向 
n 图 1-1 
[+ 一 > 


j=1 
它们 的 反 向 称 为 负 向 , 分 别 记 为 L7 和 区 ~. 以 后 正 向 常常 略 去 “十 ”这 一 上 标 ， 
分 别 简 记 为 L; 和 LL. 
定义 L1L1 设 /(t) 为 定义 在 L 上 的 复 函 数 , 则 称 
F(z) = pi {Daq, zEL (1.1) 


是 以 f(4) 为 核 密度 的 Ca 型 积分 ， 只 要 此 积分 存在 . 


2 Cauchy 型 积分 


车 无 特别 声明 , 我 们 恒 认 为 Fz) 在 L 上 上 有 界 可 积 D. 于 是 Cauchy 型 积分 
(1.1) 对 平面 上 任何 zx 巨 上 都 有 意义 , 包括 x = ce 在 内 ; 且 容 易 验证 ， 
F(co) 二 0. 亦 即 ,F(z) 定义 在 除 工 以 外 的 整个 扩充 平面 上 . 

当 所 有 L; 都 是 封闭 曲线 , 且 工 的 正 侧 ( 即 工 的 正 向 的 左 侧 ) 围 成 一 有 办 
区 域 了 时 ，Cauchy 型 积分 (1. 1) 与 通常 所 说 的 区 域 口 的 边界 L 上 的 Cauchy 积 
分 不 同 . 后 者 的 定义 是 : 如 果 f(z) 在 口内 全 纯 ( 即 单 值 解析 ), 在 D== D 十 L 上 
连续 ， 则 

工 | HDaq, xzEL 


2niJL 一世 
叫做 Fo 在 L 上 的 Cauchy 积分 且 有 Cauchy 积分 公式 


f(z) = 去 | HD ag, zED. (1. 2) 


TlJL L 一 之 
Cauchy 型 积分 (1. 1) 与 这 里 的 差别 在 于 : (1. 1) 中 的 f(z) 只 是 定义 在 L 上 ， 
而 并 不 知道 它 是 否 为 D 中 某 全 纯 函 数 连续 延 拓 到 世上 的 边 值 (或 即 极 限 值 )， 
即 不 知道 是 否 存 在 着 D 中 的 全 纯 函 数 /(z)，, 使 得 
f0) = lim f(z), 
zz€ED 


当然 也 更 谈 不 上 (1. 2) 式 是 否 成 立 . 
所 以 ，Cauchy 积分 仅仅 是 Cauchy 型 积分 的 特殊 情形 ; 而 对 于 (1. 1), 一 


般 也 不 能 有 
limF(z) = f(t), 1 EL. 
L Zep 
L; 例 1 设 L=Li 十 Lz 十 Ls 是 一 个 包围 着 


一 个 的 三 条 光滑 封闭 曲线 , 各 Di 的 正 向 已 如 
图 1-2 所 取 . 试 计算 


~ 工 | -全 三 
Fo =H 过 zEL. 
. 图 1-2 解 显然 


3 
F(z) = iLlog(t — lL 一 匀 计 [argGt 一 z] 


这 里 (以 及 以 后 )L…j 表示 当 上 + 沿 志 的 正 向 环行 一 周 时 方 括号 内 :的 连续 
函数 值 的 改变 量 . 
当 z 位 于 Li 所 围 的 内 域 中 时 ,上 式 右 端的 三 项 中 , 相应 于 7 一 1,3 的 两 


@ 车 f(z) 无 界 , 则 认为 其 在 Riemann 意义 下 绝对 可 积 . 
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项 均 为 一 1, 而 相应 于 j 二 2 的 项 为 十 1, 因此 F(z) = 一 1. 当 z 位 于 Li 与 L 
之 间 的 环形 区 域 中 时 , 右 端 相应 于 j = 1 的 项 为 0, 其 他 两 项 一 为 十 1, 一 为 
一 1, 故 F(z) 二 0. 同 理 , 当 z 位 于 上 Ls 与 Ls 之 间 时 , F(z) 二 一 1; 当 z 位 于 
L; 所 围 的 外 域 中 时 , F(z) 二 0. | 


例 2 工 同上 , 求 
1 t 一 
F(z) = 天 | 二 de， zE€L. 
解 因 
一 1 -之 di _ 2 dt 
M2 = 下 | ae 二 | t—z 产 |， t—z’ 
故 由 上 例 知 ， . 
F(z) 性 当 z 位 于 ,Lz 之 间或 在 Ls 之 外 时 ， 
z) 一 
一 z， 其 他 情况 . 
例 3 计算 "ye ， 
drt 个 1 下 
Fa = 7 z€ab, 0 \ 
这 里 4&b 是 一 开口 光滑 弧 段 (a 关 5), 且 正 向 已 ! or 
取 定 自 a 到 5b 的 指向 (图 1-3). a 2 
解 显然 图 1-3 


F(z) = 去 [logdt 一 z]2 = illog6 —z) — log(a — z)] 


一 -lo og 4 一 z， 

2ri Ta—z’ 
其 中 log(t 一 z 作 为 ! 的 函数 已 在 信 上 任意 取 定 一 连续 支 ， 而 最 后 右 端 式 子 中 
的 对 数 可 理解 为 5 的 函数 log2 一“《 它 以 ,6 为 支点 , 设 平面 已 灌录 前 开 , 因 


此 可 取 单 值 分 支 ) 当 5 一 ce 时 取 0 值 的 那个 分 支 (因为 F(ce) 二 0) 在 8 二 xz 
处 的 值 . 因此 ， 


其 中 0 一 arg 二 < 是 z 一 co 时 0 一 0 的 那 一 支 . 事实 上 , 0 就 是 当 上 自 点 a 沿 
必 连 续 变 到 5 时 向 量 1 一 z 的 辐 角 连续 改变 量 , 即 [arg(t 一 2] 售 的 值 . 例如 ， 


F(z) = 二 (on| 生 


@ 注意 , 当 z 为 正 数 时 , 我 们 永远 用 lnz 表 示 工 的 实 对 数值 , 而 把 记号 logz 仍 留 给 
多 值 函 数 ; 所 以 , logz= lnz 十 2nri logz 一 In|z| 十 iargz, 等 等 . 


4 Cauchy 型 积分 


对 于 图 1-3 中 ZI 9 之 2 9 0 分 别 取 值 9; > 0， 0 << 0. 
此 外 还 可 看 到 , 当 z 在 a 或 5 附近 时 , F(z) 有 对 数 型 的 奇异 性 . 


1.1.2 分 区 全 纯 函 数 


在 Cauchy 型 积分 (1. 1) 中 , 取 定 某 一 点 z 七 L, 于 是 可 作 z 的 一 邻 域 与 L 
无 公共 点 , 在 邻 域 中 任 取 z 十 h, 并 令 h 一 0, 则 用 类 似 于 对 Cauchy 积分 情况 


1 (1) 二 了. 
Fw = cd EL (1. 3) 
更 一 般 地 ,对 任何 自然 数 n, 将 有 
DAE fA 二 , 
Pw =— | md, xEL. (1. 3) 


由 此 可 见 , 当 z 不 在 L 上 时 , 由 (1. 1) 定义 的 F(z) 是 解析 的 ,甚至 在 z 一 
co 处 也 是 如 此 (请 读者 自 证 ). 换 句 话说 ,由 Cauchy 型 积分 (1. 1) 定义 的 函数 
F(z), 在 被 工分 割 的 全 平面 的 各 个 (连通 ) 区 域 中 , 包括 ce 点 在 内 ，, 都 是 全 纯 
的 . ， 
例如 , 车 工 是 一 条 封闭 (分 段 ) 光滑 曲线 , 则 (1. 1) 定义 的 F(z) 在 了 所 转 
的 内 域 与 外 域 中 分 别 各 代表 一 全 纯 函 数 ; 而 车 上 是 一 条 (分 段 ) 光滑 开口 弧 
段 , 则 (1. 1) 定义 的 F(z) 是 全 平面 用 工 剖 开 后 的 区 域 中 的 一 个 全 纯 函 数 . 

注意 , 我 们 仍 不 知道 当 z 从 工 的 某 侧 趋 于 L 上 的 某 点 上 时 ，F(z) 的 极限 
值 (或 称 边 值 ) 是 否 存 在 ; 而 这 种 极限 值 的 存在 性 对 我 们 来 说 是 极端 重要 的 . 

一 般 地 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 


定义 1.1.2 设 L 是 有 限 条 互 不 相交 的 封闭 曲线 的 集合 ， 它 把 全 平面 分 割 成 
有 限 个 区 域 . F(z) 是 这 样 一 函数 ， 它 在 每 个 这 种 区 域 中 全 纯 ， 在 = 一 co 
处 至 多 有 一 极点 ， 且 当 从 上 的 任 一 确定 的 侧 趋 于 L 上 的 任何 点 + 时 ， 
F(z) 的 极限 值 即 边 值 存在 ， 则 称 FCz) 是 以 了 为 跳跃 (或 间断 ) 曲线 的 分 
区 ( 片 ) 全 纯 函 数 . 如 果 工 中 含有 开口 弧 段 ， 则 要 求 在 各 端点 附近 ，F(z) 
有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ,， 即 , 若 c 为 上 L 的 一 端点 , 则 在 xz 二 c 附近 ， 


1F(z) | 过 ， 0 过 v 过 1, CC 为 常数 . 


|z 一 cl 


注意 , 当 z= 从 的 另 一 侧 趋 于 世上 同一 点 :时 , 极限 值 可 以 不 同 . F(z) 在 
某 区 域 的 边界 上 边 值 处 处 存在 ,往往 说 成 它 可 以 从 这 个 区 域 连续 延 拓 到 其 边 ， 
界 上 . 因此 , 分 区 全 纯 函 数 可 以 从 每 个 区 域 中 连续 延 拓 到 边界 上 ; 当然 ， 边 
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界 含有 开口 弧 段 时 ， 端 点 处 例外 . 
如 果 在 z = co 处 下 (z) 的 Laurent 展 式 为 
F(z) = apzt 二 Tari 1! 十 …，Qa4 关 0， 
则 称 F(z) 在 = oo 处 为 阶 的 或 阶 数 为 &. 故 上 > 之 0 时 , 它 以 z == co 为 & 阶 
极点 ;上 过 0 时 , 它 以 z= 二 oo 为 一 k 阶 零点 ; 而 k= 二 0 时 , 表示 (oo) 关 0 且 
有 限 . 因此 ， 分 区 全 纯 函 数 F(z) 要 求 在 z = oo 处 有 有 限 阶 . 

当 z 从 工 的 正 侧 即 正 向 的 左 侧 趋 于 工 
上 某 点 上 时 (当然 不 是 开口 弧 段 的 端点 , 下 
同 )，F(z) 的 边 值 (车 存在 ) 记 为 Ft (2)， 
而 当 z 从 工 的 负 侧 即 右 侧 趋 于 i 时, 边 值 记 
为 F(t) (图 1-4); 而 把 

p(t) 一 下 + 一 天 (人 
称 为 下 (z) 在 1 处 的 跳跃 或 跃 度 ，gp(z) 作为 
上 的 函数 ， 称 为 跳跃 函数 . 

例如 , 例 2 中 的 F(z) 为 一 分 区 全 纯 函 数 ， 其 跳 九 函数 为 p(t) = z. 

一 般 说 来 ，(1. 1) 中 定义 的 F(z) 虽然 在 被 世 谢 开 的 各 区 域 中 全 纯 ,， 而 且 
Foo) 二 0( 即 在 吕 处 阶 数 至 多 为 一 1) , 但 由 于 不 知道 F(z) 是 否 存在 , 所 以 
还 不 能 断定 它 是 否 为 一 分 区 全 纯 函 数 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 对 核 密度 f(z) 加 
以 适当 条 件 限 制 , 使 得 F*() 的 确 存 在 ,从 而 F(z) 便 是 分 区 全 纯 函 数 了 . 

当然 , 我 们 可 以 类 似 地 定义 分 区 亚 纯 ( 或 称 半 纯 ) 函数 , 这 里 不 再 袭 述 . 


习 题 
1. 对 于 Cauchy 型 积分 (1. 1), 求证 : 


1-4 


F(z) =0(T7); F(z) =0(T2r), 200). 
2. 计算 Cauchy 型 积分 
1 | Ret 
F(z) 一 让 |， t—z 


其 中 艺 是 单位 圆周 |t| 一 1， 且 已 取 定 反 时 针 向 为 正 向 . 
提示 在 L 上 ,zi=1. 


答 当 |z| < 之 1 时 , F(z) 一 到 ; 当 |z|>>1 时 , F(z) 一 一 
3. Cauchy 积分 (1. 2) 是 不 是 分 区 全 纯 函 数 ? 


1 
2z" 


和 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 B33 Cauchy 型 积分 


1.2 Plemelj 公式 


1.2.1 Cauchy 主 值 积分 


为 解决 上 节 中 提出 的 边 值 F+(z) 是 否 存在 的 问题 ， 即 


lim 元 | /AD 4:， 4 EL, zz 在 L 正 侧 或 负 侧 (2.1) 
z—ito TlJL tt— 


是 否 存在 的 问题 ,自然 地 就 会 想到 要 考虑 积分 
二 LD dy， toEL. 


2xi L t 一 加 


但 很 明显 ,这 个 积分 一 般 说 来 是 发 散 的 . 也 就 是 说 , 当 在 L 上 to 的 两 边 各 任 


取 一 点 ,六 时 ， 


-上 LD qr (2.2) 


lim - 
tto 2riJ Lf 上 一 加 


一 般 不 存在 . 然而 , 与 通常 实 域 中 定 积分 主 值 相 类 似 , 如 果 以 t6 为 中 心 、 充 


1 dt 


2riJ [一 Li 上 一 加 


分 小 的 正 数 为 半径 作 -圆周 , 使 它 与 的 交 
点 恰好 为 两 个 , 按 工 的 正 向 , 一 个 是 # 在 to 的 
后 边 ， 另 一 个 是 I 在 to 的 前 边 0， 以 L, 记 


8 ， 这 时 


lim 于 | HDg (2.3) 


ye0 271 I tto 


是 可 能 存在 的 (图 1-5). 


例如 ， 如果 工 由 一 条 光滑 封闭 曲线 构成 ， 


一 -flogCz 一 to) 一 log(# — to)j， 


2r1 


这 里 log(t 一 0) 作为 1 的 函数 已 在 L 一 L; 上 取 定 一 (任意 ) 连续 分 支 . 但 由 于 
I 一 1 二 | 一 4 |= w, 故 上 式 又 可 写成 


1 di 


2xi LL 二 一 加 


一 庆 [arg(t —t0)—arg(f —t)], 


@ 对 (分 段 ) 光滑 曲线 来 说 , 可 以 证 明 这 种 7 一 定 存在 , 证 明 从 上 略 , 


| 
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右边 […] 中 为 一 角 , 它 等 于 当 t 自 鼠 沿 工 一 志 变动 到 * 时 复数 一 名 的 辐 角 
连续 改变 的 值 ， 即 向 量 疼 一 上 到 向 量 t 一 如 间 的 夹 角 . 显然 ， 当 ?0 从 而 
t ,六 一 1 时, 这 个 角 的 极限 值 为 x， 因此， 


dt _1 、 
nm ni] i—ito i 2° (2.4) 


但 车: ,是 L 上 to 两边 的 任意 两 点 , 由 于 ,一 io 时 ， 一 


Te 


| 的 极限 


不 存在 , 所 以 og 多 二 各 的 极限 也 不 存在 , 因此 当 f(t) 一 1 时 (2 2 是 不 存在 


的 . 
一 般 地 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 


定义 1.2.1 如 果 极 限 (2. 3) 存在 ， 则 将 此 极限 记 为 
(#) 
V.P. zi|, AD dy， 


一 加 


或 仍 简 记 为 避 | 了 (DD) dr， 称 之 为 f(t) 沿 工 上 的 Cauchy 主 值 积分 ， 


Li—to 
f() 称 为 它 的 核 密度 ,这 个 极限 值 就 称 为 积分 主 值 1/(t 一 如 ) 则 称 为 
Cauchy 核 . 


注意 , 如果 极 限 (2. 2) 存在 ,， 即 上 面 这 一 积分 在 通常 反常 积分 意义 下 收 
敛 , 则 其 值 当然 与 积分 主 值 一 致 ， 因 此 , 收敛 的 反常 积分 也 可 看 做 Cauchy 主 
值 积 分 ,以 后 遇见 上 面 形 式 的 积分 时 和 恒 理解 为 Cauchy 主 值 积分 , 不 一 一 声 
明 . . 

沿用 (1. 1) 的 记号 , 不 妨 记 此 主 值 为 FCio), 即 


1 fy CD 
F(to) |, 全 ia lm],, A (2. 5) 


要 注意 , (2.5) 中 的 主 值 和 (2. 1) 中 的 极限 值 (如 果 二 者 都 存在 ) 一 般 是 
不 同 的 . 仍 以 L 为 一 条 光滑 封闭 曲线 ( 取 反 时 针 向 为 正 向 ) 且 /f(z) 三 1 为 例 ， 
容易 算出 


1， : Dr ; 
Fo 一 寺 | de 于， 当 *E 
Lititz (0， 当 zxED， 


这 里 Dr 与 Dr 分 别 表示 上 所 围 的 内 域 与 外 域 , 从 而 F+ (tm) 一 1，F (to) 一 
0; 但 我 们 由 (2. 2) 已 经 知道 
dt 


一 = / 
Fio) pl 2 : (2. 4) 


8 -全 :Cauchy 型 积分 


这 里 , Flio) 是 F+ (to) 与 F(to) 的 平 
均值 ， 
我 们 来 观察 , 当 L = ob 是 _ 开 口 
光滑 绝 段 时 (2.4) 将 变 得 怎样 . 这 时 
地 EL 但 关 a,5 (图 1-6). 作 小 圆 如 
. 前 , 我们 有 


| = pt 去 (> 呈 +|。 t | 


一 lim 7 内 (og = 0 log pe 二 )， 


其 中 7 已 取得 充分 小 , 使 得 ob E 工 , 且 这 里 的 对 数 可 以 认为 例如 取 
定 这 样 的 连续 分 支 : 从 加 出 发 在 工 的 负 侧 作 一 章 线 C 延伸 到 无 穷 远 点 且 不 再 
与 相交 , 在 此 前 开 的 平面 上 , 取 log(z 一 如) 的 任 一 连续 分 支 ; 记 小 圆周 在 L 
正 侧 的 弧 段 为 7, 则 当 t 自 a 出 发 , 沿 工 到 达 t 后 再 沿 7 到 达 纪 ,然后 再 沿 工 
到 达 65 时 ,log(+ 一 ) 均 有 确定 的 值 ， 且 在 弧 47 与 弧 所 上 均 有 连续 变化 . 于 


|- 


是 [a 
1 tim (log =% +log =e) 
ea lim i( lo 二 加 十 log ya 
一 .Liov2 一 如 十 工 
Driloe az 一 和 二 了， (2. 6) 


这 是 因为 ， port ie 玫 
ogg 二 和 一 iTargCz 一 加) — arg(f —t0)] = 9, 


这 里 9 是 当 t 从 坟 沿 7 转 到 * 时 向 量 上 + 一 如 
的 辐 角 变化 值 . 00, OG—x. 
(2. 6) 式 中 log 2 2 ”的 虚 部 
arg(6— to) ng 
事实 上 是 向 量 a 一 为 不 越过 前 线 C 旋 转 到 “ 
向 量 5 一 如 的 角度 (如 图 1-7 所 示 情 况 ， 
6 为 一 负 钝 角 ). 由 此 可 见 ; (2. 6) 也 可 改写 为 
1 | dt 1 ?一 名 一 的， 1 


Zi2 二 2 
其 中 log 2 一 
0 


2 一 的 虚 部 为 6 一 十 (在 图 1-7 的 情况 下 ,的 为 一 正 锐角 ). 


b—ito 


ti 一 CQ 
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1.2.2 曲线 上 弧 长 与 弦 长 的 关系 


为 了 以 后 的 需要 , 我 们 来 讨论 光滑 曲线 L (开口 或 封闭 ) 上 任意 两 点 间 弧 
长 与 弦 长 间 的 一 些 关系 . 注意 , 当 工 为 封闭 曲线 时 ， 其 上 两 点 闻 的 弧 长 恒 指 
较 短 的 那 段 弧 长 . 

若 L 上 的 任意 点 二 < 十 iy 用 弧 长 参数 ;来 表示 (从 工 止 菜 点 量 起 作为 弧 
长 起 点 , 按 曲线 正 向 作为 ;的 增加 方向 ; 如 果 工 是 开口 的 , 则 不 妨 以 L 正 向 的 
起 点 作为 弧 长 的 起 点 ), 则 其 自然 方程 为 1 == tLs), 或 即 

=r(s), y= ys), OZsL, (2.7) 
这 里 也 用 工 表示 曲线 二 的 长 度 . 由 于 工 光 滑 , 所 以 (5) 或 zxCs) 与 ys) 都 有 
连续 导数 , 旦 熟知 
zx(s)? +y()? =1. 
首先 我 们 证 明 : 


引 理 1.2.1 设 L 是 一 光滑 曲线 ， 对 于 上 任意 两 点 6 一 15)， to 二 t(s0)， 当 
. 5-> 50 时 ,一 至 地 有 | 

lt—iol 11—tol 

Im | |s—so| 


(我 们 用 | 全 | 表示 全 的 弧 长 )， 


->1 (2. 8) 


证 由 
、 1 一 加 | 一 [z(G) 一 zrCo)] 十 [ys) 一 yo)] 
一 _ fx/ (so + OCs—s0))? 十 y (so 二 G(s 一 50))*] 
。 (5 一 50)2， 0 一 6 ,0 <1, 

以 及 zy (3) 在 [0, 世 ] 上 的 一 致 连续 性 ， 立刻 知道 | 一 12/1s 一 561? 一 
致 收敛 于 1. 再 由 

|t—t)? 

ls—sol? 


可 知 引 理 成 立 。 0D 


这 引 理 说 明 ， 光滑 曲线 上 相 邻 两 点 间 的 弦 长 与 弧 长 不 仅 是 等 价 无 穷 小 ， 
而 且 还 一 致 地 等 价 . 
有 了 上 面 的 引 理 , 立刻 可 证 下 一 重要 事实 ， 


|t—ioi 
0<1 |s— so| <1 


引 理 1.2.2 设 LL 是 一 光滑 曲线 , 则 必 存 在 某 正 数 C (0 二 C 二 1), 使 对 L 上 


0 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 BCauchy 型 积分 


任意 两 点 zt 下 一 不 等 式 成 立 : . ， 
Cltol< lt—wl< itl. (2. 9) 


证 “右边 不 等 式 显然 , 现 证 左边 的 
为 此 , 先 设 工 是 开口 曲线 , 则 | 二 |s 一 wn1. 由 引 理 1.2.1, 必 有 3>0 
存在 ， 使 当 |t 一 t6| 二 6 时 ， 


仁 一 如 | 一 | 
1 
: 之 二. . (x) 
[zor| 下 5 二 2 
另 一 方面 , 当 |: 一 如 | 之 8 时 ， 
|zt—zol 全 一 如 | 
ol _ oo > 
[| swl LL 本 


故 只 要 取 C 一 min{ 评 ,了 ) ，(2. 9) 式 就 成 立 

今 设 工 是 封闭 曲线 , 注意 这 时 (2.9) 中 的 iY 永远 指 的 是 上 上 的 劣 弧 ,所 
以 当 8 足 够 小 时 , 只 要 |t 一 01 之 86, 便 有 |i0t| = |s 一 so| ,从 而 (x ) 式 仍 成 
立 . 而 当 |t 一 | 之 6 时, 上 只 要 在 (x x ) 式 右 边 把 分 母 中 的 上 改 为 L/2, 它 仍 
成 立 . 0 


引 理 1.2.3 极限 式 (2.4) 对 于 封闭 光滑 曲线 上 上 的 一 切 点 to 一 致 地 成 立 . 


证 记 L 上 任意 点 =z(s) 处 的 倾角 (从 开 轴 正 向 转动 到 s 处 正 向 切线 的 
夹 角 ) 为 g, 则 gp 为 或 : 的 一 致 连续 函数 . 注意 f16 与 5 上 必 分 别 存在 点 r， 
使 L 在 这 里 的 切线 分 别 平行 于 弦 t't。 与 of， 记 这 两 正 向 切线 的 夹 角 为 y= 
p(z) 一 g(t). 由 一 致 连续 性 , 任 给 e > 0, 必 有 5> 0 存在, 只 要 |ZY| 之 6， 
就 有 |yg| 二 e. 注意 , 都 在 以 wo 为 中 心 、 为 半径 的 圆 内 ， 故 由 不 等 式 
(2.9) 知 ，- 
lIzr|< I= 1 二 上 1 
SC 一 加 | 十 | 一 必 ) = 2C7. 


所 以 只 要 取 7< 25 和 ,就 有 |y| 过 < 但 x 一 y= 人 ttof, 故 它 一 臻 趋 于 x, 即 


《2.4) 一 致 地 成 立 . 0 
从 前 面 (2. 4) 式 的 证 明 中 我 们 还 可 看 出 ， 如 果 把 |# 一 如 | 一 上 | 一 如 | 一 
7 一 0 的 条 件 改 为 


Ie —iol 


EA 
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则 可 知 (2. 4) 成 立 . 又 从 这 一 引 理 还 可 看 出 , 如 果 |t 一 如 1/ | 一 如 | 一致 地 
趋 于 1, 则 (2. 4) 也 一 致 地 成 立 . 特别 , 如 果 我 们 总 是 取 z, 使 28 | 一 14， 
甚至 使 1 Zt61/1 和 | 一 致 地 趋 于 1, 则 由 引 理 1.2.1，|# 一 ww1/1f46| 以 及 
If—wl/ 1a7| 都 一 至 地 趋 于 1 ， 从 而 (2. 4) 也 一 致 地 成 立 . 这 些 讨论 对 我 
们 以 后 都 是 有 用 的 . 

下 面 我 们 来 讨论 : 当 L 是 分 段 光 滑 曲 线 时 ,是 否 存在 常数 C 使 不 等 式 
(2. 9). 成 立 . 

设 工 是 一 分 段 光滑 曲线 , 在 其 上 有 唯一 的 角 点 (图 1-8), 但 不 是 尖 点 ， 
即 工 在 io 处 的 两 条 单 侧切 线 间 的 夹 角 a 适 合 0 二 a 二 x. 今 在 L 上 任 取 两 不 
同 点 刀 , 志 ,我们 要 证 明 , 对 于 某 正 数 C 来 
说 , 不 等 式 (2.9) 仍 成 立 . 当 刀 ,tz 位 于 如 
的 向 一 边 时 ( 当 十 .是 封闭 曲线 时 ， 当 然 是 
指 较 短 的 弧 和 记 不 通过 加 的 情况 )，(2. 9) 
成 立 无 问题 . 今 设 ,ts 位 于 to 的 不 同 
动 

记 由 to st1 ,to 形成 的 三 角形 的 三 个 内 
角 分 别 为 Q0 Ql Qa23 则 由 


{i —t,| It tl | 所 一 如 | 、 上 下 
一 一 人 一 一 
sin ao sinay sin al 
知 
| 三 一 如 | Sin ao 


Ta il+ li mt [ 2 
记 h = min(a,r 0). 因为 lim ,ao 一 a， 故 可 取 6 > 0 充分 小 ， 使 得 得 只 要 
上 一 站 | 二 人 PN 就 可 使 
| 和 把 <ao 之 x 一 人 
因此 , 这 时 
[a A 


sin 让 对 《| 有 1 十 1 有 有 


可 见 当 | 入 一 站 |<<8， |4 一 | 之 6 时 ， (2.9) 仍 成 立 , 只 要 把 C 改 为 Ssin “ 


12 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 熙 BYfauchy 型 积分 


当 | 一 如 | 与 |y 一 雪 ! 趾 至少 有 一 个 大 于 或 等 于 5 时 ， | 
正 的 下 确 界 A( 当 上 为 封闭 曲线 时 ， 注意 已 限定 | fs| 达 所 有- 且 # ,to 位 于 加 
的 两 边 , 所 以 | 一 名 | 的 下 确 界 也 不 会 是 零 ). 于 是 ， 
In -ul>A> Ianl, 


这 样 ，(29) 式 总 是 成 立 的 . 
当世 上 有 有 限 个 角 点 (不 是 尖 点 ) 时 ， 完全 可 类 似 地 证 明 . 于 是 我 们 有 


引 理 1. 2. 4 对 于 不 具有 类 点 的 分 科 光 滑 刚 线 L, 不 等 式 (2. 9) 仍 成 立 : 


当 工 上 有 尖 点 时 ， 二 般 说 来 (2. 9) 夫 边 
的 不 等 式 不 能 成 立 . 试看 下 例 ， 设 工 是 半 立 


方 抛物 线 y 一 忆 即 y= 土 夺 上 0 之 zx 区 1 
的 一 段 , 即 PIOPy (图 1-9); 它 在 O 处 有 二 
尖 点 . 任 取 zx, 0 三 z 达 1， 得 L 上 相应 的 ~ 
段 弧 QOQs，, 故 

|QiQ; | | x 1 

一 一 一 一 = 一 一 所 

1QioOQ: | 10Q;,| 
可 见 当 z->0 时 ,上 式 右边 极限 为 0, 从 而 不 
可 能 存在 C > 0 使 (2. 9) 左边 不 等 式 成 立 . 


1. 2 3 JH6lder 条 件 


为 保证 Cauchy 主 值 积分 存在 ， 必须 要 求 其 核 密度 满足 某 种 条 件 这 里 将 
介绍 一 种 在 应 用 中 常见 的 条 件 . 仍 先 限定 为 光滑 曲线 . 


定义 1.2. 2. 设 f(t) 定义 于 (开口 或 封闭 的 ) 光滑 曲线 上 上 . 若 对 上 L 上 任意 两 

点 1 ,六 恒 有 : 

| [ff SA -| (0<a< 委 1)， (2. 10) 

这 里 A,a 都 是 确定 的 常数 ， 则 称 f(t) 在 L 上 满足 a 阶 的 Holder 条 件 或 

.He 条 件 , 记 为 f(t) E He(EL) 或 简 记 为 CEC Hr, 而 a 称 为 Holder 指 数 ; 若 

不 强调 指出 指数 a, 也 可 简 记 为 1(1) E HH(L) 或 E 日. 也 可 这 样 理解 : 
H=UH". 


当 & = 1 时 ,条件 Hi 也 称 为 Lipschitz 条 件 . 
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当然 我 们 也 可 定义 f(z) 在 L 上 某 点 to 处 满足 五 条 件 , 即 对 于 工 上 任何 

点 t, 和 恒 有 
[IfOD—fG)IRAIil" (0<a 扫 1). (2. 10)” 

注 ”在 上 述 定义 中 , 所 以 要 限制 0 一 < 委 1 是 因为 : 如 果 a 二 0, 则 /G2) € 于 意味 
着 f(z) 是 一 有 界 函 数 , 对 我 们 来 说 , 这 种 条 件 太 宽 了 (更 不 必 说 a 之 0 意味 着 f(z) 为 无 界 
的 情况 了 ); 如 果 o>1, 则 f(z) € Hr 意味 着 /5D 是 一 常数 (证 明 留 给 读者 ), 这 是 一 种 平 
凡 情 况 ,， 不必 讨论 [参看 (2. 4) 和 (2. 6) 或 (2. 6) 1]. 

对 于 互 类 的 函数 ,以 下 的 一 些 性 质 成 立 ， 

1?- 如 果 f(t) E 在， 则 .FoD) 必 连 续 : 

2” 如 果 F(D E 本， x0<p<“ 则 必 f(z) € HB. 亦 即 ， 当 B<a 时 ， 
He C He. 

3" 如 果 AD ,gtt) 都 E 瑟 , 则 了 十 pp Jp (但 g 关 0 于 工 上 ) 也 
都 E H?. 

4” 如 果 不 等 式 (2. 10) 对 于 工 上 充分 接近 的 点 1 , 廊 成 立 , 例如 ， 它 对 于 
满足 |t 一 | < 之 8 (6 之 0 为 业 一 常数 ) 的 点 坟 , 扩 成 立 , 则 必 f(t) E H". 换 句 
话说 ， 要 求证 f(t) € He 时 ， 只 要 证 明 对 于 满足 | 一 六 | 二 6 的 点 1 ,条件 
(2.10) 成 立 就 够 了 . 

5” 如果 六 (1) 有 界 (连续 更 不 必 说 了 )， 则 f(t1) E 站 

6” 瓦 类 中 函数 的 复合 函数 仍 € HH. 


7” 如 果 工 = 二 Db 且 各 Lj 两 两 互 不 相交 , 若 f(t) € Hr 于 每 个 Lj; 上 ， 


则 必 f(t) E 再 和 上 

8” 如 果 Fi) 连续 于 上 上 , 而 二 局 可 分 成 有 限 个 路 段 使 得 f(t) 在 海 一 段 
上 Hr, 则 必 f(t) 在 整个 L 上 也 EE€ Hr". 

这 些 性 质 的 证 明 都 很 容易 . 我 们 只 指出 : 5° 的 证 明 中 要 把 f(z) 的 实 部 与 
虚 部 分 开 来 讨论 , 因为 对 于 复 变 函 数 ;中 值 定理 不 成 立 ; 此 外 , 还 要 利用 不 
等 式 (2. 9)`《8" 的 证 明志 要 用 到 这 一 点 ). 这 些 证 明 留 给 读者 . 

定义 1. 2. 2 可 不 加 改变 地 推广 到 不 带 尖 点 的 分 段 光滑 曲线 ; 而 且 由 于 这 
时 有 不 等 式 (2.9), 定义 中 的 |# 一 V1 可 改 为 |f2| 且 定义 等 价 . 但 若 工 带 有 
尖 点 , 由 于 (2. 9) 左边 的 不 等 式 一 般 不 再 成 立 , 情况 就 不 一 样 了 ; 车 把 
| 一 了 | 改 为 Iz?Y|, 条件 就 弱 多 了 , 我 们 不 妨 把 后 一 条 件 称 为 弱电 条 件 , 而 
把 前 者 称 为 强 互 条 件 . 一 般 我 们 只 考虑 强 日 条件 , 简称 旷 条 件 .在 这 种 条 件 
的 意义 下 , 即使 带 尖 点 , 性 质 1° ~ 8° 仍 成 立 . 

定义 1. 2.2 还 可 推广 到 二 元 (或 多 元 ) 情况 , 我 们 有 


1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 A Cauchy 型 积 倪 ， 


定义 1.2.3 设 f(t,z) 定义 于 工 XL 上 (CL 仍 为 开 或 封闭 的 光滑 曲线 )、 如 
果 对 于 上 上 的 任意 点 t ,t,t ,， 世 ， 恒 有 
EYEE A —L|*+Blr —r ls : 
(<w8 有 D， (2.11) 
则 称 Fir) 在 工 X 工 上 满足 .Ho 或 刀 条 件 , 这 里 A， B,a,B8 都 是 常数 
”QP 分 别称 为 关于 t,t 的 Holder 指数 . : 


上 面 的 性 质 1 ~ 8" 也 可 推广 到 多 元 函数 情形 . 
上 述 有 关 不 带 或 带 有 尖 点 的 分 段 光 滑 曲 线 的 议论 也 可 用 于 多 元 函数 的 情 
况 . . | i 
在 定义 1. 2. 2 中 , 也 可 将 f(z) 的 定义 中 1 EL 改 为 z ET, 其 中 了 为 复 
平面 中 任 一 集合 ,从 而 可 相应 地 定义 f(z) E He(T) 或 HH(T), 它 的 一 些 类 
似 性 质 也 成 立 . 
例 1 设 工 为 任 一 (分 段 ) 光滑 曲线 , 求证 :， 
GD = [一 alrE 到 (0 过 ac 委 1) 
于 工 上 ,其 中 a 为 一 任意 常数 .. 
， 证 首先 注意 , 对 于 任何 4, 0 二 1, 易 证 
十 (1 一 "之 1. 
由 此 又 可 证 得 : 对 于 任何 非 负 实 数 A,B, 恒 有 
IA*—B|<|1A—Bl:. 
于 是 , 当 t,t, EL 时 , 恒 有 .. 


|<|la meal mal|l < la mt)". 


[la 一 al 一 [2 
例 2 设 工 一 42 为 一 开口 光滑 弧 自 ， 则 
GD = 一 (一 aeE He (0<a 委 1) 
于 LL 上 , 这 里 (一 a)* 为 沿革 任意 取 定 的 一 连续 分 支 . 
证 : 不 失 一 般 性 ， 可 设 a 是 坐标 原点 O (图 1-10); 并 设 上 上 的 弧 举 标 。 
从 O 量 起 . L 上 任意 点 i 可 写 为 1 二 i(s) 一 
” 工 十 iy. 又 设 Of 的 倾角 为 p = 一 p(s), 且 不 
妨 设 f(z) 所 取 的 连续 分 支 是 
| (Gt) = [ieizy， 
在 : L 上 任 取 两 点 t1 一 ti(51), 
t2 二 区 52》， 其 相应 倾角 分 别 记 为 
一 9 pz = p(s2), 
且 不 妨 设 5 过 5s，, 而 记 s; 一 $1 = As 0. 
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首先 注意 (由 例 1)， 
| f(t2) — fla)| 
一 | |t2 | “ep — |&1 | "eer | 
< | lle — | leep: | 十 | 二 | | eer: 一 ezp | 


<|lwl lal 


“pst _ 
”| 21 en | 


委 | 所 一 所 | 十 2 三] 


网 
( | ) 没 。 as 这 时 因 |a | 之 As, 由 (2.9)， 有 
TZ<2Ar 势 Gla 
《ji 》 设 5 之 As. 这 时 可 写 ， . 
: Tasi|gz 一 p= a lg (s* I 
其 中 s” 是 51 ,5 之 间 的 某 一 数 . 注意 到 p(s) = arctan 30 ， 且 |1y (91， 
iz (3) | 都 不 超过 1， 故 
/ _ [zy (9) — yr (Cs)| 2 
zl=| Ty < TT 
因此 , 如 果 记 1” = p(s* ), 则 有 


T< hs, 
.| lz*| 
但 jt* | 宕 G* 之 C1, 从 而 
ZaAs _ 2a/As 2a La |, ,la 
T<2s -各 ( 全 ) Ar < EA SAE nl®. 


因此 2 € He. 证 上 毕 . 

例 3 设 工 为 无 尖 点 的 分 段 光滑 曲线 , to EL, 则 
“ | f= Gi) EH (0<uw 委 1). 

:证 ”由 于 性 质 8 对 这 样 的 工 显然 也 成 立 , 故 由 例 2 即 得 . 

例 4 设 gls) 是 定义 在 实 区 间 a 委 ss 委 8 上 的 复 函数 , ce 委 % 委 4 若 
9 (3) EH, 定义 
请 上 Ws 

®$(s) = SS 50 , (4s)， 
go (50), . 当 一 5 


1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 E393。Cauichy 型 积分 


则 @() € He. 

证 设 : 
[lg CG) 一 ws | Als 一 后 | (x) 
因为 

. ， . 
pG) 一 prGo) 一 | Yod = G—s)| Ys + uls— s0)) du, 
故 当 5 天 50 时 ， 
$B(s) 一 ye 十 xs 一 3))dx. 
但 当 s == so 时 , 由 定义 , 上 式 也 成 立 . 因此 由 (C* ) 式 ， 
|®@(s1) Bs) lS Als 一 5 "| wdu 一 一 la 1 — so |°. 
本 例 还 可 推广 到 更 一 般 的 情形 ， 见 [42]，8 7. 
例 5 设 L 为 一 条 Lyapunovy 曲线, 即 光滑 曲线 志 , 其 上 ( 正 向 ) 切线 的 倾 


角 0 作为 弧 长 * 的 函数 时 , 0(s) € H. 给 /OE HFLE. 设 如 为 工 上 
一 定语 定义 


| fC — fy 
ro-| i 9 当 t 关 to; :CL, 


FPC) 当 : 上 一 如 ， 
则 必 FGD E H. 
证 分 别 设 to 在 工 上 的 统 坐 标 为 so 9 3S9 并 定义 


一 加 
mo 当 s 兴 5i 
ts0), 当 SS 一 30， 
fDT— ft) 当 关 si 
f(t) = 


一 S0 
f(t0)t (Cso)， 当 s = so. 
因 #(s) € H, 由 例 4, g(t) 二 gp(zCs)) 作为 的 函数 E H. 又 f(t) = f(2C3)) 
由 性 质 6" 也 € H. 再 由 例 4, y(t) = yli(s)) € H. 又 因 |#(s)1=1, 故 


— gts)) 
F(#(5)) petes)) EH. 


再 把 ;== s(t) 看 做 1 二 t(s) 的 反 函数 , 由 于 (2) = 5 存在 ， 故 s() € H. 


再 由 性 质 6" 即 知 FQ) E H. 
注 ”由 此 例 可 看 出 ， Lyapunov 曲线 也 可 定义 为 Kz) € 五 的 曲线 . 
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习 题 


1. 设 f(t,r) lt,rEL) 当 固 定 一 个 变量 时 对 另 一 变量 一 致 地 E€ HH. 例如 

固定 t 时 ,: | 
[1fGD—f DSAltmt|* (0<a 委 1)， 

其 中 A 与 tc 无关; 同样 ， 国定 上 时 也 有 类 似 不 等 式 . 求证 : flt,t) 作为 二 元 函 
数 时 也 E 有 H. 

2. 设 工 是 无 尖 点 的 分 段 光 滑 曲 线 ， 求证 : | 一 zl (0 过 a 之 作为 L 上 
br 的 二 元 函数 时 E Hr? ( 即 He'*). 

3. 若 ftr) EE 日 于 L XL 上 ,求证 :; Fit E H 于 L 上 . 

4. 试 证 : 例 4 中 的 BCs) 看 做 s,so 的 二 元 函数 DB(s,50) 时 EH. 同样 ， 把 
例 5 中 的 F(z) 看 做 二 元 函数 Flt,to) 时 也 EE H. 


1. 2. 4 “Cauchy 主 值 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 


如 果 仅 假定 核 密度 f(z) 在 L 上 连续 , 还 不 足以 保证 Cauchy 主 值 积分 
《2. 5) 存在 . 但 我 们 有 下 面 的 


引 理 1.2.5 设 L 是 一 开口 或 封 用 的 光滑 曲线 , 已 取 定 正 向 ; 若 Ci) E 百 于 
二 上， 则 主 值 积分 (2. 5) 存在 , 且 ( 当 工 为 开口 曲线 时 , to 不 是 了 的 端点 ) 


-了 | 区 89D 一 Fi) ，， 7to)f dt i 
gr .区 pl t—to di 2xi Lf—t 如 EL, 


式 中 右边 第 一 个 积分 已 是 通常 的 (反常 ) 积分 ， 


证 如 果 把 上 式 中 诸 积 分 都 理解 为 主 值 积分 ， 等 式 自然 成 立 ， 只 要 右边 
两 个 主 值 积分 存在 . 但 右边 第 二 个 主 值 积分 我 们 早已 知道 存在 [参看 (2. 4 4) 或 
(2. 6)], 所 以 只 须 证 明 右 边 第 一 个 主 值 积分 存在 . 

» 设 FbE 瑟 (0 一 ao 委 1). 故 由 (2.9)， 
f(D) — f(to) A A: ， 
|< om TT 


而 显然 | 二 一 全- 是 收敛 的 ， 所 以 ， 作 为 通常 的 反常 积 分 ， 
了 「 7ZDD 一 大 td 


2rij t—to 
二 收敛, 从 而 作为 主 值 积分 也 存在 : OD 
芭 志 特别 ， 当 工 为 封闭 光滑 曲线 时 ,由 (2. 4) , 我 们 有 
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f(D) ， Le — = 
pi i = | dt 十 也 至 /Cu0)， to EL. (2.12) 
如 果 寺 闭 曲线 J 反 时 针 向 为 下 向 ) 有 一 角 
L 点 加 ,在 加 处 两 条 单 侧切 线 闻 面向 工 所 围 内 域 S 的 
夹 角 为 @& (图 1-11)， 也 称 为 S$ 在 加 处 的 内 角 ， 则 
这 时 (2. 4) 式 不 再 成 立 , 因为 这 时 当 光一 加 时 ， 
Ztitot 一 各， 所 以 ， 在 现在 的 情况 下 ， 应 有 
站 | - 汪 - -多 (2.13) 
2riJLt 一 如 2 四 
的 由 此 我 们 有 
引 理 1.2.6 设 卫 是 分 段 光滑 封闭 昌 线 ， 仍 取 反 时 针 向 为 正 向， 其 上 加 为 一 
角 点 ， 则 有 
( 人 f f(D fto) 0 
区 | A = 2rili tto dt 十 Bf (ho) 《2 14) 


其 中 多 为 to 处 两 单 侧切 线 在 正 侧 所 类 的 内 衣 . 


注意 , 即使 1, 为 一 尖 点 (6 一 0 或 2r) ，(2. 13) 以 及 (2. 14) 都 成 立 . 又 若 
在 主 值 积分 定义 中 , 把 |z 一 如 j 一 | 区 一 加 二 3 一 0 改 为 8zol 一 [2 一 
1 一 0 时 ，(2. 12) ~ 《2.14) 仍 都 成 立 . 


1.2:5 Plemelj 公式 


现在 来 讨论 Cauchy 型 积分 (1. 1) 的 边 值 存在 问题 . 我 们 将 证 明 ， 当 
f(t) € 有 H 时 , 其 边 值 的 确 存在 , 且 与 Cauchy 主 值 积分 有 密切 联系 .详细 说 
来 ; 我 们 有 下 一 一 重要 定理 ， 它 是 本 书 以 下 各 章 论证 的 基础 


定理 1.2.1 设 工 是 一 条 分 段 光滑 曲线 ,f(z) E HH 于 L 上 , 则 对 于 任何 刀 挟 
工 〈 当 工 为 开口 曲线 时 , to 不 为 上 的 端点 )， ，Cauchy 型 积分 (1. 1) 的 边 值 
存在 ， 且 有 下 列 Plemeij 公式: 

(1) 
人 
机 to E€ L, (2.15) 
_ 及 ft 
Fo (0) 一 名 reo+ 直 | 一 有 于， 
其 中 FT(t0) 与 F(to) 表示 (1.1) 中 的 F(x) 当 z 分 别 从 工 的 正 便 与 负 便 
趋 于 加 时 的 极限 值 , 而 名 是 工 在 to 处 的 两 单 侧 切线 在 工 正 侧 所 张 的 
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角 (0 达 如 声 27). 


特别 ,如果 思 是 二 上 的 光滑 点 ,或 者 整个 工 是 光滑 曲线 , 则 (2. 15) 将 简 
化 为 


F+(t0) 一 十 于 fo) 十 元 ; ， 让 EY EL. (2. 16) 


(2. 16) 趟 将 是 研究 解析 函数 边 值 问题 的 基本 工具 ， 应 应 特别 注意 . 

这 一 定理 的 经 典 证 明 比 较 复 杂 . 我 们 这 里 将 采用 杜 金 元 [3] 中 较 简 的 证 
法 , 且 其 方法 也 可 用 来 较 简 地 证 明 下 节 中 的 Privalov 定理 . . | 

我 们 首先 引进 一 个 记号 . 设 在 复 平面 中 已 给 一 连续 曲线 L， 对 于 平面 中 
任意 一 点 x, 把 它 与 L 上 距离 最 近 的 一 点 记 为 z. (如果 这 种 点 不 止 一 个 ， 则 
zx 表示 其 中 任意 确定 的 一 个 ). 特别 , 当 z 二 上 E 工 时 ,五 一 上 显然 , 当 z 一 


to EL 时 , zr 一 to. 又, 对 任意 点 1 EL, 总 有 . 
上 一 也 | 委 半 一 z| 十 |z 一 扩 | 委 2 一 z|. (2.17) 

如 果 f(z) E H*, 则 由 (C2. 17) 立刻 可 得 
[f(D — fz) | At mzl 2A Om zl|". (2.18) 


为 了 证 明定 理 1. 2. 1 以 及 后 面 的 需要 , 我 们 来 建立 下 一 引 理 . 


引 理 1.2.7 设 世 是 一 分 段 光 滑 曲 线 ，F(D) € Hr (0 二 a 过 1) 于 LL 上 . 车 1 
是 世上 的 一 段子 统 ( 其 长 仍 记 为 /), 则 对 于 平面 中 任何 点 =， 恒 有 


| f(D — fz) Me, (2.19) 
i 一 之 
其 中 是 一 个 与 1 以 及 z 均 无 关 的 常数 . 


注意 , 即使 z € 工 ，(2. 19) 也 成 立 ; 这 时 由 于 (2. 18) 的 关系 ，(2. 19) 中 
的 积分 仍 是 通常 的 非 主 值 积分 . 
证 设 1= ab. 记 L 上 任何 点 的 弧 坐 标 为 s,. 不妨 设 二 %， 
先 设 / 是 一 光滑 弧 段 , 由 于 上 L 由 有 限 个 光滑 弧 段 组 成 , 所 以 (2. 9) 式 在 每 
一 光滑 弧 段 上 成 立 , 且 C 可 取 成 同一 数 , 亦 即 C 与 / 无关. a 18) 式 ， 
f(D) — fz) [dz| 
t—xz 


1 | 一 


< |dj 
i = 


< 褒 Z| | 一 s。 | |s—s, | 
_.24 本 ds 名 ds 
准 | 玉 《sa 一 SI + cm| 


= = - 府 [C50 —sa) + (5 —5,)"] < Me. 
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再 设 :上 含有 角 点 (包括 尖 点 ), 则 可 将 ! 分 解 为 无 角 点 的 有 限 条 光滑 弧 ， 
再 应 用 上 面 结果 便 可 得 到 (2. 19) 式 . 0D 
还 要 注意 , 当 z = 二 EL 时 , (2. 19) 成 为 
| ff 
i 


t—to 
定理 1.2.1 之 证 暂 设 工 为 封闭 曲线 ， 以 反 时 针 向 为 正 向 ， 所 图 内 域 与 
外 域 分 别 记 为 Dt 与 万. 


<M:. (2. 20) 


把 (1. 1) 式 改 写 为 
加 f0)— f(zr) flz)f de 
F(z) 一 pi tt 一 之 doii 271 |， tz 
二 T(z) 二 I(z), zEL. (x) 


因为 fC(2) EH, 故 


lim I2 (2) 一 flto) ) lim 到 


dt 


Lit—z 


由 此 立刻 可 得 
HG) = f0), (to) = 0. 
”现在 我 们 来 证 明 


Ji (2) 一 ma L 4 


1 (2. 21) 
注意 
f0) — f(to) 
(2 到 |， t—to dz 
| f(2) 二 大 ad 一 | f 0) f(y 
工 一 L—L 


一 t—'to 


f(D— f(to) flt0)) 本 


L, 上 一 加 


1 
2r 


十 


| = a + 了 | 
开 


tz 


”三 到 Cl 二 Az 十 A3)， 


其 中 7 为 充分 小 的 正 数 . 设 f(2) € Hr*. 由 引 理 1.2.7， 
Az < My， As < Myr. 
对 于 任 给 的 e > 0, 可 取 1 充分 小 , 使 A ,A 都 小 于 e/3. 这 样 固定 y, 并 要 求 


一 卫 
|z - to | 二 2 


再 来 估计 和 A. 当 :E 工 一 局 时，| 一 如 | > 从 而 | 一 z|> 也 于是， 
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= Ab) — flto) .f(t0) ~— fz) 
4 一 1， t 一 之 +| 一 上 一 之 d 
-| 7 一 Fio) 
L—L t—to 
[fC— fo)|lizmil, 
<|,, |i—z| 位 一 加 | [dl 
人 [ft ) — fz) | 
+ |z—z| ld 
< 和 lz + 等 上 | pes) — flz1)|. 


由 于 zx 一 0 时 , f(zL) 一 f(t0), 故 当 z 充 分 接近 于 to 时， 上 式 右边 也 到 三 ; 
因而 (2. 21) 得 证 . 这 样 ， 
f(t) f(to) 
h(t) = 元 do | 7- 


Lt—to 2ri 
再 由 (2. 13) 与 夺 (to) 的 结果 , 便 得 (2. 15) 式 . 
现 设 工 = ao$ 是 一 开口 分 段 光 滑 曲 线 , 则 可 将 补充 一 段 L' 使 L 十 L 成 
为 一 封闭 的 分 段 光滑 曲线 (图 1-12); 同时 , 将 /(1) 也 延 拓 到 L 上 , 使 其 在 整 
个 L 十 L 上 € H, 这 是 做 得 到 的 , 例如 ， 
把 f(2) 在 L 上 作 线 性 延 拓 即 可 .由 于 
元 | 上 GD ag 


2x1J 7 一 之 
当 z 巨 了 时 全 纯 , 今 蕊 L ( 因 d 不 是 L 
， 的 端点 )， 故 z 一 时 它 就 以 


款 | CD di 1-12 
2xlJL 上 一 加 
为 极限 ， 于是, 由 已 证 得 的 结果 ,立刻 可 知 (2. 15) 仍 成 立 . 口 


当 工 是 由 若干 条 互 不 相交 的 光滑 或 分 段 光滑 曲线 构成 时 ， 只 要 f(z) E€ 
有 ,2. 16) 或 (2. 15) 仍 成 立 . 当然 , 中 车 含有 开口 弧 段 , 则 so 不 能 为 其 端 

从 以 上 的 证 明 中 还 可 看 出 ,只 要 Fo 在 加 附近 的 一 小 段 弧 上 E 万 ,而 在 
其 余部 分 可 积 ，(2. 16) 或 (2. 15) 也 成 立 . 

最 后 我 们 还 指出 下 一 结果 . 


江 。 建 理 1.2.2， 设 是 一 分 段 光滑 曲线 ， /WEHTFLL, 则 对 任何 名 EL( 包 
记 -。 扫 记 车 上 的 端点 ), 恒 有 
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lim 二 | | f(D ft (seL). (2.22) 
L 271J 工 


zto 2Xi -下 一 之 t 一 加 

证 因为 
1 fD— f(t) fC— flz1) flz1) — fto) dz 
2riJL 一 之 业 一 区 |, t 一 之 十 2ri Lt—z’ 


而 当 z -> to 时 ， 右 边 第 二 项 显然 趋 于 零 ; 又 由 (2.21), 右边 第 一 项 趋 于 
(2. 22) 的 右边 (注意 (2. 21) 的 证 明 对 开口 的 也 适用 ), 因此 (2. 22) 成 立 . 
口 


习 ” 题 
1. 设 如 是 光滑 曲线 工 上 的 一 ( 非 端 ) 点 ，L， 的 意义 如 正文 所 述 . 求证 : 


2. 计算 二 | 下 二 jdr, 这 里 1r| 一 工 已 取 定 反 时 针 向 为 正 向 ,ma 为 一 


自然 数 . 
, 答 1. 
3. 计算 Cauchy 人 为 整数 ) 、 | 
=| cosm cot =? dg, J = 去 | sa co 人 0 
提示 “ 作 变 换 r = el ae 
答 当 ?>0 时 ,天 = 一 sinrp，J 岂 一 cosnp; 当 ? 一 0 时， 了 一 一 0. 
4. 设 工 是 一 封闭 光滑 曲线 ， 围 成 一 区 域 D+. f(z) 在 Dt 内 全 纯 , 且 其 在 
世上 的 边 值 f(t) € HH. 求证 : | 


Iri= 1 三 


| £0 de = Fa)， 


- 工 革 一 加 
这 里 如 为 L 上 任意 一 , 工 已 取 吓 反 时 针 向 为 正 疝 

5， 上 题 中 ， 和 在 所 上 由 中 全 纯 ( 包 括 co 点 )， 则 结果 又 
将 如 何 ? 


1.3 Cauchy 型 积分 边 值 的 性 质 


1.3.1 Privalov 定理 


上 节 中 的 plemel 公式 是 在 核 密度 f(z) € 瓦 的 条 件 下 推出 的 . 我 们 自然 


Gauchy 型 积分 边 值 的 性 质 看 E 一 一 23 


要 问 : 极限 函数 F#+ (i) 的 性 质 如 何 ? 例如 是 否 仍 E H? 答案 是 肯定 的 (对 于 
封闭 曲线 情况 ). 下 面 著名 的 Privalov 定理 解决 了 更 为 一 般 的 一 个 问题 . 


定理 1.3,1 设 L 是 一 封闭 的 分 段 光滑 曲线 , 取 定 (例如 反 时 针 向 ) 正 向 . 已 
给 f(t) E Hr 于 L 上 , 则 由 (1.1) 定义 的 Catichy 型 积分 F(z) 在 工 所 围 
的 内 闭 域 万 ' 与 外 闭 域 万 上 分 别 属 于 有 H. 详细 说 来 , 对 于 任何 z1 ,zz 掏 
D+( 或 DD ), 我 们 有 

[|F(zi) 一 F(zz)| 委 Cl 一 zl*， 当 co<1 时 (3.1) 
[F(z) —F(za)|< |z—zol(A+B|In|z —z,||) 
Bl|z zl [inl —z2l | 
或 之 Clzi 一 zz|1， 当 a 二 1 时 ， (3. 2) 
其 中 为 任何 小 于 1 的 正 数 ,A,B,B ,C 均 为 常数 ; 注意 , 当 z 或 到 EE. 
LL 时 ，(3.1) 和 (3.2) 中 的 F(z1) 或 F(zs) 要 分 别 理解 为 相应 的 边 什 
-Ft(zi) 或 F+(z2) 或 者 F-(z1) 或 F(zs), 视 所 考虑 的 区 域 为 D+ 或 
万 - 而 定 . 


这 个 定理 的 意思 是 说 , 当 f(z) € 王 时 , 若 a 过 1, 则 F(z) 连同 其 边 值 
分 别 在 D+ 与 万 上 属于 同一 个 g 阶 的 HH 类 ; 而 当 a = 1 时, 它们 一 般 只 能 属 
于 Hi™ 而 不 属于 H!. 

当 zx = 二, zz 二 均 在 L 上 时 ，(3.1),(3.2) 就 成 为 

IF+(0)— Ft ) ACI mt|*， 当 a<1l; (3.1)" 
[FSG) -FtG)|S Ila ul(At+B|nla mil|) 
Bl|imt,| [la —t, | | 
或 乏 C 一 tl!*， 当 a=1. (3. 2)” 
此 即 表明 , F+() 均 EHH 于 L 上 . 
，， 为 了 证 明 这 个 定理 ， 先 引进 下 列 两 引 理 . 


引 理 1. 3.1 假设 条 件 同 引 理 1. 2. 7， 则 对 平面 中 任何 点 z 蕊 7， 有 


| LD — fe) [dl<M|z— zt, 当 a 二 1 时 ; (3.3) 

| Ez) - 
fC— fz) 

中 宇和 | usa+Blnlz-al 


或 迄 Mlz 一 局 ， 当 w 一 1 时 ， (3. 4) 
其 中 A,B,M 均 为 与 1 和 z 无 关 的 常数 , 0 二 e 二 1. 
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证 由 于 当 z 远 离 ! 时 , (3. 3) 或 (3. 4) 的 左边 充分 小 ， 故 只 须 证 明 当 z 充 
分 接近 ! 时 此 二 式 成 立 邯 可. 
先 设 /二 凶 是 一 光滑 弧 段 . 由 (2. 18) , (2. 17)， 


f(2)— fz) gr | 出 | a 22—a | di| 
| ef lul<24), < 3 A| Gr 
: ldz| 
<c| mt a 


ds 
< CC 一 一 -一 一 一 一 
人 :| Cm 


-olf ors [al " 


+ el 
当 c<1 时 ， 上 式 右 端 显然 不 超过 Fe J|1z 一 一 zi 1”! , 即 (3, 3) 成 立 ; 当 a 一 
1 时 , 右 端 等 于 
Gin Ce, —s)+ le—al | tin| Cs—5)+ lel | —2ln| -#1]. 
当 |z 一 zz | 不 太 大 , 例如 小 于 1 时, 上 式 不 超过 
[mG +0) + |inlz—al|], 


此 即 表 明 (3. 4) 式 成 立 . 

现 设 !1 二 倪 上 有 角 点 . 不 失 一 般 性 , 可 设 1 上 有 了 唯一 角 点 to. 记 人 1 一 46， 
4 二 人 W. 当 a 二 1 时 , 由 上 面 所 证 ， 
GD — flz1) 


| (tz) 
2MIz—z ll”, 
因为 [za 二 min(|z 一 2 |， 1z 一 zx 1}, 即 (C3. 3) 成 立 . 当 a = 工时， 同样 
可 得 


lgl<], + + <M(z—z, 1 tlz—z, 1" ) 


| 和 24+B(nlz 一 aa || 十 [lz 一 aa |). 
故 当 |z 一 | 过 1 时, 或 者 |z 一 | 与 |z 一 z | 都 不 超过 1， 则 
Inlz—z lS Iln|z—z |<0, 了 一 1,2， 
于 是 
| <2(4+Blmlz 一 al |); 
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或 者 |z 一 zi | 与 |z 一 22 | 中 有 一 个 等 于 |z 一 z|，, 另 一 个 大 于 1 且 必 有 界 . 在 
这 两 种 情形 下 (3. 4) 均 成 立 ， 口 


引 理 1.3.2 设 二 是 一 封闭 的 分 段 光 滑 曲 线 ，FD) E Hr 于 L 上 ,F(z) 由 
(1.1) 定义 , 则 当 z 所 工时 ， 
IF(z) IMIz—zL|l"!, 当 a<1 时 ; (3. 5) 
IF(2|<A+B|In|z—z| | 或 式 Miz 一 zL| 习 ， 当 a 一 1 时 ， 


(3.6) . 


其 中 A,B,M 与 z 的 位 置 无 关 , e > 0. 


证 由 于 z 不 在 L 上 , 故 
(2) 一 
F(z) 二 | 一 dy， zEL. 


L (tf— 2z)? 


注意 到 | 一 0, 故 


L a 

(六 (z 
, A 和 
由 此 应 用 引 理 1. 3. 1， 即 得 所 要 的 结论 . 0 

定理 1.3.1 之 证 ”我 们 将 只 证 明 (3. 1) 式 , 因为 用 类 似 的 方法 ， 引用 上 
面 两 引 理 的 相应 结论 , 同样 可 证 得 (3. 2) 式 . 因此 , 设 a 二 1. 

我 们 先 证 明 ， 当 zi ,zz 中 至 少 有 一 点 在 L 上 时 ,〈3. 1) 式 成 立 . 与 证 明定 
理 1. 2. 1 时 相仿 , 写 
F(z) = T(z) + 1 (2) 

1 /DTf0, + | _dr_ 


3 
2xiJ1 rt 一 之 2ri JLt—z 


PR(w) | 一 起 


zEL. (3.7) 


当 z € Dt 时, 1,(z) 一 _ f(a,), 下 (9 == ADD， 故 由 (2. 18)， 
172(z) 一 下 (| 委 2Alz 一 在 ，zE DEL 
当 z 从 DT 内 趋 于 上 上 另 一 点 to 时 , 便 有 
| 下 (一 下 (| 委 2rAlt mit, t,t€EL. 
这 样 ， 如 果 用 站 (z) 表示 1,(z)(z € 大) 连同 其 延 拓 到 边界 二 上 的 函数 , 则 
有 - 
| 下 (z) 一 下 人 | 委 24Ajz 一 中 ，xzE 太 ,iiELL. (3. 8) 
当 zE D 时, 1,《z) 二 0, (2z) = 0. 因此 , 用 类 似 记号 ， 
IE FW|I=0, xzED ,rEeL. (3.8)’ 
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现在 我 们 要 证 明 ， I zEEL,tEL, 有 
| DCz) 一 厂 (| 一 二 | Jr) 一 人 dr 一 | FDA ar 


工 一 之 


Be 0<a<l. (3. 9) 

为 此 , 只 须 证 明 |z 一 二 充分 小 时 此 式 成 立即 可 ， 以 上 为 圆心 .7 一 
21z 一 :| 为 半径 作 圆 忆 ,(7 已 充分 小 )， 考虑 工 上 按 正 向 首先 进入 和 最 后 离开 
DD; 的 二 交点 间 的 弧 段 . 此 弧 段 上 有 一 些小 段 可 能 越 出 D;, 把 越 出 的 小 弧 段 
中 含有 角 点 者 (只 会 有 有 限 个 ) 从 该 弧 段 中 去 掉 , 剩 下 的 记 为 L,, 设 L 上 共有 


个 角 点 , 则 显然 Li 过 <= 二 (此 处 C 的 意义 见 (2.9)), 于 是 


nw -nOI< 寺 
n 


| Jr) 一 f(z | + flr 二 Ap de 


Tt 一 之 


+|| LD A) 


LL, (Tt—t) (tO— z) 


| 1D — fz) | 
dr 
LL 


TT™—i 


(z— tdr 


十 


1 
一 去 十 名 二 63 十 G4). 


由 引 理 1. 2.7， 
ei ,0> <M’<Mr= 一 2"Mi | 一直“". 


由 引 理 1. 3. 1 并 考虑 到 | 二 | < 2， 知 


5 <21z—d| Cr- 一 | dr| 
<<2MIz 一 ![。 |z 一 zi 
<2Mjz 一 引 "， 

这 是 因为 1 一 Li 必 在 D, 之 外 的 缘故 . 
由 (2. 18), 易 见 


64 = | f(D — f(z1)| 1， 和 


CMIfD— fr) |S Mz mi. 
把 以 上 诸 式 相 加 , 便 得 (3. 9) 式 . 
青 由 (3. 8) 或 (3. 8)', 便 知 
IF(2) — F+WISClz—tl", xz€E DE,tiEL. 
现 设 z1 ,zs € D+. 记 直 线段 如 吉 到 工 的 距离 为 p. 因此 , 在 如 可 上 必 存 
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在 一 点 z, 使 |z 一 zz | 二 p (注意 , 当 zizz 与 相交 时 , p 二 0, = 一 zi 为 其 交 
点 ). 
如 果 |z 一 z| 宇 1z 一 zrL], 则 
[zi—zL|< |z—z| 二 |z—z| 志 2|z 一 过 上 |. 
同 理 ， [zz — zi | 21z — zz|. 故 由 前 式 知 ， 
{FCz) —F(za) | |F(a)— Fz)|+ |Ft(z) — F(z) | 
Cz —zL|* |z, — zr |") 
C21C|z] — zo |°. . 
如 果 [ 吉 一 zz | 之 1z 一 zL1， 这 时 如 辟 必 全 在 Dr 内 , 则 由 引 理 1. 3.2 ( 积 
分 路 径 取 作 ziz2)， 


Feo-Feol=| Fed < lg—t lla 


<M| lz—alm ld 
Hl 


= Ml|zi—zz||z—z.|"! 
委 Mlzl 一 过 |". 
因此 (3. 1) 对 zi ,z。 E Dr 时 也 成 立 . 。 
同 理 可 证 zi ,zz € Dr 时 也 是 如 此 . 0 
如 果 当 a = 1 时 只 想 获得 (3. 2) 中 最 后 不 等 式 , 则 可 直接 从 (3. 1) 推 得 ， 
因为 Hi C Hi™* 对 任何 0 二。 二 1 成 立 . 
由 这 一 定理 , 我 们 还 可 得 到 下 一 结果 . 


定理 1.3.2 设 L 是 一 封闭 光滑 曲线 , (1) E H" 于 L 上 , 则 对 Cauchy 主 什 
积分 


FC) = 尖 HDg, 1eL, (3.10) 


2niJL cr—t 


当 a < 之 1 时 F(t)E€E He, 当 a=1 时 FC() € Hi (e > 0). 


证 ”由 前 一 定理 ,， F+(z) 有 所 述 性 质 . 但 另 一 方面 , 由 Plemelj 公式 ， 
1 2F(1) = F+(b 十 一 (， 
故 得 所 要 求 的 结果 . 口 


, 注意 ， 此 定理 对 封闭 的 分 段 光滑 曲线 并 不 处 处 成 立 ， 因为 这 时 由 
t2.15), 有 


2F(D) = FIO +F- OD (I)f0, 
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其 中 4 是 工 在 :处 的 正 侧 夹 角 , 作为 :的 函数 ， 
它 在 角 点 处 不 连续 . 

但 是 , 定理 1. 3. 2 可 推广 到 开口 的 光滑 
曲线 工 = 人 .这 时 对 于 二 上 不 包含 其 端点 的 
任何 一 段 线 L] 来 说 , FQ) € 严 (L) (ac<1) 
或 HT (Li1) (a 二 1). 这 是 因为 , 我 们 可 以 把 
图 1-13 工 延 拓 为 光滑 封闭 曲线 工 十 L (图 1-13)， 
CD 也 作 相应 线性 延 拓 ， 则 


二 | A FCD+ zi|, Aur， :EL 


2xiJcH rz 一 
必 在 Li 上 E H* 或 Hi™. 而 由 于 整个 与 二 无 公共 点 , 故 上 式 右边 最 后 一 
项 是 上 E Li 上 的 全 纯 函 数 ， 当 然 也 属于 相应 的 互 类 , 从 而 F(z) 也 是 如 此 . 


习 题 


1. 假设 条 件 同 引 理 1. 2.7, 求证 : 对 于 任何 点 zE 2， 有 
At) 一 fe 


| (zt 一 
2. 如果 是 由 阁 条 五 不 相交 的 寺 半 光 江 出线 所 移 和 成 的 ， 定理 1.3. 1 应 
如 何 投 述 ? 


[dt 过 MIlz 一 zc (n> 1). 


1. 3. 2 Cauchy 型 积分 边 值 的 导数 


设 工 为 一 光滑 的 封闭 曲线 . 现 设 核 密度 /5 有 满足 日 条件 的 导数 
了 GQ) € H. 由 (1. 3), 用 分 部 积分 法 , 易 知 


_ 1rf0) 一 
F(z) = D7 i|, td, zE€EL. (3, 11) 
再 由 Plemelj 公式 , 就 有 
士 f" (¢) 
下 二 (加 ) 一 士 了 Fuo+ 二 | pn dt, tw EL; (3. 12) 


而 且 由 Privalov 定理 知 , +(t6) € 五 . 另 一 方面 ， F+(10) 作为 L 上 的 函数 
时 ,其 导数 F+ ‘(to) 是 否 存在 ? 是 否 就 是 F+(to)? 答案 是 肯定 的 : 


定理 1.3.3 如 果 工 是 封闭 光滑 曲线 , f(t) € 日 于 L 上 , 则 对 于 Cauchy 型 
积分 (1.1) 来 说 , Ft+’(t6)€ 日, 且 
F+’(1)= Fi+(0), to EL. (3. 13) 
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证 我 们 只 证 关于 F+() 的 性 质 , 关于 F-(b 可 类 似 地 证 明 . 

设 工 所 围 内 域 为 D+. 由 于 了 (4) € 昌 H, 故 由 (3.11), F(z) 连同 其 边 值 
F'+(4) 根据 Privalov 定理 在 Dr 上 € H. 今 在 L 上 取 定 一 点 a 以 及 任意 点 t， 
记 at = 二/ (图 1-14). 另 在 Dt 内 连接 a 到: 作 一 光滑 弧 y. 由 Cauchy 定理 ， 


| F’'(Ddt= | F’+(r)dr. 

7 i 

但 | F'(Dd 一 F+(D 一 F+(a)， 故 上 式 成 为 
-FtO) 一 F+(a) 一 | F'+(ndr, 


右边 积分 为 沿 1 进行 的 . 已 知 忆 (Cr) 在 [上 连 
续 , 两 边 取 导数 即 得 (3. 13) 式 . OD 
由 此 定理 , 立即 可 得 


推论 1.3. 1 概 设 同 定理 1. 3. 3， 加 


1| LD 
F(to) pi i toEL, 
则 有 
1fr fC 1 
F (10) = pe :| py toE€EL, (3. 14) 
且 忆 (0) E 万 . 


证 ”由 Plemelj 公式 知 ， 
F+(1) = fn) + F(t0). 


故 由 定理 1. 3. 3 知 ， 
FA+() = F+' Go) = 雪 f (0) + Ft). 
再 由 (3. 12) 便 得 (3. 14). F (10) E 万 显然 . 口 


以 上 定理 和 推论 很 容易 推广 到 工 为 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 曲线 情况 . 


1.4 核 密度 中 含有 参数 的 Cauchy 主 值 
积分 和 积分 换 序 问题 


- 141 核 密度 带 参数 的 Cauchy 主 值 积分 
机 现在 来 考虑 下 列 Cauchy 主 值 积分 : 


Fl ,0) = pi fend, wm EL,rEeT, (4. 1) 
其 中 工 为 平面 中 某 一 点 集 ， 这 里 积分 核 密度 中 含有 一 参数 对 于 F(to ,如 ， 
我 们 有 下 面 的 


定理 1.4.1 设 L 是 一 光滑 封闭 曲线 (或 一 组 互 不 相交 的 这 种 曲线 )， 丁 为 平 
面 中 的 一 有 界 闭 集 ， Ef E HFLXTE, 则 FGtoyr) 也 必 EEH 
于 工 X 工 上 . 


证 根据 1.2.3 段 习题 1， 只 要 证 明 下 (to ,7) 分 别 对 to 与 + 作为 一 元 函数 
时 一 致 地 € 互 即 可 . 设 /tr € He'h. | 

当 z € 本 圈定 时 , 由 于 . 

[foD— fo) |BIti mt |, tts EL, 

且 B 与 r€ 本 的 位 置 无 关 , 所 以 前 面 有 关 Cauchy 主 值 积分 的 论证 这 里 全 都 成 | 
立 , 因而 F(to ,7) 作为 的 函数 时 关于 r E 工 一 致 地 E HH. i 

现任 意 固定 EL. 任 取 ,rz € T 且 设 |r1 一 ro| = 7 已 充分 小 . 我 们 有 

Flto st) — Flto ,Ti) 

1 fF fli,r) f(r) 


1 fre) ft ni), 
2ri 一世 t—to . 
+ fr) fltosr2) 

2xi L, t—to 
1 for) 7 fto,r) ， 
一 _~ “人 
2xlyL t—to 
4 — fern) | dt 
2x1 Ly, 上 一 加 


= t+ +1)， 


其 中 工 ; 是 以 to 为 中 心 、 1 为 半径 作 圆 截 下 L 本 

-由 (2， 6) 式 , 注意 到 L 的 作法 ， #|| 
i |<2xBlrs — |f. 

应 用 引 理 1. 2.7, 并 注意 这 里 虽然 核 密度 f(z,) 中 含有 参数 t, 但 由 于 它 


关于 + 一致 地 € 下, 所 以 那里 的 论证 和 结论 这 里 完全 成 立 , 因此 知道 
| 7 |， [1 |< ML = M rs |’. 


和 | 有 办 则 


有 tt 


i 
9 1 » 
"pA! FE 和 
el : 
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最 后 来 估计 | 了 1. 我 们 有 


| dt 
II< al-al ~ 


站 一 加 | 


Elr—n 14(A; +Bi|lnlrw —n | |) 


Ee C1 | zz a IF. 
由 上 面 的 证 明 , 可知 F(z,7) 在 工 上 连续 . 又 由 于 了 是 有 界 闭 集 ， 故 
1F(,D1< kK 有 界 因此 , 当 | zs 一 和 
| FG,r,) Fr)| 
Iz —n | : 
亦 即 F(t,z) 作为 r 的 函数 时 关于 上 € L 一致 地 € HH. | 0 
由 定理 1. 4. 1 立刻 可 得 . 


二 9 
加 


推论 1.4.1 L 同 上 , 且 f(t,) 在 LxXL 上 EH,， 则 


1 ff fl,t) 
Fdo) = | Led E H, wn EL 
此 由 1. 2. 3 段 习 题 3 可 知 . 
我 们 还 要 指出 , 对 核 密度 含 参数 的 Cauchy 型 积分 ， Plemeli 公式 仍然 成 
立 . 即 , 我 们 有 


定理 1.4.2 设 工 是 一 封闭 光滑 曲线 ， 若 f(t,z) 是 一 函数 ， 当 1: EL,zET 
时 日, 其 中 本 是 包含 L 在 其 内 部 的 某 一 区 域 . 令 


Fa 一 二 | He)gr, ze TL, (4. 2) 
2riJL tz 
FE 二 (四 = 土 志 f(D 二 ;| nD, (4. 3) 
TlJL:. TtT™—t 


此 定理 的 证 明 方法 完全 与 定理 1. 2. 1 的 相同 . 首先 , 在 引 理 1. 2.7 中 把 
CD 改 为 J(t,z)， f(zi) 改 为 /(z1 ,zx), 那里 的 论证 与 结论 都 成 立 . 其 次 , 代 
和 现在 有 
、 二 | ja — fas2) + fa | 机 
2x1 L 


上 一 之 2ri Li—z 


Fe (z) = 

= D(z) 二 lI,(z), zEL. 

于 是 ， 
| H(t10) = flt0to), L(t0) = 0; 
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而 (2. 21) 须 改 为 证 明 
一 ft,to)— flto,to) 
lm (z) 二 | i dt. 


以 下 的 证 法 完全 _ 样 不 过 在 讨论 DCz) 与 上 式 右 端的 差 的 模 对 于 Ai 作 估 计 
时 , 要 增添 两 项 : 
1 


Zr 
1 
2x 
但 当 z 一 如 时 它们 显然 都 趋 于 零 . 因此 整个 证 明 方法 仍 有 效 . 
还 可 注意 , 在 定理 1. 4.2 中, 如果 f(t,z) 关于 : 仅 在 L 的 某 一 侧 ( 包 括 工 
本 身 在 内 ) 有 意义 并 满足 所 设 条 件 , 则 (4. 3) 式 也 就 仅 对 这 一 侧 的 边 值 成 立 . 
为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 还 来 讨论 下 列 类 型 的 Cauchy 型 积分 : 


| KD fo, 
了 一 


t—2 


一 之 


| fr D fo) , 
Ii—L 


_ 1 f(r,z) — 
F(z) = ;|， 元 DG- 可 zEL, (4. 4) 
其 中 
H(7) = He-s ), ty EL, (4. 5) 


而 工 为 一 封闭 的 光滑 曲线 首先 我 们 有 


定理 1.4.3 设 f(t,z) 满足 定理 1.4.2 的 条 件 , 则 当 上 ( 尖 三 ) EL 时 ,下列 
Plemelj 公式 成 立 ， 


Ii/ oft) f (r,t) 
FE 一 二 21(t) + HDD 4.6) 


证 将 1/H() 人 


. . re 1T 和 
于 是 立即 可 得 
G 1 
F(z) = DE zi| era( 二 Er) 
再 引用 Plemelj 公式 即 得 (4 6). 口 


同样 , 车 f(z,z) 的 上 述 条 件 只 对 xz 在 的 一 侧 邻 域 中 成 立 , 则 Plemelj 公 
式 (4. 6) 也 只 对 这 一 侧 成 立 . 
以 后 还 需要 下 列 二 引 理 . 


引 理 1.4.1 设 工 同 前 , f(t,!) 在 LxXL 上 EH. 记 
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FC, = 过 | LE de, ntEL. (4.7) 
(1) 如 果 fi(t,r) EH, 则 | 
Fb = i ,dr EH. (4. 8) 

(和 让》 如 果 所 (tr) E 昌 , 则 
ED 一 元 | fpa EH 4.9) 


证 令 
F(t, 2) 一 二 | {bn gq, zEL. 


L 一 立 
因此 , 若 工 所 围 内 域 为 有 D+， 则 
lim Ft,2) 一 F+(b = Ff D+ PEP dr 


也 工 一 地 
zE€ 
一 到 /GD 十 FG,B， (4.10) 
(ij) 当 F 避 rm E 五 时 ， 显 然 
1 felts) (67) 
F(t,z) 一 2ri Tt 一 之 1 
所 以 
. (所 ) 
lm FG = FO = $f 0 + LR 
zE€ 
注意 到 


Fi =[F (ad 十 Fa sa， 
其 中 a 是 L 上 任 一 定点 , 积分 是 沿革 进行 的 , 且 
F+(41,0 = [Eiraet Ft a,b), 


故 知 


2 Cr)d 


FH = Ft =$fi 0 5 下 | oF Fd 


但 由 (4 10) 知 ， 
Ft’(4,0) = fi + F(t,0). 
比较 以 上 两 式 , 便 知 (4. 8) 成 立 . F(t,5) € HH 显然 . 
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(ij) 当 产 (be € 日 时 ， (4.9) 可 由 (3. 14) 推 知 ， 从 赂 . 0 


推论 1.4.2 车 户 (tr ,Cir) 均 GE 万 令 3 
时 对 tr) 
FC 一 起 HE nae, 


工 一 上 
则 F(z) E 日, 且 


F(t) 一 1 fi GDH, 


27 这 rt 
引 理 1.4.2 工 同 前 . 设 


f(t,7) 
FO = a), HOE SE, 


其 中 了 代 (2) 由 (4.5) 给 出 ,而 (t,t),f(ty7) 均 EE 瓦 ， 则 F(z) 连续 于 L 
上 ， 但 F(z) 要 理解 为 lim F(z) © = 1,2,.,n). 
tt | 


证 把 F(z) 改写 为 


FC) = > i， 2 (4. 11) 
其 中 
GO = 下 | LEDade, G0 = 2) 人 dr 
L Tt—t 2riJL rz 一 与 
FnD = 20 e000 ) ->o G; = (三 ) ， 
则 由 引 理 1. 4. 1 及 推论 1 4.2 知 , G’ (21),G; 四 均 eH 因此 F(z) 当 t-># 时 


级 限 存 在 ; 故 知 FCO 连续 于 上 
1.4 2 ”积分 换 序 问题 


本 段 将 讨论 涉及 Cauchy 主 值 积分 的 累 次 积分 交换 积分 次 序 的 问题 . 我 
们 首先 证 明 , 一 个 Cauchy 主 值 积 分 和 一 个 普通 积分 可 以 交换 次 序 . 亦 即 , 我 
们 有 


定理 1.4.4 设 工 为 一 (封闭 或 开口 ) 光滑 曲线 ，F(t,r) E 日 于 LXL 上 , 则 
| al | dc| /bnD qr. C4. 12) 
L L 工 一 上 L L Tt 


证 《4. 12) 式 两 边 的 累 次 积分 都 存在 毫 无 问题 , 因为 当 了 是 封闭 的 时 ， 


本。 但 这 实际 上 就 是 
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两 端 里 层 积 分 均 € 昌 ; 当 工 为 开口 的 时 , 它们 在 上 的 端点 附近 至 多 有 对 数 型 
的 奇异 性 . 
把 (4. 12) 左 端 改写 为 
| a| f(t,7) fnDgr+| a| fr, Dy, 
L L 工 一 上 L L 工 一 上 


其 中 前 一 累 次 积分 的 次 序 显 然 可 以 交换 ， 因 为 它 的 被 积 函数 适合 


tr) 一 fr | -一 B 
| cr—t ST 0<PED, 
所 以 它 实际 上 是 一 收敛 的 二 重 积分 . 这 样 , 为 了 证 明 (4. 12)， 只 须 证 明 
/Dg LD : / 
| a), LBar -jd， LD ag, C412 


已 设 f(r EH. 
先 设 工 是 -封闭 曲线 . 令 : 
F(z) = | LD qr, = 世上 
由 Plemel 公式 ， 
F+(D = xif tt) +|， {Dar, :EL. 
以 此 代入 (4 12)“ 左边 , 得 
| LF+G) —xif()]dr =—xi| fDi, 


因为 F(z) 为 上 所 围 内 域 中 的 全 纯 函 数 ， 且 连 革 续 到 L 上 . 另 一 方面 ，(4. 12) 
右边 显然 等 于 


-| reodr| 二 一 xi fdr. 
由 此 邯 知 (4. 12)” 成 立 ，: 站 
今 设 工 = 多 为 一 开口 弧 段 . 我 们 先 证 明 , 如 果 f(a) = f(5) = 0, 则 
《4. 12) 成 立 . 为 此 , 把 a6 补充 成 一 光滑 曲线 C (图 1-15), 同时 将 f(z) 延 拓 ， 
使 在 补充 弧 段 C 一 L 上 恒 等 于 零 . 于 是 ， 
f(t) € 互 于 C 上 , 由 已 证 得 的 结果 知 ， 


ja FD dr -| dr| 4 Ln dr 


因此 ， 为 了 证 明 (4. 12)” 9 只 须 须 证 明 图 1-15 


二 Cauchy 型 积分 


| a | LDar=| dr Da 


TT™—t -Lt—t 
但 此 式 两 边 都 是 通常 的 积分 ,因此 可 以 交换 次 序 . 这 样 , 当 f(a) = Fo) = 二 0 
时 ，(4. 12)“ 已 得 证 . 
我 们 再 证 : 当 六 二 1 时 ，(4. 12) 成 立 , 且 更 有 
| dr =| dr| de ; (= 0). (4. 13) 
L 工 工 一 二 L LT 


由 (2. 6) 式 ， 上 式 左 边 等 于 
1=| (log 2 二 ri)d 


=xi(6—a)+| logC 一 D 由 一 | log(a—t) dt 
其 中 对 数 的 取 法 同 图 1-6 及 其 说 明 . 用 分 部 积分 法 , 立刻 可 把 上 式 写 成 
I= ri 一 十 (一 a)log( 一 a) 十 aa 一 站 log(e 一 急 
一 ri(6 一 0) 十 1 一 a)arg(0 一 a) 十 ie 一 六)arg(a 一 0 站， 
这 里 的 辐 角 要 如 下 理解 : 如 图 1-16, 记 
arg(a 一 四 三 由， arg(b~—t)=0,, 
则 当 t 沿 LL 趋 于 5 时 , arg(a 一 1) 趋 于 9， 即 


argla—b)=0; 
当 t 沿 L 趋 于 a 时 , arg(5 一 t) 趋 于 92 ， 即 
arg(b — a) = 0. 


因此 9 一 02 == x， 亦 即 在 上 式 中 ， 
arg(b—a) = arg(a 一 0) 一 7 
在 (4. 13) 右边 把 文字 i,r 互 换 , 立刻 也 知道 它 等 于 零 . 因此 (4. 13) 式 得 证 . 
现 再 证 Fr) = 工时 下 式 也 成 立 ; . 
| ao 二 ;dr -|, ey 
此 式 左 边 可 写成 
了 一 | a| (I+ )dr= = (5—a)? +| ( log2 
其 中 对 数 取 法 如 前 . 再 用 分 部 积分 法 ,， 易 证 
J = (6 一 a)? 十 宰 ( 扩 一 a2) 一 广 (一 log(6 一 | 


(= 亩 @ 一 0)?) C4.14) 


二 十 xijtdt， Cx) 


_1 1 
$| G+ odt ; 


去 | (etd 


核 密度 中 含有 参数 的 Cauchy 主 值 积分 和 积分 换 序 问题 EL 一- 一 37 
一 人 一 a)? 十 守 ( 扩 一 a?) 十 去 (8? 一 a2)log(6 一 a) 
十 于 (2 一刀 )log(a 一念 一 到 全 一 0 
一 地 (6 一 0)? 十 寞 (6? 一 a?) 十 方 (62 一 a2)arg(b 一 a) 
十 方 (o2 一 所 Jarg(a 一 号 
再 根据 arg(5 一 a) 与 arg(a 一 5) 的 前 述 关 系 , 立即 可 得 
了 一 (Ba)?. 
再 与 (* ) 式 比较 , 又 可 得 出 
ja :| - dr 一 一 广 (b 一 a)?. 
但 这 就 是 


Br 
因此 (4. 14) 式 得 证 . 
这 样 一 来 ，(4. 12)" 式 对 于 f(#) 三 1 以 及 f(t) 一 上 均 告 成 立 . 由 积分 算 子 
的 线性 性 质 可 知 ， 当 f(z) 为 上 的 线性 函数 时 ，(4. 12》 也 成 立 , 
对 于 任意 的 FCD E 五, 可 以 f(a),f(2) 作 线 性 插值 函数 


t—a bp—ti 
&(t) = f(D Fst fa) pa 


于 是 , FQ) 一 f(2) 一 g(t) EH 且 F(a) = FC) 一 0. 由 上 面 所 论 知 ，(4. 12)” 
对 于 F(z) 以 及 g(t) 均 成 立 , 从 而 对 f(z) 本 身 也 成 立 . 
这 样 ，(4. 12) 对 于 L 一 好 以 及 任何 f(t) € 日 成 立 . 总 之 , 它 对 封闭 的 
或 开口 的 光滑 曲线 工 均 成 立 . 0 
下 面 讨论 两 个 Cauchy 主 值 累 次 积分 能 否 交换 积分 次 序 的 问题 . 我 们 先 
来 看 一 个 简单 事实 . 设 世 是 一 封闭 光滑 曲线 ， 则 由 (2. 4) 显然 


dt . 
| dr i dr =— Xx， to EL; 
Lti~toJLt—t Lt—to 


另 一 方面 ， 


ja Ce -| | (i =0. 


可 见 , 积分 次 序 交换 后 , 结果 不 等 . 
一 般 , 我 们 有 下 面 的 重要 结果 : 
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定理 1.4.5 设 世 是 一 光滑 (封闭 或 开口 ) 曲线 , f(t,t) 在 LXL 上 EE€ 日, 则 
了 Cr) 2 (t,t) 
| | bar flort0) +| dr] a 
ts EL, (4. 15) 


这 里 如 不 能 是 工 的 端点 . 
(4. 15) ne Poincaré-Bertrand 公式 . 它 也 可 改写 成 
1 | J (t,T) 


1 f(t,7) __ 
S| 一 加 计 |， rt A 划 ja “Ti L (一 加 )(r 一 分 
如 EL (415) 


证 ”首先 我 们 指出 ，(4. 15) 或 (4. 15) 左右 两 边 的 累 次 积分 存在 . 记 
1 ft Dg = 了 工 | EC) gy 
区 这 一 如 


Tto) = 二], 入 才 |， 工 一 上 


其 中 
gs 一 二 | brar, :EL. 
L 工 一 


当 工 为 封闭 曲线 时 , g(t) € HH, 因此 1(to) 存在 . 当 工 为 开口 曲线 时 ，g(z 在 
端点 附近 有 对 数 型 奇异 性 , 而 在 包含 刀 在 其 内 的 的 一 段 小 弧 Lo。 上, g(2) € 


HH, 因此 I(wo) 也 存在 . 另 一 方面 , 记 
‘f(t,7) dr 


1[ 
J to) 一 下 We (t—to)(r—t) 
1 | h(to ;T) 一 hon gy 
L 


工 一 加 


.其 中 
ktD 一 二 | fepu, CreL. 


当 工 封闭 时 , 站 5,r) 在 工 XL 上 E 万 ， 于 是 J(i0) 存在 . 当 工 开口 时 , Ab) 
当 5 在 元 的 端点 处 有 对 数 型 奇异 性 ， 而 在 Lo XILo 上 EH, 由 此 可 知 J(t) 也 


存在 . . 
现在 记 
一 上 上 三) 天 
lz) 可 本 审 ， ct EL, (4. 16) 
E€ (4.17) 


| ar 二 | f(D gg, zEL. 


1(z) 一 郊 1 Gz) (tH 


由 定理 1. 4. 4, 1(z) = J(z)， 从 而 
To) = 0), T(to) (0). 


但 由 Plemeli 公式 ， 
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I(to) 一 lt 十 全 (#60)]， 
因此 
ICn) = 到 [+ (0) 十 三 (GD)] (4. 18) 
现 将 (4. 17) 改写 为 
工 [ fisr) fi,D 
10 = 芭 和 人 E24 仆 2] 


L tz L tt 


1 Pz D1, 


niJL tz 


这 里 已 令 


了 一世 lJL 一 T 


_1TfTApeoD IfpeoD jo 
rz,D = 二 | d 一 二 | de zEL 19) 
当 z 从 工 的 正 侧 与 负 侧 趋 于 zo 时, 记 wp(z,r) 的 边 值 分 别 为 wp( 引 ,rzr) 与 
PC ,T) ， 则 由 Plemelj 公 \ 式 (4. 3)， 
十 
J (to) 一 pH ;to) 十 一 二 | PR 3D, 


L Tto 
plio yz) ,T) 
三 (io) =— g(to 加) 十 二 i dz. 
L 7 一 加 
于 是 , 由 (4. 18)， 
(8D 二 9 ,0) 
IC) 一 了 [gp( 夺 ,一 PC5 7 十 起 | OT Pt) 


工 一 加 
(4. 20) 
但 由 pg(z,7z) 的 定义 (4. 19) 式 , 再 次 应 用 Plemeli 公式 , 得 
FEp (st) — ge ,0)] = Fio to)， 
1roct ~ N11 fn At) 
2 Lyn ,T) 二 +p(to ,T) ] | ft— to di 一 L 一 dt 
一 8| 三 tr) dzt. 
nl JL (t—to) (rt—t) 
把 这 两 式 代入 (4. 20)， 便 得 
一 1 1 《tr) 
110) om) 十 二 | ,dra nil CD 
此 即 (4. 15) 式 成 立 . 0D 


显然 , 若 工 由 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 曲线 构成 , 则 (4. 12) 或 (4. 12) 仍 
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我 们 还 可 注意 到 , 设 工 与 f(t,7) 如 前 , 则 有 
| 二 | flan) dc| FD de, 1 EL. (4.21) 


L tt 
这 只 要 令 f* (br) 二 (rt 一 起 f(t,7), 它 仍 EH， fr (to ;to) 二 0, 然后 利用 
(4. 15) 式 即 得 . (4. 21) 说 明 另 一 形式 的 通常 积分 与 Cauchy 主 值 积分 的 换 序 
可 能 性 . 
此 外 还 可 注意 到 , 若 核 密度 本 身 又 含有 如: f(t,r,to)， 本 段 的 有 关公 式 
仍 都 成 立 , 因为 在 所 有 这 些 论证 中 ,to 是 固定 的 . 


1.4. 3 ”Cauchy 主 值 积分 反 演 公式 


作为 积分 换 序 公式 (4. 15) 或 (4. 15)“ 的 一 个 应 用 , 我 们 来 考虑 封闭 光滑 
曲线 上 Cauchy 主 值 积 分 的 反 演 问题 . 设 


9(t) 一 二 | _ 0 dy， toEL, (4. 22) 


了 一 加 
其 中 工 是 一 组 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 , 已 取 定 了 正 向 , 其 正 侧 为 一 区 域 5， 
且 pg(z) € 五 为 已 知 , 要 求 求 出 f(z)， 当 然 也 要 求 f(t) E H. 由 (4.15) 知 ， 
， 如 果 有 这 样 的 f(z) 存在 , 则 
1 Du- 上 | -于 {Da 
niJLt 二 ni 


TiJLt—to Lt—t 
1 dt 
= to +E fa oi’ 
但 里 层 积分 前 已 看 到 为 0 ( 工 是 封闭 的 1), 故 得 
1{[ 9 
f(to) = 二 | ?一 i (4. 23) 


. 于 是 ， 由 (4. 22) 可 推 得 (4.23). 根据 对 称 性 ， 由 (4.23) 也 可 推出 
(4. 22). 这 样 ,由 (4. 23) 确定 的 了 (2) 确实 满足 (4. 22), 亦 即 (4. 22) 有 唯一 解 
(4. 23). 

(4. 22) , (4. 23) 构成 一 对 Cauchy 主 值 积 分 的 反 演 公 式 ， 或 称 对 合 公式 . 
上 述 结果 可 推广 到 更 一 般 情形 . 设 S 为 一 有 限 多 连通 区 域 , 其 边界 工 由 
有 限 条 光滑 封闭 曲线 所 组 成 , 且 已 取 定 正 向 使 S 在 其 正 侧 . 设 K(z, 引 在 Sx 

S 上 解析 , 但 当 z= 王 5 时 有 一 阶 极点 ， 且 其 留 数 为 十 1 或 一 1,， 即 
开 (z, 虽 一 士 二 + (z,0),， (4. 24) 
其 中 K* (z,0) 在 SXS 上 全 纯 . 我 们 要 证 明 , 下 面 这 一 对 互 为 反 演 的 公式 成 立 : 


p(to) 一 二 | Klt, to) f(D dit, toEL, (4. 25) 
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Fo) = | Ki) gd weL, ~ (4. 26) 


当然 假定 f(2) ,g(t) 中 有 一 个 € H (于 是 另 一 个 亦 然 ). 
由 (4. 26) 出 发 , 用 (4. 24)， 知 


1 1 1 
二 | Kapcd = | Kao) 由 十 | KC Df dr 


= 了 | [二 ， +K* (110) ]d 


ht Grp) |f ODdr 


nl 
LD gr 


号 刘 
xi Lt—to rxiJLrc—t 
+ 工 | -于 
niJLt—ito xil 


+ 二 | K: G, o)d: 二 | /Dg 


Tt 


二 | K”* (r,t) f(r)dr 


+ 二 | K* (t,to)dt 二 | Kk ”(r fr dr 


=1+h+ih+l. 
前 已 证 得 了 = f(t0). J 了 ,1 中 的 累 次 积分 都 是 一 层 是 通常 的 、 一 层 是 奇 
异 的 , 故 可 交换 次 序 ; I 中 的 更 不 必 说 可 以 交换 次 序 、 再 注意 到 下 一 事实 ， 
| d= Wt), tw EL 04.27) 


《此 由 Cauchy 积分 公式 和 Plemel 公式 立刻 可 知 ) ， 即 知 
了 一 | fl Ddr 1 K* K (cD 


nl L t—to 
= 4|K* (r,t0) fC de, 


_1 1f K*(,t) 
一 二 | ,red 二 rt 


dt 
一 二 | K* (r,t0) f(t) dz, 
L =- 了 | FnD dc K* (tOK* Cid 


一 二 | Apar .0 一 0. 
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由 此 便 知 (4. 26) 成 立 . 
例如 , 作为 一 特例 , 令 开 (z,5) = cot(z 一 多, 则 以 下 一 对 反 演 公式 成 立 
p(to) = | Apeotd 一 中 di， 
- tw EL, (4. 28) 
flt0) 一 | pootlt —#) dt， 


其 中 工 为 一 封闭 光滑 曲线 , 围 成 一 内 域 S, 而 对 S 上 的 任何 两 点 z,5， 都 有 
z 一 C 关 Xn. 这 是 由 于 , 这 时 cot(z 一 绰 在 5XS 上 除 z 一 5 外 处 处 全 纯 ， 而 又 
因 
lim (z— Ocot(z—)=1, 
说 明 (4. 24) 成 立 . 因此，(4. 28) 得 证 . 核 cot(i 一 to) 称 为 Hilbert 核 ， 故 
(4. 28) 称 为 Hilbert 核 奇异 积分 的 反 演 公式 . 有 关 Hilbert 核 的 其 他 类 型 反 演 
公式 , 我 们 以 后 还 要 讨论 到 
读者 还 可 以 根据 上 述 原 则 创造 出 各 种 各 样 核 的 奇异 积分 反 演 公 式 . 


习 题 


'1. 设 工 是 一 封闭 的 Lyapunov 曲线 ,， 即 ， 其 中 zt 点 处 的 切线 倾角 0 作为 E 
A 求证 : 当 Jr EH 时 ， 
| | LbDIi x Hoto) 十 | | fbD Ld. 
了 一 加 


L 工 一 上 L (t—to) (tC—D 


提示 注意 5 当 + 一 1 时 趋 于 ex, 而 下 -< 人， 为 了 证 明 E€ 如， 可 先 证 明 
一 E 昌 , 这 里 ws 分 别 为 r,z 的 弧 坐 标 (可 利用 1. 2. 3 段 例 5 中 结果 》. 
2. 设 工 同上 题 ,求证 : 


一 dz 一 2 
| CGE 2 
3. 设 工 为 一 光滑 封闭 曲线 ， fltr) EH 于 L XL 上 . 令 
加 f(t,7) 一 
F(z) = | - 生 -| dt, zxzEL, 


L 于 一 之 
求证 : 
F (to) 一 一 必 /Gov) 士 xi fe eg 
0 


+| - 竺 -| 人 dr， to € L. 


Lt—to 
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1.5 无 穷 直 线 上 的 Cauchy 型 积分 


1.5.1 让 类 


为 了 讨论 无 穷 直 线 上 的 Cauchy 型 积分 及 其 主 值 积 分 的 问题 ， 我 们 先 要 


把 五 类 函数 的 概念 推广 到 无 穷 直 线 上 定义 的 函数 上 面 . 不 失 一 般 性 , 可 认为 


定义 1 5.1 设 f(z) 是 在 aa 如 果 ; 
(i ) 在 包含 原点 在 内 部 的 充分 大 的 闭 区 间 T 上 Fz) € Hz， 
(ii) 在 了 之 外 亦 即 在 十 ce 的 邻 域内 满足 条 件 


Dist Ee (0<pyEl), rz,r EX—1, 
(5. 1) 
则 称 f(x) € 有 EL(X), 或 简 记 为 凶 . 若 不 强调 x, 可 记 为 应 . 


由 Cauchy 收敛 准则 ，(5. 1) 隐 含 i lim m fC7) 一 ce) 二 C 存 在 , 且 


呈 : LE 卫 : 


| f(z)— cl<T 生 rh zxEX—L. (5. 2) 
如 果 用 分 式 线性 变换 把 X 变 成 圆周 , 便 可 看 出 上 述 定义 的 意义 . 令 
,一 ! 
TT. sti= i 或 即 o 一 二 澡 ， (5. 3) 
把 > 平面 变 到 v 平面 , 易 见 湛 就 变 为 c 平面 中 的 圆周 
i 1 
| I t 十 万 | 一 2， 
且 上 半 平 面 2+ 变 为 卫 的 内 域 , 下 半 平 面 Z 变 为 卫 的 外 域 . 这 时 了 EX 变 为 
.一 上 一 1 
E + 十 i 一 i 或 即 t 一 一 本 (5. 4) 
对 旦 z= (= 土 %) 变 到 上 : 一 一 i 这 一 点 . 由 于 T 一 T, 故 也 有 
_ 四 
z= xz 一 二 (5.5) 


我 们 记 Arz) = 广 CD， 则 ce) = 广 ( 一 D. 我 们 有 
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引 理 1.5.1 f(x) € Hr 当 且 仅 当 f* (1) € Hr 于 TL 上 . 


证 设 f(zx) e 和 地 ,并 设 1 经 (5.3) 变 为 FT 上 的 弧 T. 任 取 t,t ET, 则 
其 对 应 点 zx,zx ET, 故 
IfFD—A I= |f()— fx) IRBIr mz lt 
*_ Bt . 
|z 二 i|*|e +il2” 
由 于 十 订 当 ztE 并 时 有 界 , 可 见 广 ( E HCT'). 再 任 取 t,t E TT 一, 则 
其 对 应 点 zz E 外 一 1 故 


[Ff* 人 一 六 (| 一 f(D) 一 fz)1<A| 寺 一 沙 


/ 
t 


t 
和 中 证 i 一 7 二 


大 


-4| 守 一 二 


* Ali—z|* 
| = 


lelele’ le 
由 于 由 当 t€ 了 一 六 时 有 界 , 故 f* (4) E HYP 一 ,所 以 f(D € HO 


反之 , 当 f* (1) € HOT) 时 也 可 证 得 f(x) € 在 (X). 0 
， 由 这 引 理 , 我 们 看 出 疡 的 定义 1. 5. 1 的确 是 封闭 曲线 L 上 日 类 概念 的 推 
广 . 条 件 (ii) 也 称 为 f(x) 在 = ce 附近 E HH. 

对 于 不 延伸 到 无 穷 远 的 曲线 上 , 函数 f(z) € HC(L) 时 1. 2. 3 段 中 曾 列举 
其 一 些 性 质 1° ~ 8*. 其 中 有 些 性 质 如 1° 一 3",6" 对 于 让 (X) 中 的 函数 也 显然 
成 立 . 我 们 要 特别 注意 性 质 5° 不 能 搬 到 这 里 来 ， 即 ， 由 六 (x) 连续 甚 
至 € 户 (X) 并 不 能 导致 Fz) € 自 (X). 例如 f(z) 一 工 显 然 不 属于 让 (X)， 
但 f(z) =1€ HX). 


; 


1.5.2 ” 实 轴 上 的 Cauchy 型 积分 及 其 性 质 


我 们 将 恒 假 设 f(x) EE 让 考察 Cauchy 型 积分 
F(z) = ai| [ae z 蕊 和 (5.6) 
如 果 按 照 通 常 反常 积分 定义 来 理解 ， 即 把 上 述 积分 理解 为 


则 一 般 说 来 它 不 存在 . 这 是 因为 


R R R 
f (8) J» fe f(0) 一 Feo) dé 
—R’ ea | Eé—z 天 十 碎 )| 


= 了 + flo0) (In 


tiar R—z ) 
尺 " 十 z BR Tz) 
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其 中 了 当 R,R -+co 时 有 确定 极限 ( 见 (5. 2)), 而 In 的 极限 却 不 存 


在 . 但 车 把 (5. 6) 理解 为 = oo 处 的 “ 主 值 积分 ”， 即 理解 为 


-in LA 
Fa = lim = Ld, (5.7) 


及 一 zx 
及 十 = 


则 它 的 确 存在 , 且 
_ 1 fr Ae 一 Aco) ce) |， R—z 
F(z) 一 去 二- E 一 二 稚 十 2 Rimn_arg R 


一 一 一 过 


然而 当 Imz 汪 0 即 z€ Zt 时 ， 上 式 右边 的 极限 等 于 lim 6 一 r (图 1-17); 同 
理 , 当 Imz<0 即 zE 2Z- 时 上 述 极限 等 于 一 x. 于 是 

Fo = 元 | 人 4 十 广 /co 58) 
今后 我 们 总 是 把 F(z) 理解 为 (5. 7) 意义 下 | 


的 主 值 积分 . 2 
”顺便 我 们 已 看 到 (或 者 令 f(x) 三 D)， 


fp qe jl -R O R 
pr pt zi. . 


(5. 9) 图 1-17 
我 们 还 指出 , 即使 f(z) 全 百 ， 只 要 它 
在 工 上 可 积 ， 而 在 X 一 [上 满足 (5. 2)， 则 (5. 8) 仍 成 立 . 
以 上 讨论 了 (5. 6) 中 的 = 巨 X 的 情况 . 下 面 讨论 


F(z) = 起 站 Lge, rEX, (5. 10) 
TI1J-co EX 
这 里 仍 设 f(x) € 电 ; 而 且 (5. 10) 中 的 积分 要 理解 为 在 E 一 了 处 与 E 一 co 处 
党 1 1 /rf R (9 
= FO) = lim i | +t) 和 可 二 


0 
a 
一 里 
三 
-= 中- 
上 

1 

1 


et0 
这 种 主 值 意义 下 积分 的 存在 性 在 所 设 条 件 下 是 很 明显 的 . 
任 取 一 区 间 [a,65] CX, 使 TE (a,b), 由 于 


1 fe) 1 ff 一 
F(z) 27i X fa 加 et 2, ezdé, 之 和 X， 


二 注 意 上 式 右边 第 一 个 积分 在 z 二 xz 的 邻 域内 全 纯 , 而 第 二 个 积分 当 z 从 Zt 分 
”出 趋 于 工时 Plemeli 公式 成 立 , 故 立即 知道 下 面 的 结果 
定理 1.51 当 f(z) E 应 时 ,下 列 Plemelj 公式 仍 成 立 : 
: F+(z) 一 十 记 f(x) + F(x), 
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亦 即 
+(7) 一 十 了 了 全 ”Ce 
Ft(z) = 士 于 (十 直 | de rE X. (5.1)) 


当 工 为 封闭 曲线 时 ， 我们 知道 , 若 f(z) 6E 日 , 则 以 Fo 为 核 密度 的 
Cauchy 主 值 积分 仍 E 五 〈 定 理 1. 3. 1). 现在 我 们 相应 地 有 


定理 1.5.2 若 f(x) E 应 , 则 由 (5. 10) 定义 的 F(x) E 直 , 且 Feoo) = 0. 


证 ” 作 变 换 (5.4)， 并 记 FCz) 一 F* (2). 于 是 


TecDGD pe pr 
F* (=| Ed Ft) -FD), teT, 


其 中 已 邻 ( 见 本 段 末 习题 3) 
Fr (2) = 元 :| ff Da, ier. 


nlJr T 一 上 
由 上 面 提 到 的 结果 知 ， (t) € HT), 从 而 F* (1) E 感 Qm， 再 由 引 理 
1. 5,1, 立即 得 知 FCz) € 召 
又 因 Floo) 一 F* (一 让, 故 F(oo) 一 0. O 
由 (5. 6) 定义 的 函数 F(z) ( 当 f(x) € 万 时 ) 显然 分 别 在 Z+ 与 Z 一 内 全 
纯 ， 我 们 可 证 F(z) 连同 其 边 值 Fr (z) 在 2F 上 连续 .如 果 我 们 把 凑 类 推广 
到 ZT 上 , 即 , 一 个 z € 于 上 的 连续 函数 p(z)， 如果 满足 下 列 两 条 件 : 
(i) 当 |z|,|z| 志 R, zz € TT 时， 
|p(z) 一 p(z 1AIz mz |; 
(HH) 当 |z| ,jz | 之 R, zz € 时 ， 
lp 四 一 res<A| 二 -二 (0<p<D, 
则 称 g(z) € 站 (元 ) 或 简 记 为 入 (ZT). 同样 可 定义 委 (Z). 这 样 ,我 们 会 
有 相应 的 Privalov 定理 : 


定理 1.5.3 当 f(x) E 应 时 ,由 (5.6) 定义 的 F(z) 分 别 € 有 (ZT) 与 HC(Z-). 


此 外 , 我 们 还 有 
定理 1.5.4 著 f(x) € 有 ,f(x)E€ 笋 , 则 
F'(z) = | foe, z 蕊 X， (5. 12) 
F(z) 一 二 | eue zeE X， C5.13) 
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且 忆 (zc) E 在 (于 )，F(Cz) € 户 ; 此 外 ，F't(z) 二 Ft/(x). 


证 注意 到 /(z) 6 亲 ， 当 = 王 居 时 ，RC 分 别 在 2 与 Z 内 全 纯 故 
易 证 得 


Fe 
F(z) = ;| czde, xEX. 


这 只 要 在 (5. 6) 中 用 变换 丁 把 变 成 让 上 的 参数 (保留 = 不 变 )， 从 而 F(z) 就 
变 成 卫 上 的 Cauchy 型 积分 , 然后 求 导数 ， 再 变 回 到 X 上 的 积分 即 可 . 
由 于 f(o0) = C 有 限 , 故 


「 f (8 dE Ae 可 fF (0 ge, 


_R (é— 2z)? -RE 一 之 
令 尺 -~ 二 co， 则 过 重 代 人 等 了 和 ,代入 前 式 即 得 (6 12). 
在 (5. 12) 中 用 Plemeli 公式 ( 因 已 知 六 (x) € 邱 , 便 得 


i( yl 1 
F(z) =+f 9D +] Fat, rzEX. 


用 与 证 明定 理 1. 3. 3 中 的 类 似 方法 ,可 证 F+“(z) = F(x). 因此 上 式 左边 
又 可 写成 F+“(z). 但 由 (5. 11)， 


F+'(Cz) 一 十 + 六 f(D) 十 已 (z)， 
故 得 (5. 13) 式 . 品 
习 题 


1. 详细 证 明定 理 1. 5. 3. 
2. 车 f(z) € 月 , 求证; F+(oo) 一 土 于 /oo)， 


3. 试 证 : 经 变换 (5. 4)，X 上 的 主 值 积分 下 (z) 确实 变 为 和 卫 上 的 主 值 积分 
F*() = Fr (2) FY (—). 


1.6 解析 函数 边 值 的 条 件 


和 1.6.1 全 纯 函 数 边 值 的 条 件 


EE ”” 设 工 由 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 ,了 ，…L 所 组 成 , 它们 把 整 
个 扩充 平面 分 成 有 限 个 区 域 . 我 们 不 妨 把 包含 无 穷 远 点 的 那个 区 域 归 人 
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S (图 1-18), 而 与 这 区 域 相 邻 的 各 区 域 
归 人 S+, 与 后 面 这 些 区 域 相 邻 的 各 区 域 
又 归 人 S-， 如 此 继续 下 去 . 因此 全 平面 
分 成 两 部 分 S “与 S- (都 不 一 定 连通 ). 
对 各 L; 取 定 正 向 , 从 而 工 也 有 了 正 向 ， 
使 S17 的 各 连通 块 都 在 工 的 正 ( 左 ) 侧 , 而 
S 的 各 块 则 在 工 的 负 ( 右 ) 侧 . 
当然 我 们 也 可 以 一 开始 把 包含 无 
1-18 穷 远 点 的 区 域 归 人 S+ ， 然 后 再 如 上 述 
方法 进行 下 去 , 于 是 所 有 S+ ,S- 都 要 
反 号 , 同时 各 上 L; 因此 的 正 向 也 要 改 为 反 向 . 
已 给 L 上 一 连续 函数 (2), 问 如 何 去 判 定 它 是 否 为 S+ 中 某 全 纯 函 数 ( 确 
切 地 说 , 是 S+ 的 每 连通 块 中 某 全 纯 函 数 ) 的 边 值 ? 本 段 就 要 讨论 这 一 问题 . 
我 们 有 以 下 诸 定理 . 


定理 1.6.1 在 世上 的 函数 .Fi E H@ 是 St 内 某 全 纯 函 数 F(z) 的 边 值 ( 如 
“ 果 co E St, 则 且 下 (oo) 二 0) 的 充 要 条 件 是 


| HDg=0, zes-. (6.1) 
27iJL 一 之 


证 1 必要 性 如 果 ooES ,上 且 /(1) = F+(t) 是 S+ 内 全 纯 函 数 FCb) 
的 边 值 , 故 若 = E S-， 则 < 尺 是 S* 内 5 的 全 纯 函 数 , 且 连 续 到 二 上， 故 在 
S+ 的 每 一 连通 块 内 应 用 Cauchy 定理 , 知 (6.1) 成 立 , 如 果 oo € S+， 由 于 
Floo) 一 0, 故 5 在 # 一 co 处 的 留 数 为 0, 故 仍 可 得 (6. 1 


2” 充 分 性 记 


F(z) = ai|, ODq, 2z eL. (6. 2) 
应 用 Plemelj 公式 , 得 

FD—F 0 = /0), teEL. (6. 3) 
但 由 假设 , 当 >E S 时 , F(z) 二 0, 从 而 F(z) = 二 0 于 L 上 , 因此 f() = 


Ft+(t) 于 上 L 上 . 当 ce € St 时, 显然 有 F(co) = 0. 0 


@ 事实 上 , 要 求 f(# 在 世上 连续 就 够 了 (证 明 从 略 )， 这 里 作 此 假定 是 为 了 使 论证 “ 
简化 . 
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(6. 1) 中 的 zE S ， 因 而 用 起 来 不 太 方便 . 我 们 希望 能 找 出 b € L 上 的 
条 件 就 更 好 . 这 时 我 们 有 


定理 1.6.2 在 L 上 的 浮 数 f(t) E 晶 是 St+ 内 某 全 纯 函 数 F(z) 的 边 值 (如 果 
oo ES+， 则 且 下 (oo) 二 0) 的 充 要 条 件 是 


zi| LD gi = 本 Fio)， ww EL. (6. 4) 
Zrxi 


Liti—ito 


证 1 ”必要 性 设 f()=FT(z). 则 (6.1) 成 立 . 应 用 Plemel 公式 , 得 


f(D) 1 
af tg, fe 0, toEL, 


由 此 即 得 (6. 4). 
2” 充分 性 ”以 (6. 2) 式 定 义 F(z), 则 F(z) 在 St 内 全 纯 , 且 当 oo € St 
时 FCoo) 二 0. 于是. 


F+(10) = 广 f(ao) 十 元 a EL (6. 5) 


元 Lt— 

从 而 由 假设 条 件 ,，F (to) = f(t0). 口 
作为 上 述 定理 的 应 用 , 我 们 来 证 明 下 一 重要 的 Harnack 定理 . 但 为 简洁 
。 ” 计 , 对 于 S+ ,S ,我们 只 限于 下 述 情况 . 设 5S” 是 一 多 连通 区 域 , 其 边界 由 
“ ， 工 = Lo 十 LI 十 …… 十 L。 构 成, 各 上 都 是 光滑 封闭 曲线 , 且 Lo 围 住 了 其 他 诸 
L;. 工 已 取 定 正 向 使 S+ 在 其 正 侧 . 各 LIL; GG 二 0,1,…,n) 的 负 侧 区 域 记 为 
Si ,又 记 S = S 十 Si 十 … 十 Sr 《图 1-19 (a)). 也 可 能 不 存在 Lo, 则 ST 

是 一 无 界 区 域 (图 1-19 (b)). 


图 1-19 

， 定理 1.6.3 设 L,St 和 如上, f(t) E 囊 是 上 上 的 实 值 函数 . 设 下 (z) 以 (6. 2) 
定义 . 车 F(z) 三 0 于 ST, 则 /CD 一 cj 于 L; 上 , 其 中 必 j 为 ( 实 ) 常数 ( 当 
Lo 存在 时 ， 且 必 co 二 0); 若 F(z) 三 0 于 S , 则 f() 三 c( 实 常数 ) 于 
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整个 上 上 ( 当 Lo 不 存在 时 ， 且 必 c 一 0). 


证 1 设 F(z) 三 0 于 S+. 于 是 , 由 定理 1.6.1, fQ) 应 是 5S 中 全 纯 函 数 

的 边 值 , 亦 即 fC2) 分 别 为 S 中 全 纯 函 数 广 (95 的 边 值 ( 当 L 存在 时 , 且 万 (co) 

二 0). 但 Imf;(2) 0 于 L; 上, 由 调和 函数 的 极 值 原理 知 , Im 广 (9 = 0 于 Sy 

上 , 由 此 立 得 fC) = fj(2) 一 6 于 L; 上. 当 存在 时 , 由 于 Aco) 一 0, 故 
必 有 c= 二 0. 

2” 设 F(z) 二 0 于 S-. 和 1 一样, 可 证 得 f(z) 二 c 于 ST 上 , 从 而 又 得 

fQ) = 二 c 于 L 上 . 当 L 不 存在 时 , 由 于 Floo) = 0, 故 必 有 c 一 0. 口 


1.6.2 亚 纯 函数 边 值 的 条 件 


我 们 将 把 前 段 结果 推广 到 亚 纯 函 数 的 情况 .为 简单 起 见 , 仍 设 志和 5S= 如 
1-19 所 示 , Lo 仍 可 能 存在 或 否 . S+ 内 的 亚 纯 函 数 是 指 S+ 内 的 单 值 解析 应 
数 , 但 可 能 有 一 些 极点 . 我 们 要 找 出 在 工 上 已 给 的 五 类 中 的 函数 是 S+ 内 亚 
纯 函 数 边 值 的 条 件 〈 这 时 它 在 S+ 内 只 可 能 有 有 限 个 极点 ). 相应 于 定理 
4. 6. 1， 我 们 有 


定理 1.6.4 在 工 上 的 函数 FE 百 是 S+ 内 亚 纯 函 数 F(z) 的 边 值 的 充 要 
条 件 是 


| LD gr —— R(z), z€S-, (6. 6) 
NlJL LE 一 之 


其 中 及 (z) 是 一 有 理 函 数 ， 其 极点 全 在 S+ 内 , 且 RCz) 就 是 F(z) 在 各 极 
点 处 主 部 的 代数 和 ( 当 Lo 不 存在 时 , 这 里 也 包括 F(z) 在 z 一 co 处 的 主 
部 )@@. | 


证 1 必要 性 设 F(t) 是 Sr 内 亚 纯 函 数 F(z) 的 边 值 , 且 .F(z) 在 各 
极点 处 主 部 的 代数 和 为 RC(z). 
先 设 Lo 存在 , 故 St 为 有 界 区 域 . 现在 F(z) 一 R(z) 在 St 内 全 纯 , 它 的 
边 值 是 f(t) 一 R(z). 由 定理 1.6. 1， 
元 | [二 di 一 0，zES- (6.7) 


2r1JL t 一 之 


但 RC(z) 在 S$ 内 全 纯 , 且 R(oo) 二 0, 故 当 zE Si GY 二 0,1,…,n) 时 ， 


@ 注意 , 我 们 把 F(z) 在 z 二 oo 处 的 主 部 理解 为 包括 它 在 co 点 的 Laurent 展 式 中 的 
常数 项 . 


zE Si. (6. 8) 


总 之 ， 
2:| Rg, =—R(z), zE€ES. (6. 8) 


2xlJL t—z 

由 (6.7),(6. 8)" 便 得 (6. 6). | 

当 Lo 不 存在 时 ，S+ 是 无 界 域 , 这 时 F(z) 一 R(z) 在 S+ 内 全 纯 , 自在 
z 二 co 处 为 零 , 因此 (6. 7) 仍 成 立 . 由 于 现在 RCz) 的 极点 都 不 在 S- 内 , 因 
此 当 zE S 时 ，(6. 8) 从 而 (6. 8)” 仍 成 立 . 于 是 (6. 6) 仍 成 立 ， 

2” 充分 性 今 设 (6. 6) 成 立 . 

先 考虑 Lo 存在 的 情形 . 由 R(x) 的 性 质 知 RC(oo) 二 0, 且 在 每 一 S; 内 全 
纯 , 故 (6.8) 从 而 (6. 8) 成 立 . 于 是 由 (6. 6) 知 (6.7) 成 立 . 故 由 定理 1.6.1 
知 , f(z) 一 RG) 为 Sr 内 全 纯 函 数 的 边 值 , 亦 即 f(2) 为 S+ 内 亚 纯 函 数 的 边 
值 , 且 很 明显 , RG) 为 其 各 极点 的 主 部 的 代数 和 . 

如 果 Lo 不 存在 , 则 (6. 8) 成 立 更 为 明显 , 于 是 (6. 7) 成 立 ， 以 下 推理 同 
上 . . 品 
最 常用 的 是 下 一 推论 . 


推论 1.6.1 设 Lo 不 存在 . 二 上 的 函数 FD E 百 是 S+ 内 除 z 一 co 可 能 有 
极点 外 到 处 全 纯 的 函数 下 (z) 的 边 值 的 充 要 条 件 是 


-了 HD yg 一 Poz)， zt S ， (6. 9) 


2xiJL 一 
这 里 P(xz) 是 一 多 项 式 ， 它 是 F(z) 在 z= 二 oo 处 的 主 部 . 特别 ， 如 果 要 求 
F(oo) 有 界 ， 则 (6. 9) 成 为 


| 0d 一-<，>zcS-， (6. 10) 


2niJLt—z 


其 中 cc 为 常数 ， 且 c= 二 F(oo). 


注意 ， 当 /Lo 不 存在 时 ， 如 果 改 变 各 二; 的 正 向 , 即 取 反 时 针 向 为 正 向 , 则 
(6. 6), (6. 9) ,《6. 10) 诸 式 的 右边 也 要 改变 符号 (但 这 时 z = oo 在 S- 内 ). 


习 题 


1. 定理 1.6.1 中 , 如果 ce 点 在 Sr 内 ， 且 只 知道 F(ce) 有 限 ， 则 定理 应 
如 何 修改 ? 
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2. 试 把 定理 1. 6.4 中 的 条 件 改 为 如 EL 的 条 件 . 


1.7 高 阶 奇 异 积 分 和 留 数 定理 的 推广 


1.7. 1 Cauchy 定理 的 推广 


我 们 知道 , 如 果 DD 是 一 以 分 段 光滑 曲线 L 为 边界 的 有 界 区 域 , F(z) 在 D 
内 全 纯 且 连续 到 DD 上 , 则 Cauchy 定理 成 立 : 


| Food =0. 
为 了 以 后 的 需要 , 我 们 将 把 这 定理 稍 作 推 广 . 


定理 1.7.1 (推广 的 Cauchy 定 理 ) 设 DD,L 如上, 若 F(z) 在 口内 全 纯 ， 且 除 
去 了 上 一 点 C 以 外 ， 它 可 连续 延 拓 到 了 上 ， 而 在 之 一 和 附近 ， 


IF() I< A 0<v<1,z€D, (7.1) 


， [= 一 al 
其 中 A 为 常数 ， 则 
| FO =0. (7. 2) 


证 以 a 为 中 心 、 充 分 小 的 7 > 0 为 半径 作 
图, 在 L 上 截 下 一 段 统 工 ,, 并 在 D 内 得 一 圆 弧 
PT 并 取 正 向 如 图 1-20. 我 们 设 7 已 足够 小 , 使 
《7. 1) 式 在 L, 上 成 立 . 由 Cauchy 定理 ， 


(eee 


图 1-20 


故 
| Fa -=| Fu+| Fed = 1 +. Cx) 


设 L, 的 端点 为 t/t, 而 tas 的 弧 坐 标 分 别 为 s,s ,5 则 由 (7. 1) ( 且 设 
?< < 一 四 )， 


IniI<4| ,<A 一 
PF Se), Bap 


, lt—a 
-到 cy + | 
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24L1 一 

nH lI— l—y 

= 二 sl sa 十 (5 一 5s 下] 过 < J 

因此 ， 当 w 一 0 时 ， 1 一 0. 又 在 I， 上， 令 z 一 a 一 ye? ， 且 设 志 多 “相应 
值 分 别 为 ,gf (8 一 2) , 故 


AEA 人 一 Ay™(0 —0) < 2rAn™, 
于 是 7 -0 时 五 -0 在 (x ) 式 中 令 ， 0 便 得 (7. 2) 式 . 0 


如 果 世 上 有 有 限 个 类 似 于 a 的 点 ,定理 1. 7. 1 显然 依然 成 立 . 
从 定理 7.1. 1 的 证 明 , 启发 我 们 可 以 得 到 下 一 结果 ， 


定理 1.7.2 设 D,L 如 前 . 设 F(z) 在 六 内 全 纯 , 且 除 去 上 上 一 点 a 以 外 , 可 
连续 延 拓 到 上 上 上, 而 在 a 附近 , (7.1) 式 成 立 ; 此 外 ,还 设 当 t1 EL 时 ， 
limF(t) 一 存在 有限)， 且 令 F(a) 二 a 后 , F(t) E HH 于 L 上 , 则 F(z) 
在 整个 万 上 E 日 , 于 是 Fla) 一 a 也 就 是 F(z) 当 z 从 万 上 趋 于 a 点 时 
的 极限 值 . 

证 在 DD 内 任意 取 定 一 点 z, 取 7 > 0 充分 小 如 定理 1. 7. 1, 并 且 要 求 
1 
7 二 也 |z 一 al| 9 


记号 LL,, 帮 如 前 . 在 LL 一 L; 与 所 围 内 域 中 (注意 = 点 在 其 内 部 ) 应 用 
Cauchy 积分 公式 ， 人 


FD 1 上 Co | 
F(z) 一 i LL tzdt Tail ,Cz dt 
Sf FO, 1 Fo 1 FD 
2r1 L tz 2xi)L, td tari Tr CO 之 dt. 


由 于 已 定义 F(a) =a, 故 F(t) 在 L 上 连续 , 设 M = max| F(a) |. 注意 L, 的 
长 不 超过 2w/C, 故 
M, 


< Clzr zl’ 


这 里 zz 为 L 上 离 = 最 近 的 一 点 . 在 I 上, 由 (7.1), |F(2) | 过 全, 故 


va 
< 
直上 | FD < > 


一 a| 
因此 , 在 前 面 式 子 中 令 mp 一 0, 便 得 
1 F(z) 


M2) arid ta 


| FW < 


2rri L, 一 和 
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又 因 已 知 F(t) € 五, 故 由 Privalov 定理 , 知道 F(z) 在 万 上 E HH. 0 
当然 , 若 在 L 上 有 有 限 个 类 似 于 a 的 点 , 定理 1. 7. 2 也 是 成 立 的 . 
注意 , 如 果 定 理 1. 7. 2 中 没有 假设 条 件 (7. 1), 它 就 不 能 成 立 . 例如 , 考虑 函数 

Fz) = 忆 立 ， 

DD 为 |z| 到 1 的 上 半圆 盘 . 现在 a = 0. 不 难 验证 , 定理 1. 7. 2 中 的 条 件 除 (7. 1) 外 都 满足 ， 

而 显然 当 z 在 D 内 趋 于 z = 0 时 ，F(z) 的 极限 不 存在 . 

很 明显 ， 0 7. 1 中 的 销 数 F(z) ，Cauchy 积分 公式 也 是 成 立 的 : 


到 FoOdr= Fz, zED. (7. 3) 
TiJL 一 >z 
此 外 , 本 段 所 论 ， 可 毫 无 困难 地 推广 到 多 连通 区 域 D 上 去 . 

习 题 


求证 ， | dz 一 -| szdr 一 /到 


提示 考虑 | Sde, 其 中 Tk 为 以 原点 为 中 心 、 充 分 大 的 民 为 半径 的 圆周 在 第 一 象 


限 的 部 分 以 及 z 轴 、 y 轴 所 围 区 域 的 边界 , 并 令 尽 -> 十 co; 这 里 /z 是 当 z 在 正 实 轴 上 岸 时 
取 正 实 值 的 一 分 支 , 这 个 分 支 在 上 述 区 域内 全 纯 、 此 外 , 还 要 利用 熟知 的 结果 ， 


‘too 2 _ Yrx 
| e dz 一 2. 
1.7.2 高 阶 奇异 积分 


设 工 为 一 分 段 光 滑 曲线 (开口 或 封闭 ). f(z) € 有 H 于 L 上 . 我 们 来 考虑 积 
分 


| Ld, iELin>l. (7. 4) 


这 个 积分 由 于 在 r 王 上 处 出 现 了 高 于 一 阶 的 奇异 性 , 一 般 说 来 它 是 发 散 的 ,， 即 
使 在 Cauchy 主 值 意义 下 也 是 如 此 . 当然 可 以 去 研究 对 于 怎样 的 工 以 及 =” 积 
分 (7. 4) 在 主 值 意义 下 收敛 , 也 确 有 一 些 数学 工作 者 对 此 进行 了 讨论 并 获得 

一 些 结果 . 但 从 实际 应 用 观点 来 看 , 更 有 用 处 的 是 下 面 的 从 另 一 观点 来 讨 
论 (7. 4). 这 个 观点 是 Hadamard 对 实 轴 上 的 类 似 积 分 首先 提出 来 的 , 即 所 谓 
积分 的 “有 限 部 分 ”例如 , 参看 L. Schwarz [34]). 将 此 概念 推广 到 (7. 4) 的 
情形 (z 为 正 整数 ) 则 是 C，Fox 在 [32] 中 提出 的 ,后 来 王 传 荣 在 [1] 中 也 对 此 
作 了 一 些 讨论 . 著者 对 此 也 进行 过 一 些 讨论 QT ， 并 将 n 推广 到 一 般 正 实 
数 的 情况 中 , 并且 允许 有 若干 个 奇 点 ， 下 面 我 们 就 来 加 以 论述 . 
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为 了 弄 清 楚 高 阶 奇异 积分 的 背景 ,我 
们 先 来 看 一 个 简单 例子 . 设 L 一色 是 一 开 
口 光滑 弧 段 ，F(D 在 工 上 有 导数 ， 且 
广 ( € 昌 , 或 记 为 f(t) € 本 .又 设 避 为 
L 上 的 一 内 点 (图 1-21)， 我们 设想 , 按照 
Cauchy 主 值 积分 的 定义 ,以 如 为 中 心 , 作 
充分 小 半径 e 的 圆周 , 分别 在 ww 的 两 边 交 


L 上 各 一 点 1 , 扩 , 设 志 = :党 为 二 上 的 一 小 段 弧 . 我 们 能 否定 义 . 
『 f (2) z= f(t) 


(一 如) Ee—0 


Cy 


+ 


f(t 


deh 


to)? 


(积分 都 是 沿 L 上 的 弧 进 行 的 . ) 右边 这 一 极限 一 般 并 不 存在 . 因为 ,用 分 部 


积分 法 ， 知 
f(t f(#) 
,0 风 (t— to J 
一 一 本 dt— 
|, ar 一 加 _ 


-| Zu +| 


t—to 
FY) fe 
+ ! 一 加 六] 
一 刀 十 也 十 7 


当 e 一 0 时 , 由 于 六 (4) € 日 , 故 


起 


Ko 


I >| FD a, 
1 Ja 一 名 


1 是 与 e 无 关 的 常数 ; 而 


lim 713 一 lim 
E 一 0 


1 一 加 


1 


a—to 


im = )—flto) f(t )— f(t) | po ) 


1 
0 (z= 


= f(to) i 天 | 一 Fo)lime 


to t—t 


机 个 丰 在 (除非 f(to) 一 0)， 其 中 已 令 


f= 二 eed, ft = 二 eed. 
因此 ， 如 果 把 引起 积分 发 区 的 部 分 I 二 则 下 面 的 定义 是 有 意义 的 : 
f(D yy 


[eee CD yy 


(£— to)? sm0L Jo (一 为 < 


二 


加 7) 


sf’ (1) di 


fr t—to 


,wo 


b—to 


人 ,€) 


M9 pe) |, 
(7.5) 
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其 中 Altowe) = 62 一 e 2 是 一 个 与 /GD 以 及 工 的 端点 a 2 都 无 关 的 有 界 函 
数 , 因为 上 式 右边 的 极限 存在 , 且 可 算出 
PAO -Pa -oO oo 


(一 加 )2 a—to b—ito 
当然 ， 也 可 把 (7. 5) 中 的 AGo ,€) 换 作 任何 肾 数 Blto 8)， 只 要 它们 的 差 为 s 的 
高 阶 无 穷 小 ; 而 且 在 这 个 意义 下 ， Alto ,€) 是 唯一 确定 的 . 


以 上 的 想法 很 容易 推广 到 高 阶 的 坷 异 积分 | < 大人 dt 上 (对 任何 自然 
- a 0 


数 n)， 只 要 多 重复 几 次 分 部 积分 法 , 而 把 凡 引 起 积分 发 散 的 那些 项 一 概 删 去 
即 可 .甚至 还 可 推广 到 分 数 阶 的 高 阶 奇异 积分 : 
| fg, 0 < a 过 1， 


(tC— th 
当然 这 里 (1 一 6)* 要 在 L 上 已 取 定 一 单 值 分 支 . 
这 样 , 我 们 可 给 出 如 下 的 一 般 定义 : 


定义 1.7.1 设 工 为 一 分 段 光 滑 弧 0b，7 为 一 正 整数 , 0 < au 委 1， 函数 
，f() EH,( 即 A"() EE€ 也) 于 世上 @, 则 定义 高 阶 奇异 积分 如 下 : 
| (Dat = 一 -一 一 一 -| A dt 
L(t—to) (nta—1)al (一 如) 
ff A 
+ 
to EL, toAa,b. (7.7) 


这 一 定义 实质 上 等 价 于 和 (7. 5) 类 似 的 式 子 : 
| AD a tim — /DD _ dt + — /A dt 


L (一 如) -0 (一 如) ft (t— to 
. -六 所 An)]， (7.8) 
r=0 

其 中 A,(to ,€) (r= 0,1,… ,7 一 1]) 为 与 f(2) 无 关 的 某 些 有 界 函 数 ， 这 些 肾 数 
构成 的 最 后 求 和 式 就 是 由 前 面 两 积分 经 逐次 分 部 积分 后 含有 的 所 有 “发 散 部 
分 ”从 而 保证 了 (7. 8) 中 的 极限 存在 ， 于 是 得 出 (7.7) 式 . 由 于 我 们 对 
A,(to,e) 的 具体 表达 式 不 感 兴趣 ， 所 以 宁可 直截了当 地 以 (7.7) 式 作为 高 阶 
奇异 积分 的 定义 . 


Q@ 当 a 达 1 时 ,只 要 /2) 在 L 上 连续 就 够 了 ,因为 这 时 实际 上 用 不 到 它 的 主 值 积分 . 
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特别 注意 , 如 果 a = 1, 则 有 整数 阶 奇异 积分 的 公式 : 
f (2) f°® (1) 
|， Cn 一 本 |， t—to d 
1 fa) f°(b) 
+ 多 ne pe ee 二 |， 
| to EL, to a,b， (7. 9) 
当然 这 里 仍 已 假定 Fo € 日. 
当 工 为 封闭 曲线 时 ，(7. 7), (7. 9) 特别 简单 , 分别 成 为 
| | f() 一 1 -| f‘™ (2) df, 


L(t—to)™ (2 十 wa 一 1)eJL (一 加 ) 
‘0<a<l,tw EL; (7.10) 
ff 三 -0 . 
| a = 二 |: gy, weEeL. (7.11) 


公式 (7.7),(7.9) 一 (7.11) 已 可 以 樟 来 记忆 对 左边 的 积分 形式 地 作 多 

次 分 部 积分 (不 顾 上 = to 处 的 奇异 性 ) ,直到 最 后 的 积分 中 只 含有 +t 二 to 处 不 

超过 一 阶 的 奇异 性 为 止 . 例如 , 设 f(z) E Ha, L= 凶 ,to EL, bo 关 a,b， 则 
上 CD di 1 fd 


a (t— 10)2 


f° (2) | Fo _ fC) 


a (t— to)3/? 3 (a—t0)322 (6 一 加)3/2 
一 owe 


$I Em (8 一 为 )3/2 


-了 | _fD) y+ a f (0) f(b) | 


(一 加 )12 (a 一 为 ) ) M2 G0) 
十 了 引 fla) f(b) | 
3| (ae 一 加)3/2 3 ? 
结果 与 从 (7. 7) ) 计算 时 至 
! 上 述 高 阶 奇异 积分 概念 易于 推广 到 多 个 奇 点 的 情况 .和 通常 的 反常 积分 
:十 一 样 ,我们 给 出 下 面 的 定义 ， 


MM 定义 1.7.2 仍 设 荆 一 2 为 一 分 段 光滑 曲线 ， tlst2 "tp 为 L 上 的 内 点 , 依 


从 aa 到 b 的 正 向 次 序 排 列 . 在 tt 上 任 取 一 内 点 Ch Ck 一 1 2，……， 
一 1)， 则 定义 
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| = fd i -S| fd 
[下 
He kT0 mn He 


jj 一 


(co = a, cp = b),， (7.12) | 
其 中 万 为 非 负 整数 , 0 过 v 二 1, 且 已 设 f(t) € H,, n= maxn;. 


函数 (一 与 )5 (v; 之 0 时 ) 指 的 当然 是 L 上 的 一 确定 连续 分 支 , 例如 将 平 
面 从 二 到 ce 点 用 一 痢 线 ( 除 二 外 不 与 相交 ) 割 开 ， 然后 取 定 一 分 支 . 此 定 
义 是 有 意义 的 , 因为 (7. 12) 右边 求 和 号 下 的 每 一 积分 中 只 含有 一 个 奇 点 ， 而 
且 易 证 (7. 12) 右边 和 式 与 各 个 cj 的 选 法 无 关 , 因此 其 值 是 唯一 确定 了 的 . 


p 
如 果 记 了 GD = ] (一 志 )5, 将 1/HC2) 分 项 分 式 : 
j 一 1 


一 > > 一定 一， (7. 13) 


~ 


cx] Hi; (DE—t) ， (7.14) 


其 中 马 人 9 一 下 4 一 4. 此 式 右边 是 有 确定 意义 的 . 《7. 14) 实际 上 也 确实 


是 对 的 ， 因为 在 (7. 12) 式 右边 各 积分 作 形 式 的 分 部 积分 与 在 (7. 14) 式 右 边 
各 积分 也 作 形 式 的 分 部 积分 时 效果 明显 是 一 样 的 . 

关于 高 阶 奇异 积分 的 进一步 讨论 , 可 参看 [51] 一 [53]. 

特别 , 有 关 奇 异 积 分 的 Poincaré€-Bertrand 换 序 公式 (4.15) 可 以 推广 到 高 
阶 奇异 积分 (参看 [54j] ~ [58])， 


1.7.3 . 留 数 定理 的 推广 


现 设 工 是 一 分 段 光滑 的 封闭 曲线 ,以 反 时 针 向 为 正 向 ， 围 成 一 内 域 D. 
设 plz) 为 D 内 的 全 纯 函 数 , 在 如 附近 ， 


plz) = fto) 天 0， 7 为 正 整数 ， 
0 


其 中 f(z) 在 万 上 zx 附近 (包括 6) 连续 , 则 称 pCz) 在 D 上 的 to 处 有 nn 阶 “ 极 
点 ”如 果 上 式 对 于 z E 万 均 成 立 , 且 f(z) € Hi 于 LL 上, 则 由 (7. 11)， 


| .vwa =| A di 一 | fF Da 


—t0)” (一 1)1JL 一 加 


高 阶 奇异 积分 和 留 数 定理 的 推广 本 -59 


但 因 /D(z) 在 DD 内 全 纯 , 且 连 续 到 工 上, 故 由 Cauchy 积分 公式 知 ， 
到 0a- = /©), ED. 


t—z 
又 因 ff 了 (C2) € 昌 , 由 Plemeli 公式 (2. 15)， 
fTD C0) 一 (一色 )/ero dan ) 十 一 万 di 


元 L t—to 
站 为 在 直 的 内角, 了 是 
f° Dg 各 Ef 0). 


. 元 L 于 一 加 

代入 前 式 , 便 得 
to 1 1) 

去 | pt) dt 一 于 CD (#0) 


La : , 
= ce) . (7.15) 


如 果 与 通常 一 样 ， 定义 P(D 在 D 上 & € 工 处 这 一 nn 阶 极点 的 留 数 (广义 留 数 ) 为 


res p(to) 一 [y(t oto)” | ， (7. 16) 


t= 


并 称 oo = 多 为 DD 在 to 处 的 绕 度 或 张 度 ( 它 表示 中 在 to 处 的 内 角 如 占有 整个 


周 角 2x 的 几 分 之 几 这 一 份额 ; 例如 , 当 如 是 L 上 的 光滑 点 时 , ao = 己 )， 则 
《7. 11) 可 写成 


mi 


ai| yd = oores glio). (7.17) 


《7. 17) 很 容易 推广 到 一 般 情形 . 设 pg(z) 在 也 内 全 纯 ,， 除 掉 工 上 的 点 己 ， 
志 ,…,tN 外 连续 到 DD 上, 而 在 二 处 有 nn; 阶 极 点 , 且 设 


GD) = la-s )p) € Hii, n= maxn; 


1 于 上. 如 果 在 每 一 附近 在 D 内 作 一 小 让 光滑 弧 使 之 与 上 4; 附近 的 一 
本 要。 眉 构成 一 封闭 曲线 (图 1-22)， 则 由 gCz) 
的 性 质 , 显然 ， 


N 
二 vl 
ou 起 | God 
由 (7. 17) ,立刻 可 得 


1 N 
ai| Cd = Pairesgls), (7.18) 
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其 中 二老 (6; 为 万 在 与 处 的 内 角 ) 为 万 在 6; 处 的 张 度 


当然 (7. 18) 还 可 推广 到 gp(z) 在 DD 内 部 有 孤立 奇 点 的 情况 . 因此 我 们 有 
下 述 推广 的 留 数 定理 . 


定理 1.7.3 设 世 为 一 分 段 光滑 封闭 曲线 ， 围 成 一 内 域 万 ,已 取 定 反 时 针 向 
为 其 正 向 . 设 函 数 glz) 在 DD 内 有 和 孤立 奇 点 zl1 2 9 人 NM 而 在 LL 上 有 极 
点 tisto °° otN, 阶 数 分 别 为 721 9712 9 ”9 了 2N， 又 


N 
[IEG )%9) E Hi, n= maxn;, 
j=1 
则 


M N 
1 
ai| rod 一 Zrespa) + Srespls), (7.19) 
其 中 Qj 为 D 在 三 处 的 张 度 . 


我 们 可 以 这 样 来 理解 (7. 19) 式 , p(z) 对 于 品 内 的 奇 点 zs， 由 于 其 周围 整 
个 邻 域 都 在 D 中, 故 可 认为 其 张 度 a = 1. 因此 , 如 果 把 plz) 在 D 上 的 奇 点 
统一 记 为 5 ， 则 (7. 19) 可 写成 


a ,Dd = Desresgb), (7. 19)” 
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甚至 , 如 果 w(z) 在 了 D 外 以 至 在 全 平面 解析 并 有 孤立 奇 点 , 则 (7. 19)' 右边 还 
可 理解 为 对 全 平面 中 p(z) 的 奇 点 求 和 , 不 过 其 在 DD 外 的 奇 点 由 于 其 周围 整 
定理 1. 7. 3 中 , 如 果 工 取 时 针 向 为 正 向 , D 为 其 外 域 , 则 (7. 19) 式 仍 成 
立 , 不 过 其 右 端 第 一 个 和 式 中 ., 要 包括 resg(oo)( 不 论 z 二 oo 为 p(z) 的 奇 点 
与 否 ). 
以 上 所 论 很 容易 推广 到 分 数 阶 奇异 性 情况 . 设 工 与 D 仍 如 前 述 ,pz) 在 
D 内 全 纯 ， 在 刀 E€ 工 附近 ， 
9p(z) = — {2) ,> ED, f(to) zz 0, 


(z—t0)™” 
0<v< 1, ”为 正 整数 ， 
其 中 f(z) 在 D 上 zo 附近 连续 , 这 时 我 们 也 称 p(z) 在 上 一 加 处 有 mv 阶 ( 广 
义 )“ 极 点 ”其 中 (zx 一) 已 在 D 上 取 定 一 连续 分 支 . 这 时 如 果 Am (z) 在 万 
上 连续 , 且 fm (D € HH 于 L 上 , 则 由 (7. 10) 知 ， 


AD 
| goa cmp), ey 
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得 因 Fo (z) 在 品 内 全 纯 , 且 连 续 到 工 上 , 故 由 定理 1. 7. 1 知 ， 
| wd 一 0. 


如 果 plz) 在 工 上 还 有 其 他 类 似 极 点 , 结果 也 是 一 样 . 再 推广 些 , 如 果 
9(z) 在 L 上 还 有 整数 阶 极点 , 并 在 DD 内 还 有 孤立 奇 点 , 则 可 得 更 一 般 的 推广 
的 留 数 定理 如 下 : 


定理 1.7.4“ 设 分 段 光滑 封闭 曲线 了 围 成 一 内 域 万 , 工 已 取 定 反 时 针 向 为 其 
正 向 . 设 gplz) 为 人 内 的 单 值 解析 函数 ， 以 zl ，Zz2 TM 为 矣 立 奇 点 ， 而 
和 在 L 上 有 极点 1 ,to 9 阶 数 分 别 为 rT] 12 TN (Cr; 可 为 整数 或 分 
数 ), 又 | 
~ . 
TG 8) 7p) EH,, r= max[r; | (7. 20). 
j=1 


j 二 


1 Le! x 
ai| ,pd = Dresglzi) + > ajres g(t;), (7.21) 
k=1 i 
其 中 ”表示 对 使 为 整数 的 那些 j 求 和 ; 且 对 于 这 种 j, 按 (7. 12)， 
了 
” res g(t;) 是 有 意义 的 . 
和 . . 
: 这 是 明显 的 , 因为 对 于 分 数 阶 的 极点 1;, 前 已 看 到 ,在 高 阶 奇 异 积分 计 
阳 算 中 不 起 作用 . . 


全 我 们 还 可 这 样 理解 (7 19/ 式 ， 在 所 设 条 件 下 ， | pcoae 等 于 万 上 诸 厅 


二 。 上 的 留 数 的 和 , 不 过 , 对 于 工 上 的 一 个 极点 1 我 们 想像 把 这 点 分 成 两 部 分 ， 
时。 aj 部 分 算 作 属于 万 ,而 其 余 的 1 一 wj 部 分 算 作 不 属于 万 ; 所 以 , 虽然 p(t) 在 
括 :， 六 处 的 整个 留 数 是 res g(t;), 但 由 于 上 述 原因 , 它 属于 万 上 的 留 数 只 能 算 作 
是”qresg(5)， 至 于 出 现 分 数 阶 极点 刁 时, 由 于 8(z) 在 该 处 (在 条 件 (7. 20) 之 
英 。 下 ) 无 留 数 可 言 (也 可 说 留 数 为 0)， 所 以 (7. 17) 仍 可 作 上 述 解释 . 

。，。 局 样 我 们 可 以 引进 函数 在 L 上 有 分 数 阶 零点 的 概念 , 也 可 以 说 这 个 零点 
对 省 几 分 之 几 属于 万 ,而 其 余部 分 不 属于 . 这 样 一 来 ,读者 不 难 证 明 ， 当 zz) 
和 在 忆 内 解析 , 可 连续 延 拓 到 万 上 , 但 要 除去 一 些 极点 (在 DD 内 或 L 上 ), 则 


1fovQ _ 
ta N—P, (7. 22) 


@ ”实际 上 只 要 在 各 #; 附近 , 它 € Hz] ,而 在 其 他 点 处 函数 连续 就 够 了 . 
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其 中 NN 为 pCz) 属于 万 的 零点 个 数 ，P 为 其 属于 万 的 极点 个 数 ,这 里 计算 堆 
点 与 极点 个 数 的 方法 按照 上 述 原则 进行 ， 并且 也 要 把 重 数 考虑 在 内 , 例如 函数 


Cz—10)3 (to 为 工 的 一 个 光滑 点 ) 
在 万 上 的 to 处 有 半 个 4/3 重 零点 ， 因此 属于 万 的 这 个 零点 的 个 数 应 算 作 


1、4_ 2 
二 X 了 二 了 


(7. 22) 是 解析 函数 论 中 推广 的 辐 角 原理 .. 运用 这 里 所 阐述 的 观点 ， 可 使 
经 典 函 数论 中 一 些 问题 的 叙述 和 论证 简便 得 多 

我 们 熟知 ， 留 数 定理 可 用 来 计算 一 些 定 积分 的 值 ， 推广 的 留 数 定理 也 有 
类 似 的 用 处 . 今 举 数 例如 下 ， 

例 1 试 计算 


十 co in 
了 =| sdz， 0 字 7>0， 


其 中 mr 同 为 奇数 或 同 为 偶数 . 
解 首先 ,我 们 来 考虑 高 阶 奇异 积分 


帮 罕 de (ks 均 为 正 整数 )， 


其 中 为 以 原 让 为 中 心 、 以 尺 为 半径 的 上 半圆 盘 的 周 界 ， 并 取 反 时 针 向 为 下 
向 . 被 积 函 数 在 这 闭 半圆 盘 上 只 4 有 了 唯一 的 一 个 + 阶 极点 z = 0 于 下 上 . 由 定理 
1.7.3 知 ， 

上 二 dz 一 2ri。 res 一 全 1. 
各 的 Jorian 引 直立, 妈 当 尼 一 + 时 ,此 在 的 具有 
分 趋 于 零 ， 从 而 

十 co @ir 

| = i 1， ssk = 1, 2 ,0 (7. 23) 
当然 上 式 中 左边 积分 在 oo 处 要 理解 为 主 值 积分 . 分 别 考虑 为 个 数 或 奇数 情 
况 , 并 将 实 部 与 虚 部 分 开 , 便 得 


2s—1 
万 BE dz 一 (一 1 SD, s=1,2,; (7.24) 
59 sin (2 十 Dz 1s (2k+ DD)’ 
| ztl 一 《 1) 一 C2s)1 1 ， 5 二 0,1,.. (7. 25) 


但 是 , 我 们 有 恒等式 0， 


@ 见 [43j. 也 不 难 用 归纳 法 证 明 . 
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sinpz 二 高 Cr +12 1cheacos2kr], 
sinzmHz 一 oP 1)*C2mil sin (2k + 1)z. 
k=0 
于 是 , 当 n = 2m,r 二 2s 时, 利用 (7.23),(7. 24)， 并 注意 (7. 23) 当 & 二 0， 


I 二 co 
Tzm,2s = 和 >) 《一 DeC 和 | os dz 
4 a1 并 


= 2 9 DCm, (2602 


"i “(2s—1)! 
2m)ix 1 ks AR2 1 
”4025 一 二 生生 D) (m— Rk)!Cmtk)! 


Dm 1x (m— 7) 
Ps 1)! Se jGm DT 


当 n 二 2m 十 1, r= 二 25 十 1 时 , 利用 (7.25), 类 似 地 可 得 
Tamt1,2s+1 一 高， 之 (一 rch dz 


= m+ Dry (Tt (2k 十 1 经 


4 它 / mh!mt ET 
1_. 2s 
CC D™ “(2m+ Dry 1)i (m+ 2 ) 
4 (25)1 pe 71(2m 十 1 一 721 
以 上 两 个 式 子 可 统一 写成 
二 1 
十 too Sin"z (一 1) 卫 7 n/n 
: | r= > -DiC($-i) >7. 


(7. 26) 
当 ? < 时 ，(7. 26) 在 高 阶 奇异 积分 的 意义 下 也 成 立 . 


例 2 如 图 1-23 所 示 , 考虑 积分 | 所 dz, 其 中 扇形 中 心 角 为 7, 0 过 7 过 
wx， 由 此 计算 
由 人” ssinzadr， 1 之 0. 六 
0 外 
解 由 推广 的 留 数 定理 , 应 有 0 R 


| stz=2xi 之 =X 图 1-23 
Fad 27 


6 一 一 一 一 下 EECauchy 型 积分 
令 尺 一 上 co, 由 上 式 立 即 可 得 


+eo ei 0 eipe” 四 

| 二 dz +|_ oe 一 Yi. 
取 此 式 两 边 的 虚 部 , 便 得 

| sin 工 一 e zsnysin(zcosy) dz 

0 并 . 


2: 一 7， 
从 而 
| € "inYsin(xcos Dg =[ sinz y= Tt—y; 
0 工 0 I 2 


最 后 式 子 左边 的 积分 已 是 收敛 的 反常 积分 .在 上 式 中 令 8= 了 一， 便 得 


| sinCzsing) 一 8， 18| 过 也 . (7. 27) 
特别 , 当 6 汪 0 时 , 令 和 二 cotB8, (7. 27) 还 可 写成 
三 SSinzdz 一 arccotA,， A>0; (7.27)" 
这 与 熟知 的 结果 是 一 致 的 . 
例 3 考察 积分 


l—e”] 
TH Oz, 0<=p<1, 


其 中 本 为 图 1-23 中 y= x 时 上 半圆 盘 的 边界 , z?+! 取 定 在 这 半圆 盘 中 的 一 全 
纯 分 支 , 使 在 正 实 轴 上 取 正 值 . 由 此 证 明 


-oo oo 
| SosZdz = tan 过 | snzg (7. 28) 


0 zx? xz? 
证 由 于 为 分 数 , 故 由 推广 的 留 数 定理 ， 上 述 积 分 等 于 零 . 令 R -> 
十 ce， 分 开 实 部 与 虚 部 , 并 注意 到 + 在 负 实 轴 上 的 辐 角 为 (p 十 1)x, 可 得 
| 三 1 一 cos2zj， ~ _ sinpr | sin27x 


| 0 zl 1 一 cos prJo 工作 1 
此 式 又 可 改写 为 
pr 
too sin2r cot 2 fo sinz 
| zpHi dr = 21—p | 。 Zor dr, 0<p<1. (7. 29) 


若 在 (7. 29) 两 边 分 部 积分 , 经 化 简 后 , 便 可 得 (7. 28). 
最 后 我 们 提醒 注意 , 定理 1. 7. 4 中 的 条 件 (7. 20) 不 能 省 去 ， 如 果 没 有 这 
一 条 件 , 公式 (7. 21) 一 般 不 成 立 . 例如 , 设 
A 上 B 4 二 BC 一 略 ) 扩 1 
(t—to)? t—to (tC— to0)? 


p(t) = 


，1<p<2, 


章 中 |, Gt)f0) -| 
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其 中 加 为 L 上 一 点 . 现在 (一 6)?gp(z) 在 上 一 to 处 无 导数 , 但 这 时 显然 
二 | gD dt = aoB, 


其 中 oo 为 DD 在 to 处 的 张 度 . 这 就 是 说 , 在 这 种 情况 下 ,gp(z) 虽然 在 处 有 分 
数 阶 “极点 ”, 但 在 计算 上 述 积分 时 , 这 个 极点 还 是 要 起 作用 的 , 不 能 把 它 略 
去 不 予 考虑 ， 且 仍 可 记 B 一 resg(to). 对 于 这 类 极点 ， 仍 应 计 人 (7. 17) 式 右 


边 最 后 的 >,，” 求 和 记号 中 . 

一 般 , 如 果 在 L 上 一 点 + 一 to 附近 ， 

p e, 
PD ”名 (一 如) 广 
而 go lt) 在 L 上 to 附近 连续 , 则 仍 记 co == res p(to). 而 对 这 种 点 加， 在 

该 点 的 留 数 仍 要 计 入 (7. 21) 式 右 边 的 >)” 中 . 或 者 也 可 这 样 看 : 对 于 满足 
条 件 (7. 20) 的 诸 点 志 ， 可 以 认为 f(2) 在 这 些 点 处 的 留 数 为 零 , 因此 推广 的 留 
数 定 理 仍 可 统一 地 用 (7. 19) 式 表示 . 

有 关 留 数 定 理 的 进 一 步 推 广 及 其 应 用 , 钟 寿 国 做 了 不 少 工作 , 参看 
[59] ~ [62] 


p; 0， pi;1, 


习 题 


由 六 1 试 直接 导出 (7. 28) 式 . 
。 2. 试 自行 设计 利用 推广 的 留 数 定理 导出 一 些 定 积分 计算 公式 . 
”。 3. 对 于 多 连通 区 域 来 说 , 推广 的 贸 数 定理 应 如 何 叙述 ? 
,，， 4. 设 品 为 一 无 界 区 域 ,其 边界 为 两 端 延 伟 到 无 穷 远 的 分 段 光 江 曲线 . 斌 
将 留 数 定理 推广 到 这 类 区 域 上 去 
“5. 试 证 ; 如 果 Ap) E Hi 于 LL 一 a 上 , 则 


A to EL,to a,b; 


(t— to)? 人 1 一 


| 小 攻 时间 式 左边 到 于 和 为 


| p(t) 
人 (一 于 和 


是 PD 一 (1 一 0) f(z) 同样, 试 证 : 


人 儿 fe 门 f (2) [LA 十 BC 一 名 )] At) 
bp 4 (一 Fu+j。 ;一 有 一 -| (一 加) 


rp 


第 二 章 “封闭 曲线 情况 下 的 
基本 边 值 问题 


本 章 将 阑 述 在 封闭 曲线 和 Halder 连续 系数 下 的 最 基本 的 Riemann 边 值 
问题 、Hilbert 边 值 问题 和 复合 边 值 问题 , 并 对 ( 单 和 双 ) 周期 边 值 问题 作 详细 
的 讨论 . 


2.1 引 


wh 


2. 1. 1 Riemann 边 值 问题 的 提 法 


设 工 一 》\L 是 复 平面 中 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 组 , 各 从 而 
j=1 


整个 工 已 取 定 了 正 向 . 例如 , 不 妨 使 整 
个 平面 分 成 两 组 区 域 , 一 组 记 为 S+， 
都 位 于 工 的 正 ( 左 ) 侧 , 另 一 组 记 为 S-， 
都 位 于 工 的 负 ( 右 ) 侧 , 并 不 妨 认 为 z 二 
co 在 S 内 , 如 图 2-1 所 示 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 主要 讨论 下 一 有 
关 解 析 函 数 的 基本 边 值 问题 (及 其 一 些 
应 用 ) ， 称 为 Riemann 边 值 问题 ,或 简 
称 为 R 问题 : 

“ 求 以 工 为 跳跃 (间断 ) 曲线 的 一 分 区 全 纯 函 数 B(z), 满足 边 值 条 件 
GD =G0 8 G+g0(), 1tEL, (1.1) 

其 中 G(2) ,glz) 都 是 L 上 的 已 知 函 数 , 皆 € 态 . 如 果 要 求 BCz) 在 =o 处 至 多 
为 m 阶 的 , 则 此 间 题 将 记 为 R,,. 以 后 我 们 最 常 讨论 的 是 问题 Re 和 R_1，, 前 者 . 
要 求 BC(co) 有 限 , 后 者 要 求 B(oo) = 0. 


当 G(o 在 L 上 处 处 不 等 于 零 时 , 称 此 及 问题 为 正则 型 的 ; 否则 ， 称 之 为 
非 正 则 型 或 例外 型 的 . 


2.1.2 跳跃 问题 及 其 解法 


最 简单 的 R 问题 莫 过 于 跳跃 问题 , 即 在 (1. 1) 中 的 GQ) 三 1， 


DEG) = gt), tEL. (1. 2) 
我 们 还 设 是 在 R,, 中 求解 此 问题 . l 
由 于 g(t) € H, 由 Plemel} 人 立刻 可 以 想见 ， 
Vz) = 去 ， Sd, z 蕊 了 3 
是 满足 条 件 (1. 2) 的 : 
VD — YU)=g(), teEL. (1.4) 


由 (1.2),(1. 4) 知 ， 
DD = 0) — Ve). 

这 就 是 说 , F(z) 二 @(z) 一 亚 (z) 在 S+,S- 内 全 纯 , 且 在 的 两 侧 有 相同 的 边 
值 . 根据 解析 延 拓 的 定理 ,F(z) 必 在 全 平面 内 全 纯 . 

先 设 m 汪 0. 因为 下 (ce) 一 0, 故 F(z) 在 zz 一 cc 处 应 与 $B(z) 一 样 至 多 
有 光 阶 极点 .由 推广 的 Liouville 定 理 , 知 F(z) 必 为 一 至 多 m 次 的 多 项 式 . 所 
以 , 问题 (1. 2) 的 R,, 中 的 一 般 解 是 

Bz) -| ED q+p, (2), (1.5) 

其 中 PP,,(z) 为 一 任意 的 mw 次 多 项 式 D. 也 就 是 , 在 这 个 一 般 解 中 , 含有 十 1 
个 任意 ( 复 ) 常数 . 我 们 称 它 是 有 mm 十 1 个 ( 复 的 ) 自由 度 . 

如 果 (1. 2) 在 Ro 中 求解 , 即 要 求 B(co) 有 限 或 B(z) 在 z 二 co 处 解析 ， 
则 (1. 5) 中 应 取 Po(z) 二 常数 (任意 的 )， 即 解 的 自由 度 为 1. 

如 果 (1. 2) 在 R_; 中 求解 ， 即 要 求 BC(oo) 二 0, 则 应 取 P_i1(z) =0, 从 而 
问题 有 唯一 解 . 这 时 解 的 自由 度 为 0. 

如 果 (1. 2) 在 R_, 中 求解 , r 宇 2, 那么 即使 在 (1.5) 中 取 P_,(z) 一 0 也 不 
能 保证 G(z) 在 z = co 处 有 > 阶 零点 . 这 时 , 把 (1.5) 式 中 的 Cauchy 型 积分 


在 z= oo 附近 展开 为 Laurent 级 数 ,可 得 


@ ”以 后 几 是 讲 到 一 个 任意 mm 次 多 项 式 , 若 无 特别 声明 , 都 是 指 实际 次 数 不 超 过 滩 
移 任 意 复 系数 多 项 式 . 
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ll .1 
6(z) = byes a . 


ztl 
于 是 ， 为 了 保证 B(x) 在 ce 处 有 > 阶 堆 点， 须 且 只 人 须 
| ,gta =0, k= 0,1,.,r—2. (1.6) 


这 就 是 说 ， 当 且 仅 当 g (GD 满足 (1. 6) 的 > 一 1 个 条 件 ( 它 们 显然 是 独立 的 ) 时 ， 

问题 在 R_, 中 才 可 解 , 且 有 了 唯一 解 (1. 5) (其 中 多 项 式 取 为 0). 也 就 是 ， 当 

m 世 一 2 时 ( 即 7 二 一 m), g(?) 要 受到 一 《m 十 1) 个 ( 即 r 一 1 个 ) 约束 条 件 时 ， 

它 才 有 唯一 解 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 也 说 , 解 有 mx 十 1 个 (为 负数 !) 自由 度 . 
这 样 , 我 们 便 有 


定理 2.1.1 跳跃 问题 (1.2) 在 R,, 中 求解 时 , 其 一 般 解 含有 m 十 1 个 自由 度 . 
具体 说 来 ， 当 mm 守 0 时 , 其 解 由 (1.5) 给 出 , 其 中 P,(z) 为 m 次 任意 多 
项 式 ; 当 m 二 一 1 时, 它 有 唯一 解 (在 (1.5) 中 令 Po(z) 一 0); 当 m 志 一 2 
时 ， 当 且 仅 当 满 足 一 (m 十 1) 个 可 解 条 件 时 ， 它 才 有 上 述 唯一 解 . 


以 后 我 们 总 把 mn 次 任意 多 项 式 P,(z) 当 m 一 0 时 理解 为 恒 等 于 零 ， 于 是 
(1.2) 在 R,, 中 的 解 总 可 写 为 (1. 5) (当头 委 一 2 时 如 果 它 可 解 的 话 ). 

由 Privalov 定理 ,可知 @+(bE H 于 L 上 . 

习 题 

1. 在 问题 (1. 2) 中 , 如果 允 许 @(z) 在 z 二 co 处 有 本 性 奇 点 ， 则 会 产生 什 
么 结果 ? 
， 2. 在 问题 (1. 2》 中 ， 如 果 人 允许 和 (z) 在 扩充 复 平面 上 有 有 限 个 极点 (当然 
都 不 在 曲线 世上 )， 结 果 又 会 怎样 ? 

3. 设 工 为 单位 圆周 1t| 一 1， 且 已 取 定 反 时 针 向 为 其 正 向 ， 求 分 区 全 纯 
， 函数 BCz), 使 | 

Dt) = (Feos0, t= e000RK2n, 

县 要 求 BC(oo) 有 界 ， 


2.2 齐 次 Riemann 边 值 问题 


2.2.1 齐 次 R 问 题 与 指标 概念 
在 问题 (1. 1) 中 , 如 果 g() 二 0, 则 称 它 为 齐 次 Riemann 问题 或 齐 次 及 问 


| 
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题 . 即 要 求 一 分 区 全 纯 函 数 @B(z)， 以 工 为 跳跃 曲线 , 使 得 

B=G0 G0, teL, (2. 1) 
其 中 GD 已 给 , € 互 , 且 G(Cz) 关 0. 为 简单 起 见 , 我 们 只 在 Re 中 求解 , 即 要 
求 @(ce) 有 限 . 

”从 形式 上 看 , 只 要 在 (2. 1) 中 两 边 取 对 数 , 就 可 变 为 跳跃 问题 (1. 2), 其 
中 g(2) ==logG(z). 但 一 般 说 来 这 样 做 是 不 行 的 , 因为 这 时 logG(z) 可 能 是 多 
值 函 数 , 由 于 当 t 沿 各 个 L; 正 向 环行 一 周 时 ,其 虚 部 argG(z) 可 能 会 增加 2 
的 茶 整 数 倍 . 这 样 看 来 ， 整 数值 


K; 一 ilog GY, = [LargGO, 9 了 = 1,2,*,n . (2. 2) . 


量 。 有 着 重要 的 意义 , 称 为 GC) 关于 L 的 指标 , 记 为 
_ = Ind,G(D; 


;而 把 二 > 称 为 GD) 关于 工 的 指标 , 记 为 
~ j=1 


4 一 3s = IndrGGD = 2) Ind,G(), (2.3) 
j=1 


浊 。 也 称 为 问题 (2.1) 的 指标 . 
; 洲 。 : 可 注意 到 , wj 的 值 与 logG(z) 或 argG(GD 在 L; 上 取 定 哪 一 支 无 关 ,, 即 x; 
, 吉 。 从 而 < 完全 由 G(b 确定 , 而 与 (2.2) 中 的 对 数 支 的 选择 无 关 . 还 可 看 出 , 这 时 
有 17G(Co 的 指标 为 一 < 还 易 证 明 , 若 H(z) 关 0 也 是 L 上 的 连续 函数 ， 则 
GC HG) 的 指标 为 Gz) 与 H(z) 的 指标 之 和 , 而 GLz)/H(z) 的 指标 为 它们 
”之 差 . 最 后 我 们 指出 , 当 L( 亦 即 各 L; ) 改变 相反 的 指向 为 正 向 时 , GCz) 的 指 
村。 标 ^ 就 变 成 一 “< 

和 2 2.2 ” 齐 次 R 问题 的 解法 一 一 简单 情况 

二 x+ 本 段 讨论 工 仅 由 一 条 光滑 封闭 曲线 构成 的 情况 , 并 设 它 已 取 定 反 时 针 向 
前 其 正 向 ; 若 无 特别 声明 , 指 的 是 在 Ro 中 求解 . 随 着 GCz) 的 指标 «为 零 、 为 
b” 正 或 为 负 , 情况 有 所 不 同 , 今 分 述 如 下 : 

(1” 设 x 二 0. 这 一 情况 特别 简单 ,因为 这 时 logG(z) 是 二 上 的 单 值 函数 
《如 果 取 定 一 确定 分 支 )， 暂时 认为 $+(z) 在 L 上 关 0, 并 且 单 值 , 则 在 (2. 1) 
中 取 对 数 后 ， 便 成 为 下 列 跳 耻 问 题 : 

和 log®t(t) = log® (1)+logG(), 1€EL. (2. 4) 
.这 时 T(z) 二 log @(z) 也 是 分 区 全 纯 的 . 由 2. 1 节 的 结果 知 ， 


rz) = | logG(W i,, EL (2.5) 


一 之 
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是 其 一 个 解 ， 且 Tece) = 0. 因此 我 们 得 到 X(z) 一 ert2 应 是 (2. 1) 的 一 个 解 . 
以 上 我 们 作 了 一 些 根据 不 足 的 假定 . 但 我 们 可 以 通过 Plemeli 公式 直接 进行 
验证 ， 

Xz) = er = exp{ 翅 人 (2.6) 


L tz 
确实 是 (2. 1) 的 一 个 特 解 : 
Xt) =GD X00), tEL. (2.7) 
此 外 , 还 可 看 到 , X+(t) 关 0 于 L 上, 又 XCco) = 1. 
为 求 得 (2. 1) 在 Re 中 的 一 般 解 ,由 (2. 1) 和 (2. 7), 得 


和 (OO 

Xt(t) XC 
故 F(z) 一 Re 在 全 平面 全 纯 ， 又 因 @B(oo) 有 界 , 故 F(oo) 也 有 界 . 由 
Liouville 定理 , 它 是 一 常数 ， 即 问题 (2. 1) 在 Ro 中 的 一 般 解 为 

D(z) = CX (2),， (2. 8) 


其 中 C 为 任意 常数 ,而 X(Cz) 由 (2. 6) 给 出 . 
, 注意 ,如果 在 问题 (2. 1) 中 还 要 求 BCoo) = 0， 则 因 X(Cco) = 1, 故 必须 
在 (2. 8) 中 令 C=0, 即 问题 (2.1) 在 R_1 中 只 有 零 解 ; 在 R-,(r 汪 0) 中 当然 
更 只 能 有 零 解 . 如 果 人 允许 B(z) 在 z 二 oo 处 至 多 有 m 阶 极点 , 即 在 RCm>> 
0) 中 求解 ， 则 (2. 1) 的 一 般 解 为 
Bz) = P,,(z) XC(z), (2. 9) 
这 里 P,, (z) 为 m 次 任意 多 项 式 . 
最 后 , 提醒 读者 , 在 (2. 6) 中 另 取 1logG(z) 的 一 支 时 , X(z) 并 不 会 改变 . 
请 读者 自己 验证 . 
2” 设 kx 0. 这 时 logG(z) 是 世上 的 多 值 函 数 , 我 们 要 设法 避 开 这 一 困 
难 . 在 L 所 围 内 域 中 任意 取 定 一 点 zo. 注意 函数 (1 一 zo)* 关于 L 的 指标 为 x， 
所 以 Co 四 .一 对 一 ao) GD 关于 工 的 指标 为 震 . 因此 , 我 们 可 以 把 问题 
(2. 1) 改写 为 


BD) =GDG—z)B (4), teL, (2. 10) 
并 令 亚 (z) 为 一 新 的 分 区 全 纯 函 数 ， 
| GD(z), 当 S+; 
vo -| ” ES (2.11) 
(z 一 20) D(z), 当 zES » 


则 (2. 10) 就 是 亚 (z) 的 一 个 R 问题 : 
Vi) =G0) 0G), tiEL. (2. 12) 
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”注意 B(co) 有 界 , 因为 在 Re 中 求解 , 故 更 (z) 在 ce 处 至 多 为 阶 . 即 我 们 要 
求 对 (2. 12) 在 Ru 中 求解 . 如 果 记 
二 So， -ED 
则 由 (2. 9) 知 , 问题 (2. 12) 的 一 般 解 为 
V(z) 一 P,(z) Xo (z), 
这 里 人 (z) 是 x 次 任意 多 项 式 . 回 到 Bz), 则 得 问题 (2. 1) 在 Re 中 的 一 般 解 为 


Xo (z) = exp| 


2 = P.(z)X(z), (2.13) 

a. | : Xt(z) = er ， - S+; 、 
了 “ 丰 (z) 二 ， 当 * (2. 14) 
2 测 入 《z) 一 (z— zo0) el a 当 Zz ft S 9 

“5: “而 这 里 

于 T(z) = 去 让 Og (2.15) 
- 塌 ， ， nl 了 一 之 


“注意, 由 于 zw € S+， 所 以 X(z) 从 而 6(z) 的 确 是 分 区 全 纯 函 数 ， 


下 ; ， .如 果 补充 要 求 8(co) = 0， 即 在 R_: 中 求解 , 则 (2. 3) 中 的 多 项 式 Pe(z) 
类 票 改 为 Pi1(z). 同 理 , 如果 (2. 1) 在 Rn 中 求解 (m > 0)， 则 其 一 般 解 要 在 
训 (2.13) 中 把 P.(z) 改 为 P_。(z); 而 当 k 二 m 时 , 它 只 有 零 解 . : 
和 注 x 一 0 的 情况 也 可 概括 在 这 一 情况 中 . 

3” 设 x 过 0. 仍 令 zo ,Go(z), 亚 (z) 如 前 . 这 时 , 所 不 同 的 是 : 因 g8(ce) 有 
.有限 , 由 (2.11), 故 W(x) 在 z= co 处 至 少 有 一 < 阶 零 点 . 由 此 可 见 , 对 指标 为 
和 0 的 问题 (2.12), 在 R, 中 求解 时 , 由 1 知 , 它 只 有 零 解 ! 从 而 (2. 1) 在 Re 中 
也 只 有 零 解 . 

天 综 上 所 述 ,我 们 便 得 


时 2. 2.1 对 于 齐 次 及 问题 (2. 1)， 如 果 要 求 有 (ceo) 有 界 , 外 在 Ro 中 求解 ， 
” 则 当 其 指标 上 之 0 时 问题 有 # 十 1 个 线性 无 关 的 解 ， 而 当 kK<<0O 时 ， 它 只 


.， 有 和 零 解 . 


二 这 里 所 说 的 < 十 1 个 解 ( 0 时)， 由 (2.13), 为 

X(z) ,ZX (z) ,XZ), 

兢 见 它们 为 线性 无 关 的 ( 指 在 复 系数 域内 ). 

有 .… 同 理 ， 如果 要 求 6(ce) = 0 即 在 R_ 中 求解 , 则 当 x 汪 0 时 , (2.1) 有 < 

给 线 性 无 关 的 解 ; 当 k 过 0 时 , 它 只 有 零 解 . 读者 也 容易 给 出 (2. 1) 在 R 中 
散 时 的 结果 . 


< 
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2.2.3 典 则 函数 


无 论 x 取 值 如 何 , 由 (2. 14) 式 定义 的 分 区 全 纯 函 数 X(z) 有 以 下 的 特点 : 

1. XHOD = GG) X (Di 

I. 在 整个 有 限 平面 上 X(z) 闫 0, 包括 在 L 上 X+(z) 关 0; 

亚 . 在 z= co 处 X(z) 有 有 限 阶 , 其 阶 数 为 一 x. 
这 几 点 都 容易 直接 验证 . 性 质 I 说明, 不 论 x 如 何 , 它 是 齐 次 及 问题 (2. 1) 的 
一 个 特 解 ; 且 由 亚 , 它 是 R_ 中 的 解 . 我 们 把 X(z) 或 CX (z)(C 为 任意 非 零 
常数 ) 称 为 齐 次 R 问题 的 典 则 解 或 典 则 函数 . 一 般 说 来 , 一 个 分 区 全 纯 函 数 
X(z) 若 具有 以 上 三 个 性 质 , 就 称 它 为 问题 (2. 1) 的 一 个 典 则 函数 .注意 , 在 
这 一 定义 中 , 并 不 一 定 要 限定 区 的 正 向 如 何 选取 . 容易 证 明 ，(2. 1) 的 任何 典 
则 函数 必 为 CX (z) 之 形 (C 关 0). 

我 们 还 应 注意 , X+(t) € 甩 于 L 上 . 这 由 1. 3.1 段 中 的 Privalov 定理 以 
及 X(z) 的 结构 立刻 可 以 看 出 ， 当 然 这 里 还 要 用 到 1. 2. 3 段 中 的 一 些 性 质 . 

以 上 假定 了 工 取 反 时 针 向 为 正 向 . 如 果 问 题 (2. 1) 中 的 工 以 顺 时 针 向 为 正 向 , 也 可 类 
似 地 去 求 其 典 则 函数 ， 从 而 求 出 其 (例如 在 Re 中 的 ) 一 般 解 . 这 时 典 则 函数 的 作法 见 本 节 
末 习 题 2， 当 然 这 时 也 可 把 工 的 正 向 再 掉 转 来 成 为 反 时 针 向 ,从 而 时 (2) 也 要 相应 地 分 别 
改 为 Gr (2)， 因而 (2. 1) 成 为 

全 (一 < TD 

然后 再 按 本 段 中 方法 求解 .最 后 结果 自然 是 一 样 的 . 


2.2.4 齐 次 R 问 题 的 解法 一 一 一般 情 况 


现在 回 到 一 > 的 一般 情况 (> 1), 并 设备 工 已 取 定 正 向 如 本 章 
1 


开始 时 所 作 的 那样 , 且 z= ce 在 S 内 (参看 图 2-1). 虽然 这 样 做 并 非 必要 ， 
但 却 可 使 叙述 简明 . 现在 来 求解 齐 次 问题 (2. 1), 仍 设 G() E H, G(#) 头 0， 

亦 即 , 对 每 一 j, 当 1 € LL 时 , G(2) 二 6G;(2) € H, 且 G() 关 0 于 L; 上 . 
我 们 对 每 一 上 ，G = 1,2,…,n) 作 问 题 (2. 1) (限于 1 € L; 上 ) 的 典 则 函 

数 Xi(z)， 于 是 

XI =G (DX), t€L,, (2. 16) 
且 Xj;(z) 和 0 于 全 复 平面 , 在 ce 处 有 一 心 一 一 Indr Gj;(t) 阶 . 由 于 各 Lj 互 
不 相交 , 故 X;(z) 在 Lik 关门 上 全 纯 ， 从 而 
XI = XD), tEL, kj (2. 17) 
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现在 我 们 令 


XCz) = [I X; Cz), (2. 18) 
j=1 


则 X(z) 是 一 以 上 为 跳跃 曲线 的 分 区 全 纯 函 数 . 由 (2. 16) 与 (2. 17) 可 兄 ， 
Xt() = GX (4, telL, 

.， 且 X(z) 去 0 于 全 平面 上 , 包括 其 边 值 X(t) 关 0. 此 外 , X(z) 在 = 一 co 处 

著 。 的 阶 数 为 诸 Xi (x) 在 该 处 的 阶 数 之 和 ， 即 


一 2 ui 一 一 Sm, Gi(t) 一 一 IndiG(D = 一 上 
j= 


时 总 之 ， X(s) 清 足 上 段 中 的 性 质 【~ 这 种 满足 这 三 条 性 质 的 函数 仍 称 
县 为 (2.0 的 典 则 函数 或 与 则 解 . 因此 X(z) 或 CXK(z) (C 尖 0) 都 是 (2. 1) 的 典 
“ 则 函数 ， 且 任何 典 则 函数 可 证 其 必 为 此 形 .又 很 明显 ，X(D E 有 H 于 L 上 , 因 - 
:为 每 个 X;(t) € 日 于 L; 上 . 

”这样 一 来 , 2. 2. 2 段 中 对 « 三 种 情况 的 讨论 都 成 立 ， 亦 即 ， 在 这 一 情况 
而 ,定理 2. 2. 1 仍 成 立 , 且 (2.1) 在 Re 中 的 一 般 解 仍 以 (2. 13) 给 出 , 但 X(z) 
二 要 以 (2. 18) 给 出 . 

最 后 我 们 指出 ，(2. 1) 的 解 B+ (2) 均 在 L 上 E HH, 此 仍 由 Privalov 定理 
阐 刻 可 知 . 
EE 习 题 

1 设 LL 为 一 封闭 光滑 曲线 , GCz) 在 所 国 的 闭 区 域 5 上 和 连续, 在 S 内 亚 
用 ,是 GCz) 天 0 于 世上 . 求证 : 

RR Ind1G(t) = N—P, 

了 :NT,P 分 别 为 G(z) 在 S 内 零点 与 极点 的 个 数 ( 重 数 要 计 入 个 数 中 ) 
2. 试 证 : 如 果 了 为 一 封闭 光滑 曲线 ， 以 顺 时 针 方 向 为 其 正 向 ， 则 
人 zo) er ， 当 zES+i 

X(z) 一 

el, 当 z € S- 

由 和风 题 (2. 1) 的 典 则 解 ， 其 中 上 一 IndiG(s), G(z) € H, GGD 关 0 于 L 上 ， 
i log[ (t — zo)*G(t 

i rg) -到 | gL — zo)"G()],, 


上 一 之 


四 仍 是 工 所 国内 域 中 的 一 点 ( 即 zo。 € S-)、 由 此 说 明定 理 2. 2. 1 仍 成 立 ， 
出 其 一 般 解 . 


3. 设 S+ 是 一 有 界 多 连通 区 域 , 其 边界 上 一 Li， 其 中 Lo 图 住 其他 所 
EE: ;一 
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有 的 工 (j 二 1,2,…,n). 取 工 的 正 向 使 S+ 在 其 左 侧 ，S 十 二 的 余 集 记 为 S . 
仍 设 GCD E 日, G(z) 关 0 于 荆 上 ，L 都 是 光滑 的 . 在 这 种 情况 下 ， 求解 Ro 1 
问题 (2. 1). 试 证 : 这 时 


加 


Ee _, 当 zES+i 
Xz) =1 (2 
J 二 . 
(z— zo) el ， 当 zES- 

是 问题 (2. 1) 的 典 则 函数 , 其 中 zo 为 S+ 内 取 定 的 一 点 , zj 为 L; G 之 1) 所 国 
内 域 中 取 定 的 点 ， 而 kj 为 GL(2) 在 L; 上 的 指标 ， 
log[ G—zo)™* I (~ z)%GC)] 

_ ji 


2 这 工 t—z 


T(z) = 


dt, zEL, 


其 中 «二 了 月 为 GD 在 L 上 的 指标 . 
j=0 


4. 上 题 中 ,如果 不 存在 Lo， 这 时 St 是 一 无 界 多 连通 区 域 , 则 问题 (2. 1) 
的 典 则 函数 有 怎样 的 表达 式 ? 


2.3 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 


2. 3.1 ” 非 齐 次 R 问题 的 求解 


现在 来 求解 非 齐 次 尺 问题 (1. 1), 其 中 (CD 闫 0. 这 里 L 二 > ZL 已 是 上 
j=1 


节 中 所 说 的 一 般 情 况 , 且 其 正 向 也 已 如 前 取 定 . 为 简单 起 见 , 仍 要 求 8(oo) 
有 界 ， 即 在 Ro 中 求解 . 仍 称 
x = Ind/G(2) (3.1) 
为 问题 (1. 1) 的 指标 ， 并 且 把 其 相应 的 齐 次 问题 (2. 1) 的 典 则 解 X(z)( 见 
(2. 18) 式 , 又 见 上 节 习 题 3) 称 为 问题 (1. 1) 的 典 则 函数 (但 不 能 叫 典 则 解 ). 
由 X(z) 的 性 质 工 (2. 2. 3 段 )， 问 题 (1. 1) 可 改写 为 
对 人 DO) 8g) 


:EL. 


Xt XE Xt) 
如 果 记 F(z) 一 爱 池 ， 则 它 也 是 一 分 区 全 纯 函 数 ， 满 足 跳跃 条 件 


X(z 
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必 : F+() — F-() = ee， :EL. (3.2) 


注意 X(z) 在 z = 必 处 的 阶 数 为 一 we, 而 @(co) 有 界 , 因此 F(z) 在 < 二 co 处 
的 阶 数 至 多 为 x， 亦 即 , 这 个 跳跃 问题 要 在 R。 中 求解. 
因此 , 根据 2. 1. 2 段 中 的 结果 , 由 « 取 不 同 值 的 情况 , 可 得 问题 (1. 1) 在 
Ro 中 求解 的 结果 如 下 
1” 设 之 0. 由 (1.5), 跳跃 问题 (3.2) 在 R。 中 的 一 般 解 为 
(1) dt 
F(z z) 一 下 re 了 十 PCz); 
而 到 BCz), 便 得 非 齐 次 问题 (1. 1) 在 Re 中 的 一 般 解 为 
X(z) x | gD) dt 
2ri vr XT tz 
其 中 P.(z) 为 一 x 次 任意 多 项 式 . 
2” 设 x 一 一 1 这 时 F(z) 在 z 二 oo 处 至 多 有 一 阶 零点 ; 所 以 问题 (1. 1) 
在 Re 中 有 唯一 解 (3. 3), 但 其 中 P_1(z) 如 前 所 说 要 理解 为 恒 等 于 零 . 
3” 设 x 一 一 1. 由 2.1.2 段 知 , 跳跃 问题 (3.2) 在 R 中 当 且 仅 当 
| gD 
L XT+ (六 
证， 时 可 解 , 且 解 唯一 , 这 样 , 这 时 间 题 (1. 1) 在 Ro 中 的 可 解 条 件 为 (3. 4)， 当 它 
: 道人 们 满足 时 , 它 有 了 唯一 解 ， 并 仍 以 (3. 3) 给 出 ,当然 P,(z) 要 理解 为 恒 等 于 零 . 
: 因此 得 到 


$(z) = 二 PP.(z)X(z), 《3. 3) 


——dt = 0, k= 0， 1],: 一 KK 一 2 (9. 4) 


} 和 定理 2.3. 1 非 齐 次 问题 (1. 1) 在 @B(oo) 有 办 的 条 件 下 ， 当 其 指标 < 一 1 时 

本 无 条 件 可 解 ， 其 一 般 解 可 写成 (3. 3) ,其 中 P,(z) 为 次 任意 多 项 式 ; 而 
当 k 一 一 1 时 , 要 满足 一 k 一 1 个 可 解 条 件 (3.4) 时 才 可 解 ， 且 有 唯一 解 
(3.3) (P, 二 0). 总 之 , 这 个 Ro 问题 的 解 合 有 & 十 1 个 自由 度 


:车 以 后 经 常 要 用 到 的 , 除 在 R 中 外 ,问题 (1.1) 也 要 在 R_ 中 求解 ， 即 要 
时 求 BCoo) = 0. 这 时 F(z) 在 z= oo 处 的 阶 数 至 多 为 一 1. 所 以 相应 的 跳跃 问 
FE: 人 2 要 在 R- 中 求解 这 样 ， 同 理 又 可 得 


2 3.2 非 齐 次 问题 (1. 1) 在 要 求 @(oo) 一 0 的 条 件 下 ， 当 上 之 0 时 无 条 
i 件 可 解 ， 且 其 一 般 解 为 


XO gGD dt a 
D0) ori Kr tz + Pe OK), 人 
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其 中 Pi1(z) 为 k 一 1 次 任意 多 项 式 (P 1 二 0); 而 当 上 < 0 时 ， 当 且 仅 当 | 


gDF _ ol 3.6 1 
| KT = 0， k= 0,1,* "sk 《 ) | 


满足 时 才 有 解 ， 且 解 唯一 ， 仍 由 (3. 5) 给 出 (Pe 一 0) 总 之 ， 这 一 问题 
在 民 _1 中 的 解 有 xk 个 自由 度 . . 


不 消 说 , 在 任何 情况 下 , @+(2) € 日 于 L 上 . 
2.3.2 相 联 问题 


对 于 非 齐 次 RR 间 题 (1. 1) 或 其 相应 的 齐 次 R 问 题 (2.1), 我 们 称 下 一 齐 次 
R 问题 
+ 站 一 一 
VY (1) Bs (2), i1€EL, (3. 7) 
为 其 相 联 的 R 问题 . 它 与 原来 的 R 问题 (1. 1) 之 间 有 着 密切 的 关系 .. 
首先 注意 ，(3. 7) 的 指标 x 为 


= Indr (= 一 一 IndiG(D 一 一 Ai 


ds)= 

且 若 X(z) 为 (1. 1) 的 典 则 函数 , 则 1/X(z) 是 (3.7) 的 典 则 函数 . 

我 们 考虑 问题 (1. 1) 与 (3. 7) 都 在 信 _; 中 求解 ， 即 分 别 要 求 
G(co) =0,， Yo) 一 0. 

由 2.2.4 段 知 , 当 w 汪 >0( 即 二 0) 时 , (3.7) 的 一 般 解 为 


有 Pl (z) 
V(z) 一 XCz) 9 
亦 即 , 其 线性 无 关 完 全 解 组 为 = 
| 一 ~ 二 os 一 一 一 一 
Wi (z) ~ XC) (k= 0,1, 9 Kk 1)., 


于 是 条 件 (3. 6) 就 是 
| gd =o, k=0,1,,—k—l. (3. 8) 


亦 即 ， gC) 与 更 二 (0 正 交 , 也 就 与 (3. 7) 的 任何 解 的 正 边 值 炙 + (1) 正 交 ， 而 当 
x 安 0( 即 x 之 0) 时 , 问题 (3. 7) 只 有 零 解 , 这 时 也 可 说 g(2) 与 这 零 解 正 交 , 而 
这 时 问题 (1. 1) 在 R_ 中 是 无 条 件 可 解 的 . 因此 由 定理 2. 3.2 可 知 , 我 们 有 


定理 2.3.3 R 问题 (1.1) 要 求 @(ce) 一 0 时 当 且 仅 当 g(b 与 其 相 联 问题 . 
(3. 7) 满足 更 (ee) 一 0 的 一 切 解 的 正 边 值 正 交 时 才 是 可 解 的 . 
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由。 注意， 如果 在 别 的 Row 中 (例如 在 Ro 中 ) 考虑 问题 ,上述 定理 不 能 成 立 . 
-最 后 我 们 指出 ，(3. 7) 的 相 联 问题 是 (2. 1)， 即 相 联 关系 是 互 逆 的 . 


习 题 
-也 设 工 为 一 封闭 光滑 曲线 ， 以 反 时 针 间 为 正 向 ， 求 解 及 问题 


十 _ 全 一 让 一 2 2t 
全 一 Ci 二 区 人 十 TO， 


J 颁 中 i,2i 在 St 内 ,一 i, 一 31 在 S- 内 ,并 要 求 @(oo) 一 0. 


士 ] Co 十 Ciz 
答对 (9 二 请 十 三 区 区， 其中 GG 为 任意 常数 


“本 2 工 同 上 , 但 设 一 i 在 S+ 内 , i,2i, 一 2i 在 S- 内 . R 问 题 
到 HH 一 下 -DG 一 2D 2t(t— 2 (at +1) 
TDHFIaTa Dt OTDGteD ， 


了. IEL，G6(co) = 0， 
当 a 取 何 值 时 才 是 可 解 的 ?并 求 出 解 来 . 

对 答 a 二 一 i; 且 这 时 $+ (z) 一 ee $$ (z) = 0. 

下 3， 求解 
| BD) HD OU) = gt), 1tEL, g(t) € H, $(%%) = 0, 
岂 罕 了 为 一 条 或 有 限 条 互 不 相交 的 封闭 光滑 上 曲线 . 


4. 设 工 一 >)L 如 正文 所 述 ,但 菜 些 L; 与 L4 在 个 别 点 处 相 切 ， 问 本 节 
名 


茵 所 得 结果 是 否 适用 于 这 种 情况 ? 
基 、5. 若 工 由 一 些 互 不 相交 的 分 段 光滑 封闭 曲线 构成 ， 试 证 本 节 所 论 对 这 种 
了 也 成 立 ， 所 求 得 的 解 即使 在 工 的 角 点 处 也 满足 原 人 问题 . 


四 f 全 i 
Ta 
A 


ti:€EL, 


过 人 


时 ”2.4 无 穷 曲 线 上 的 Riemann 边 值 问题 


散在 个 实 机 上 的 问题 


本 段 中 考虑 工 是 一 无 穷 直 线 时 的 及 问题 , 不 妨 设 志 就 是 整个 z 轴 , 记 为 
陷 要 求解 下 一 R 问题 ， 

) Bi(z) 一 G(z) B(x)+g(z), rEX, (4.1) 
虹 租 设 G(z) 关 0, 有 目 G(co) 存在 , 也 去 03 而 代替 及 类 , 我 们 假定 G(z)， 
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g(z) E 站 于 上 土 ( 见 1. 5.1 段 ), 于 是 gloo) 也 存在 . XX 的 正 向 已 取 定 为 z 轴 ， 
的 正 向 , 并 把 上 半 平 面 记 为 Z+, 下 半 平 面 记 为 Z-. 为 确定 起 见 , 要 求 @B(oo) | 
有 界 , 意 指 @(z) 当 z € Zi 或 z€E ZZ 而 -co 时, 极限 G+ Coo) 和 G (co) 分 
别 存在 (当然 在 XX 上 , B+( 十 00) = B+( 一 00)). 

由 于 G(x) 去 0 于 关上 , G(z) € 顾 , 故 当 > 从 一 co 连续 上 升 变 到 十 co 1 
时 , 其 像 形成 一 封闭 连续 曲线 , 不 经 过 原点 ,因而 仍 可 定义 下 一 整数 


k 一 IndxG(zx) = 却 [argGCz)]x (4. 2) 


为 CCz) 或 问题 (4. 1) 的 指标 . . 

我 们 当然 可 以 用 分 式 线性 变换 把 XX 变 为 ww 平面 上 的 一 圆周 六 且 保 持 正 
向 ,因而 Z+ 分 别 变 成 厂 的 内 域 、 外域 S+, 于 是 所 提问 题 就 可 转化 为 ww 平面 
上 关于 丁 的 RR 问题 , 且 应 在 R 中 求解 . 但 用 下 面 的 方法 直接 讨论 也 并 不 麻烦 . 


令 


Gz) = (于 让 G(z)， 


易 证 Go (7) E 让 , Go(zx) 关 0, Go(ce) = G(co) 关 0，, 上 且 
Indx Go (x) = 0. 
先 考虑 齐 次 问题 
Gx) 一 GGz) GCCz)，zEX. (4. 3) 
把 它 改写 为 
Hz) 一 Go(z) V(r), rE X, 
这 里 已 令 
wa -| 当 z € QT 
(z—D)*B(z)，' 当 z EZ. 
Vz) 也 分 区 全 纯 ， 不 过 更 (z) 二 O(|z1*)( 当 z-> co). 再 令 


rz) = 2 ee log Go (zx) ~ 
Aij_ oo XZ 


由 于 Go (z) 的 指标 为 0, 故 其 对 数 可 取 定 为 一 单 信 支 , 且 易 证 log Go (zx) € 
站, 故 T+ (zx) 存在 , 且 也 E 让 , 又 T( 土 co) = 0 (定理 1.5.2). 再 记 


《4. 4) 


:Ny—x al (2) YL 十 ， 
xc 一 人 ex 当 z € 27; (04.5) 
(z—i)™*el®,， 当 z € 2Z-， 
则 立刻 可 知 
Xt (x) = G(r) X (xz). (4.6) | 


易 见 XCz) 满足 2. 2.3 段 中 的 性 质 工 一 下 .由 于 
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Dz) B(x) 
Xt(x) XC) 


故 FCz) 一 (各 在 全 平面 中 全 纯 , 且 在 oo 处 为 < 阶 . 故 当 之 0 时 , (4. 3) 的 
汪 般 解 为 


D(z) = Xz)P, (z),， (4.7) 
其 中 P.(z) 为 < 次 任意 多 项 式 ; 而 当 x 二 0 时, 它 只 有 零 解 . 
现 对 非 齐 次 问题 (4. 1) 进行 讨论 . 由 (4. 6) 式 ，(4. 1) 瑟 可 改写 为 
Bz) _ @(Cz) SCz) 


Xi(z) Xx) Xz) 和 
本 但 要 注意 ， 不 能 由 此 直接 应 用 Plemelj 公式 ,因为 一 般 说 来 
2 glx) _ rt 
起 Kies 一 (人 z 十 De mw g(r) 三 
《除非 < 委 0). 为 了 统一 起 见 , 不 论 x 如 何 , 令 
- i er(z) ， 当 zE€ ZT+; 
Y(z) ;wx (4.9) 
并 在 (4. 8) 中 遍 乘 (z 十 D“， 便 得 
考 D(z) _ Bz) ，&(CZ) 
Ey | Yt(z) Yr) Yt(z)’ 
机 SD 和 从 
半生 Va) =| SCz)dz 0 ex C4. 10) 


2ri oo Yt(Czr) (zr—z) 
了 i 上 式 就 可 改写 为 


3 Bt (z) LTD 
EL es -YD YY), 


IAA 


有 二 当 “ 过 0 时 ，F(z) 在 z= 一 i 处 有 < 阶 ( 即 它 当 上 > 之 0 时 有 “ 阶 极 点 ). 为 
了 它 在 此 处 有 界 ， 可 以 乘 上 一 因子 (z 十 D“; 但 这 样 一 来 , 在 z = 二 ce 处 它 将 有 
亦 即 ， 它 是 一 个 «次 多 项 式 ; 

- (z+D*F(z) = P,(z). 

县 样 ， 由 (4 10)， 最 后 得 (4. 1) 在 Ro 中 的 一 般 解 为 


_ Y(z) g (TI dr 
oz) = FE XP (4.11) 
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这 里 已 利用 了 (z 十 DY(z) 一 XX(z). 
当 k< 0 时 ，F(Gz) 在 全 平面 有 界 ， 故 必 为 常数 C， 即 
Bz) = Y(z)[V(z) 十 C]. 
但 这 时 在 = = 一 i 处 B(z) 一 般 要 产生 极点 . 若 « = 一 1, 为 要 消除 它 , 只 要 取 
C= 一 屯 (一 i) 就 可 达到 目的 ,因此 
Plz) = Y(z)[ 更 (z) 一 到 (一 这 ]. 
这 样 , 就 得 到 (4. 1) 的 唯一 解 
1 ft” g(rz)dzr 1 fo g(rz)dzx 
2 一 ve 去 Yt) 2ri-e | 
(4. 12) 
若 x 志 一 2, 即使 这 样 选取 C, 一 般 仍 不 能 消除 在 z = 一 i 处 的 极点 , 而 还 须 满足 
VD =0, k=1,2,.%…,—k—1, 
亦 即 
全 g(x)dz 
一 ee YT(r) (r+) 
当 且 仅 当 (4. 13) 满足 时 ，(4. 12) 就 是 (4. 1) 的 唯一 解 . 
于 是 , 我 们 有 


一 0， k=1,2,.…,—k—1]1. (4, 13) 


定理 2.4.1 实 轴 上 的 问题 (4.1), 要 求 B(oo) 有 界 时 ， 若 k 之 0, 则 其 一 般 解 
为 (4.11); 若 = 二 一 1， 则 它 有 唯一 解 (4.12); 若 k < 一 1， 当 且 仅 当 
(4.13) 满足 时 ， 它 才 有 解 ， 且 有 唯一 解 ， 总 之 ， 解 的 自由 度 为 上 十 1 


现在 来 考虑 问题 (4. 1) 使 @(ce) =0 的 解 . 这 时 , 显然 必须 gCco) ==0 才 
可 能 有 解 ; 故 上 述 F(z) 在 ce 处 为 零 . 因此 , 当 k 郑 0 时 ，(z 十 D“F(Cz) 为 一 1 


”次 多 项 式 ， 故 


| 8(CZ)dz 
Zri .一 Y+(z)(z 一 2 
为 其 一 般 解 , 其 中 P。: (z) 为 < 一 1 次 任意 多 项 式 (P_i (z) 二 0). 当 k 入 一 1 
时 , F(z) 圭 0, 故 
Too 立 ) dz 

oz) 一 YCOYCD 一 区 一 ee 人 ~ (4. 15) 
但 Y(z) 从 而 一 般 说 来 5(z) 在 > 一 一 ;处 有 一 上 < 阶 极点 .为 了 消除 这 一 点 , 应 
要 求 


D(z) 一 二 +X(z)P,1(z) (4. 14) 


Yo (一 D = 0, 到 一 0 1 一 KK 一 1， 
亦 即 
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too gx) dx 一 0 
-co Yt(z) (r++)* 


于 是 我 们 有 


k=1,2,.,—k. | (4. 16) 


定理 2.4 2 实 轴 上 的 问题 (4. 1) 要 求 B(oo) 二 0 时 ， 若 k 之 0, 则 其 一 般 解 
为 (4.14); 若 k 世 一 1, 则 当 且 仅 尖 满足 (4.16) 中 一 % 个 条 件 它 才 可 解 ， 
且 有 唯一 解 (4. 15). 在 任何 情况 下 ， 解 的 自由 度 为 k. 


2. 4. 2 几 点 说 明 


”在 上 段 讨论 的 问题 中 , 取 士 i 这 两 个 值 不 是 本 质 的 ， 可 以 取 任 何 € 
二 代替 一 ,了 任何 信和 Zt 代 着 二 
2” 基于 这 一 认识 ， 上 段 中 间 题 的 求解 方法 可 立刻 推广 到 下 列 问题 ; 求 


， 解 RR 问 题 (1. 1), 其 中 = 2 由 任意 有 限 条 平行 直线 Lj 组 成 . 设 工 ; 的 方 


= 程 为 y = cj ， 则 可 取 z 使 mz < mincj， 取 zx > maxc;，, 然后 仿照 前 段 方 
把 : 法 就 可 求解 

3 3” 若 在 前 段 中 把 x 轴 改 为 任 一 两 端 无 限 延伸 的 光滑 曲线 工 〈 设 已 取 定 
1 正 疝 , 并 把 全 平面 分 成 S+,S- 两 区 域 ), 但 要 求 工 的 伸 向 无 穷 的 两 端 有 确定 
:各 的 方向 , 即 工 上 的 动 点 : 处 的 切线 T, 当 上 沿 L 两 端 趋向 无 穷 远 时 各 有 一 确定 
斌 : 的 极限 方向 (图 2-2)， 对 于 这 种 曲线 上 的 R 问题 ,也 完全 可 用 上 段 中 的 方 
其 法 求解 . 这 时 可 取 z € S-, zs € S+, 其 
只。 余 做 法 完全 类 似 当然 这 里 先 要 把 1. 5 节 
:于 出 的 有 关 概念 和 公式 加 以 推广 , 例如 世上 
的 让 类 ， 其 上 的 Cauchy 理 积分 以 及 

3 plemel 公式 , 等 等 . 
(“以 上 问题 当然 也 可 推广 到 工 = 5 


和 的 情形 ， 其 中 每 个 工 ; 都 具有 上 述 曲 线 的 特 图 2-2 

EL 点, 且 彼 此 两 两 不 相交 . 

4 所 有 以 上 问题 都 可 通过 分 式 线性 变换 把 工 变 成 一 条 或 若干 条 封闭 曲 
族 组 成 的 ,不 过 在 = = oo 的 对 应 点 处 会 产生 一 些 特异 情况 ， 而 问题 就 可 化 
上 狂 六 上 的 相应 R 问题 去 求解 ， 且 在 求解 过 程 中 不 难处 理 上 述 特异 情况 . 


习 题 
了 1。 用 分 式 线性 变换 的 方法 证 明定 理 2. 4. 2. 
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2. 设 工 一 Li 十 Laz 由 两 条 平行 直线 Li,L2? 组 成 ， 试 在 Ro 中 求解 问题 
(4. 1). 
3. 设 在 图 2-2 中 ， 当 上 从 一 端 oo 处治 二 正 向 趋 于 另 一 端 ce 处 ， 其 正 向 切 


线 与 工 轴 正 向 间 的 夹 角 从 0_ 变 为 由 . 求 I 一 岂 :| -中 的 值 


2xiJLt—z 


人 一 入 
2r 


外 一 和 


答 当 zE€ 3 和 时 , [一 于 十 二 二 当 z=E S 时 ,1 一 一 方 二 一; 当 z 一 +€ 


人 一 和 
2r 


工时 , 工 一 


提示 “用 分 式 线性 变换 求证 : 将 任何 点 zx 和 工 上 的 动 点 上 连接 成 一 直线 , 当 : 沿 工 某 
一 指向 趋 于 ce 时 ,， 此 直线 的 方向 必 趋 于 革 在 该 指向 在 无 穷 远 的 方向 


2.5 非 正 则 型 的 Riemann 边 值 问题 


2.5.1 齐 次 问题 


此 前 我 们 讨论 的 Riemann 边 值 问 题 ， 都 是 正则 型 情况 ,， 即 在 (1. 1) 中 .， 
G(z) 天 0 于 工 上 . 本 节 将 讨论 非 正则 型 情况 (或 称 例外 型 情况 ), 允许 GC?) 以 
及 1/G() 在 工 上 有 一 些 整数 阶 零点 . 仍 设 L 由 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲 
线 所 组 成 , 且 已 取 定 正 向 如 2. 1. 1 段 中 所 示 . 

我 们 先 来 讨论 齐 次 问题 : 求 分 区 全 纯 函 数 BC(z), 使 得 


tis . 
五 (1) LN (t), 1EL, (5. 1) 
其 中 GG) E 五 , 且 关 0, 而 
I (2):= I[ Ga) ， 12(t) = I GB)*, 5. 2) 
. j=1 . k=1 
这 里 wj ,Bi 都 在 L 上 , wo 关 及 ,4; ,和 都 是 正 整 数 , 我 们 并 记 

4= 2 p= Dn. (5. 3) 

- 了 一 1 k=1 


设 G() 关于 工 的 指标 为 <， 如 (2.3) 所 示 . 又 把 GCz) 如 (2. 7) 那样 分 解 
因子 : 


加 42 
Cr x) 


9» 


封闭 曲线 情况 下 的 基本 边 值 问 题 ， 
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其 中 X(z) 应 以 (2. 18) 给 出 , 则 (5. 1) 可 改写 为 


十 
DGD _ MDS (5. 4) 


Xt() XO) 
车 记 
EY, yee sr 时 
Q(z) = 
I (z)®(z) 


XCz) 9 当 zES 时 ， 


则 Qt GQ) = 0 GQ), 因此 Q(z) 在 全 平面 全 纯 . 又 因 X(z) 在 z 一 co 处 有 一 k 
阶 , 而 BCoo) 有 限 , 故 Q(z) 在 z= ce 处 阶 数 不 超 过 x 十 4. 因此 由 推广 的 - 
Liouville 定理 , Q(z) 为 一 任意 «十 4 次 多 项 式 P,(z)( 当 k 十 4 三 0 时 , 认为 
. 它 恒 等 于 零 ). 因此 , 齐 次 问题 (5. 1) 如 果 在 R。 中 有 和 解 ， 则 解 必 有 下 面 形式 : 


XCz) Pe (2) 本 
I Cz) 9 当 zE€ St 时 ; 
D(z) = (5. 5) 


Xz) Pan (z) 
i(z) 当 z€ 5 时 . 


但 由 于 G7 (2) ,8 (2) 必须 分 别 在 记 ,a 处 有 界 , 因此 必须 取 
Pr (z) = In (z)I1 (z)P, (z)， 
这 里 PCz) 为 x 一 4 次 任意 多 项 式 (x 一 py 过 0 时 它 二 0). 所 以 , 由 (5. 5), 最 
后 得 (5. 1) 在 Ro 中 的 一 般 解 
和 鸡 {were 当 zE St 时 ; 
S$(z) = (5. 6) 
I (z)X(z)P ,lz)， 当 z€ 5S 时 . 
于 是 我 们 有 


定理 2.5.1 齐 次 问题 (5.1) 在 Ro 中 求解 时 , 若 k 之 1 则 其 一 般 解 为 (5. 6)， 
其 中 P(xz) 为 任意 x 一 次 多 项 式 ; 若 k 二 j， 则 它 只 有 零 解 . 


如 果 要 求 (5. 1) 在 R_: 中 求解 , 则 只 要 在 上 面 结果 中 把 P。.(z) 改 为 
P。_ 1 (z) 即 可 . 


.5. 2。 非 齐 次 问题 


现在 来 考虑 非 齐 次 R 问题 
(2) 
I (2) 


; $+ (1) = 
和 其 中 gCD) € 日 于 L 上 ,其 他 记号 及 条 件 均 同 前 , 且 仍 设 在 R。 中 求解 


GDD (+e(t), 1tEL, (5.7) 


8 SEE 封闭 曲线 情况 下 的 基本 边 值 问题 


根据 上 段 的 做 法 ，(5. 7) 立刻 可 化 为 
LD TD -了 1 人 于 和 i€EL. (5.8) 


Xt (Cz) Xt (bt 
显然 ,此 式 右 边 最 后 一 项 在 L 上 仍 € HH. 
.1 Cy dr 一 
Vz) — | 严 吕 其 让 +EL, (5.9) 
则 
WD Wt) = ,0 渤 考 ， iEL; 
I (2) OD — Yi() = 也 () 多 wD), iE€L, 
且 Tce) = 0. 如 同 (5. 5) 时 那样 的 推理 ， 可 知 如 果 (5. 7) 有 解 ， 故 必 有 
XO 十 Pena(Cz)] 当 z € S+ 时 ; 
G(z) Hal?) (5. 10) 
之 ) 一 。 
XCz)[ Vz) 二 Pn 2] 当 z E 9S- 时 . 
Ih (z) 


但 由 于 (7) 应 在 L 上 有 界 , 故 必须 
PAR) +W es) =0, r=0,1,N;—1, j= 1,2,.,m 
PY CB) + WIRB) =0, s=0,1, ,ps OO—1, k=1,2,.,n 
由 此 去 求解 这 一 组 联 立 方程 ， 以 确定 Po (Cz) 的 系数 所 应 满足 的 条 件 ， 
便 可 完全 解决 所 提出 的 问题 . 但 这 样 做 较 麻烦 ， 甚 至 判定 这 方程 组 是 否 相 容 
也 不 容易 . 为 了 克服 这 一 困难 , 我 们 可 采取 如 下 的 方法 : 
先 作 p 一 和 十 /一 1 次 Hermite 插值 多 项 式 Q,(z), 使 得 
Qa) = VO) r=0,1,N—1, j= 1,2,.,m, 
QW Bi) = WO EB), $= 0 pg —1, k=1,2,.,n | 


(5. 11) 
这 种 插值 多 项 式 是 唯一 存在 的 DD. 我 们 令 | 
XLYz) 一 Qu(z] 当 z CE Sr 时 
@,(z) = 严 () (5. 12) 
X(Cz)[ 更 (z) — Q, Cz)] 
丽人 ， 当 =E S 时 . 


显然 哎 (2) 在 L 上 连续 , 且 满 足 (5. 7). 但 是 四 (z) 在 ce 处 的 阶 数 现在 是 


@ 可 参看 [39]. 虽然 那里 讲 的 是 实 域 中 的 问题 ， 但 显然 在 复 域 中 也 是 一 样 的 . 
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一 k 十 p 一 人 一 /一 K 一 上 | 
所 以 , 当 k 之 4 一 1 时 , @(z) 是 问题 (5. 7) 在 Re 中 的 一 个 特 解 . 结合 其 相应 
齐 次 问题 (5. 1) 的 一 般 解 (5. 6), 便 知 问题 (5. 7) > 时 在 Ro 中 的 一 


，， 般 解 为 

了 让 全 

2 zt 一 Q, 2) 二 I (z)X(2)P, ,(z), 

之 St 时 ; . 

征 Bz) 一 1 Xe ES 时 (5.13) 
| 元 二) 一 QH XP, 2) 

到 当 z E S- 时 . | 
让 现 设 x 过 py 一 1. 由 于 相应 的 齐 次 问题 在 Ro 中 只 有 零 解 , 故 若 (5.7) 在 Ro 
“ 苇 。 中 有 解 , 则 必 唯 一 , 且 即 B(x). 但 一 般 说 来 wo(z) 在 z 一 oo 处 有 jp 一 < 一 1 阶 


| 屯 级 点 ,所 以 要 想 它 在 Ro 中 , 还 必须 满足 一 < 一 1 个 条 件 . 这 些 是 gz) 所 应 
| ， 恬 约束 的 条 件 (部 分 地 加 在 Qu(z) 上 , 间接 地 也 是 加 在 .g(t) 上 ). 如 果 记 
i (: Q,(z) 一 4ozz 十 As 十 … “二 A。 (4 一 4 十 /一 1)， 
， 则 当 4 十 «之 一 1 时 ,上述 约束 条 件 应 为 

1 Au, =Al 一 … 一 A 一 0， 
W:Q,(2) 只 能 是 p 一 Cy 一 x 一 2) 一 1 二 4 十 x 次 多 项 式 Q 十 一 一 1 时 恒 为 零 ). 
医 澡 4 十 4 一 一 1 时 , 除 应 要 求 Q,(z) 三 0 外 , 还 应 要 求 (zx) 在 = =- co 处 有 
针 区 (4 十 x) 阶 零 点 , 亦 即 应 要 求 


: LAT A 4 9 
+ 本 
站 和 件 满 足 时 ，Go (z) 显然 确实 是 解 . 


” ”因此 我 们 有 


浴 理 2.5. 2 非 齐 次 问题 (5.7) 在 Ro 中 求解 时 ， 

(1) 若 k 十 1 之 jy, 其 一 般 解 为 (5.13)， 共 含 有 Kk 一 p 十 1 个 任意 常数 ; 
《i ) 若 k 十 1 之 y， 还 应 要 求 g(t) 满足 p 一 一 1 个 条 件 时 才 可 解 ， 且 解 
唯一 ; 

: 当 4 十 x 之 一 1 时 ,此 即 要 求 由 条 件 (5. 11) 所 作 的 插值 多 项 式 Q,(z) 只 能 
是 4 十 x 次 多 项 式 (4 十 k 一 一 1 时 , 要求 Q,(z) 三 0), 而 当 4 十 x 一 一 1 时 ， 
bi )， 除 和 要求 Q,(z) 三 0 外 ， 还 要 求 (5. 14) 满足 ; 这 时 唯一 解 以 (5. 12) 给 出 . 
总 之 ,问题 解 的 自由 度 为 一 jp 十 1. 
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习 题 


1. 求 问 题 (5.7) 的 Ri 中 的 解 . 
2. 把 本 节 所 论 推广 到 工 为 实数 轴 的 情形 . 


2.6 Hilbert 边 值 问题 


2.6.1 问题 的 提 法 


为 简单 起 见 , 我 们 设 S+ 是 一 单 连通 区 域 , 其 边界 工 为 一 封闭 光滑 曲线 ， 
以 反 时 针 向 为 正 向 . 

所 谓 S+ (L 所 围 内 域 ) 上 的 Hilbert 边 值 问题 (简称 于 问题 ) 的 提 法 如 下 ， 
求 在 S+ 内 的 全 纯 函 数 $+(z) = xz) 十 iv(z), 连续 到 St 十 L 上， 满足 边 值 条 件 


Re{[al() +i B00) =e0), tEL, (6. 1) 
其 中 a(2) ,6(2) ,clz) 都 是 已 给 在 上 上 € HH 的 实 函 数 ，(6. 1) 也 可 改写 为 
a(tult) — bv = cet), +tEL. C6. 1)7 


”经 过 保 形 映射 , 可 以 把 St 变 为 单位 圆 内 部 , 而 L 变 为 其 圆周 , 且 仍 以 反 
时 针 向 为 正 向 . 这 时 B+ 就 变 为 单位 圆 内 部 的 全 纯 函 数 中 ， 且 也 连续 到 闭 圆 
域 上 ; 又 a,65,c 分 别 变 为 a, ,5 ,c ,也 必 连 续 于 圆周 上 . 今 设 它们 在 单位 贺 
. 周 上 € HO. 

这 样 ,问题 (6. 1) 就 化 为 单位 圆 域 上 的 H 问题 . 因此 , 本 节 下 面 将 只 讨 
论 在 单位 圆 上 的 H 问题 。 即 ,假定 S+ 就 是 单位 贺 域 1z| < 1, 工 是 单位 加 
周 lt| = 1. 

当然 也 可 通过 保 形变 换 ， 把 问题 化 为 半 平 面 中 的 H 问题 . 

更 一 般 地 , 可 考虑 多 连通 区 域 中 的 类 似 问题 , 但 情况 要 复杂 得 多 ,本 书 
不 拟 讨 论 ( 可 参看 [36] 与 [10]). 

” 注 有 的 作者 把 本 书 中 所 说 的 Riemann 问题 称 为 Hilbert 问 题 (也 称 为 联 

结 问题 ), 而 把 这 里 的 H 问题 称 为 Riemann-Hilbert 问题 . 


@ 如 果 a(),b(,cQ) 在 L 上 € 日 , 而 二 是 Lyapunov 曲线 , 即 其 上 动 点 切线 的 倾 
角 作 为 该 点 弧 坐 标的 函数 时 € 互 , 则 a, 0，c 也 必 E€ 有 H. 此 由 Kellog 定理 即 可 得 知 ( 参 . 
看 [38], 第 十 章 ，$ 1, 定理 6). 
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2.6.2 单位 圆 内 的 函数 在 圆 外 的 对 称 扩张 


为 了 求解 圆 内 HH 问题 , 我 们 设法 把 它 转 化 为 R 问题 . 这 就 要 求 把 单位 圆 
5 . 滑 内 域 S+ 中 的 一 函数 @B(z) 按 下 面 方 法 定义 出 其 在 外 域 S- 中 的 对 称 扩张 , 或 
EE 称 为 对 称 函 数 ， 

FF 


B(x) = (二 ). (6. 2) 


我 们 知道 ，= 与 /1z 关 于 单位 圆 是 对 称 点 . 因此 ,BCz) 与 8。(z) 在 对 称 点 处 的 
条 互 为 共 氏 特别 ，.(co) 一 (0). 如 果 引 用 记号 

EE 5(z) = BD 

EE 则 C6. 2) 还 可 写成 

6.(z) = 5(=). (6.3) 
同样 ,如 果 原 来 的 BCz) 定义 在 S 内 ,， 则 由 (6. 2) 确定 的 (zx) 便 定义 
在 S+ 内 

% -注意 6(z) 一 6.( 二 ) 一 画 ( 革 ) , 故 

Duslz) = @(z) ， (6. 4) 
Dig, gCz) 关于 单位 圆 作 两 次 对 称 扩张 ,就 回 到 了 原来 的 函数 . 

区 一 ， 如 果 BCz) 原来 就 定义 在 St 十 S- 内 ， 则 6,(z) 也 是 如 此 . 
”如果 下 (>) 在 S+ 内 全 纯 , 则 易 见 更 ,(z) 在 S 内 全 纯 , 这 是 因为 , 当 z 尖 
:se 时 ， 

请 d d/l lv/ ly 1w/1y. 

ban E20 = (2) -?(z)() -ae(s) 
的 确 存 在 ， 而 = 一 oo 为 其 可 去 奇 点 . 反之 , 如 果 @$(z) 在 S- 内 全 纯 (包括 一 


在 内 )， 则 @,(z) 在 Sr 内 全 纯 . 若 B(z) 在 z = 0 处 有 奇 点 ， 则 @6,(z) 在 
和 一 一 co 处 也 有 奇 点 .一 般 , 若 G(z) 在 St 内 有 Laurent 展 式 


BD(z) = Sa", zE Si， 


D(z) = Ha, z€S. 


Ee 
ED 
RR 


Re 如果 G(z) 能 从 SY 内 连续 延 折 到 单位 国 膨 并 1t| 二 1 上 , 则 B(x) 也 
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$i (1) = (二)= DTG). C6. 5) 
车 B(z) 在 St 内 全 纯 , 连续 于 St 十 L 上 , 则 
{2 当 z € St; 
Q(z) = 
GB.(z)， 当 zE€5- - 
就 是 一 分 区 全 纯 函 数 ， 以 工 为 跳跃 曲线 , 且 Q(ce) 有 界 , 其 在 工 上 的 边 值 满 ， 
足 条 件 


《6. 6) 4 


Or GD = 0 0). (6. 7) 
关于 单位 圆 的 函数 对 称 扩 张 概念 完全 可 类 似 地 推广 到 关于 任何 圆 或 任何 
直线 的 对 称 扩张 . 例如 , 关于 实 轴 的 对 称 扩张 是 : 车 @(z) 定义 在 上 半 平 面 ， 
则 它 在 下 半 平 面 的 对 称 扩张 为 
Dz) = BZ), 
或 记 为 B(xz). 


2.6.3 单位 圆 的 有 问题 


， 现 在 回 到 也 问题 (6. 1), 其 中 工 是 单位 圆周 |t| 一 1. 我 们 将 假定 a 十 久 
取 0 于 LL 上. 首先 ，(6. 1) 可 改写 为 
(at+ip) 时 人 十 (一 这 BO) = 2 tEL. (6.1)" 
把 未 知 函 数 $1(z) 二 @(z) 用 上 段 中 方法 对 称 扩张 到 SS 中 ,得 分 区 全 纯 函 数 
Q(z) 如 (6.6). 由 于 


DD) = $0) = 0 0), 
可 知 (6. 1)” 又 可 改写 为 
(ai+id) QO 十 (Ce 一 让 0 =2, 1EL, (6. 8) 
此 即 及 问题 
(人 一 GGDO 0 +e, teEL, 《6.8)7 
其 中 已 令 
GD) 一 一 和 地， g(t) = 了 
由 于 @(0) 有 界 , 故 Q(ce) 亦 有 界 . 因此 ， 如 果 问 题 (6.1) 有 解 8(z)， 则 必 
R 问题 (6. 8) 在 Re 中 有 解 . 但 要 注意 , 问题 (6. 8) 在 Ro 中 的 任 一 解 Q(z) 
(z € S+) 未 必 是 (6. 1) 的 解 B(z). 这 是 因为 , 对 于 (6. 1) 的 解 B(z) 来 说 , 由 
它 经 过 (6. 6) 作出 的 Q(z) 还 必须 满足 (6. 7). 而 若 (6. 7) 一 旦 满足 ， 则 易 见 
0+ (z) 一 B(xz) 的 确 是 (6. 1) 的 解 . 总 之 ，H 问题 (6. 1) 等 价 于 及 问题 (6. 8)” 
在 Ro。 中 求解 并 要 求 满足 附加 条 件 (6. 7). 


(6. 9) 
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2 注意 , 如 果 (6. 8) 成 立 , 两 边 取 共 孝 , 得 
二 (一 这 0) + a+ib) 0 (2) = 2¢, 


但 


Of = O00), (0) = 0t0), 
可 见 , 如 果 Q(z) 是 (6. 8) 在 Ru 中 的 解 , 则 Q(z) 也 必 是 一 个 这 样 的 解 . 因此 ， 
Qo(z) = 于 [LOCz) 二 Q(z)] (6. 10) 


县 也 是 这 样 的 解 . 对 于 这 个 解 来 说 , 已 满足 条 件 (6. 7)， 这样 ， 只 要 求 出 (6.8)” 
在 Ro 中 的 解 9Cz), 作出 Q(z)， 再 由 (6. 10) 求 出 QoCz), 它 便 是 原 问 题 
(6.1) 的 一 个 解 B(z) 二 0Q0(z), z € St. 

下 面 就 按 上 述 步骤 来 求解 (6. 1). 

我 们 先 在 Ro 中 求解 (6. 8) ， 这 个 问题 的 指标 是 

间 < 下 [logcCO] 一 去 [mg 和 2] . 

但 因 Larg(a 十 认 ] 二 一 [arg(a 一 记 )]1， 故 

| 一 二 [arg(a 一 这 了 (6.11) 

aa 

为 了 求 出 问题 (6. 8》 的 典 则 函数 ,根据 2. 2. 2 眉 中 的 说 明 , 现在 可 取 

全 一 0, 亦 即 可 取 典 则 函数 为 


EE 实 - Cerca ， 1 时 ; 
x 1 e 当 |z| 之 1 时 (6.12) 
Cz*eN， 当 |z| 守 >1 时 ， 


站 为 非 零 常数 , 而 
二 rc = 到 | logL1™G (2 d=2| Ed, (6. 13) 
上 一 之 27JIL LE 一世 


FE 丈 里 已 令 


: -CQ 一 地 

证 二 9 = arg( 一 ‘a 下 it 

二 处 辆 角 已 在 二 上 取 定 一 连续 分 支 ,6(b 是 L 上 E€ H 的 实 值 函数 . 
3 ”我们 还 有 必要 讨论 X、(z) 的 形状 . 首先 , 由 (6. 3) 式 ， 


黄 F( 二 )= 去 OU) d= zB0) 


2x ri 1 2rxlL t(t— xz) 
之 


T(z) 一 


除 [ @、 有 的 作者 把 /2 称 为 问题 (6. 1) 的 指标 . 
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=4| ea-i| ed 
di. 


~ 2xJLit—z 2rJ 
如 果 记 
a 一 di|， Qa = 去 | “ecoa， t= e， (6.14) | 
它 是 一 实 常数 ， 于 是 
T(z) = T(z) 一 这 
这 样 , 当 |z| 过 1 时 ， 


X Ca) = X(T)= Ce 9 一 Eeezeer 
当 |z| 之 1 时 ， 
X20) = R(T)= Cr = Coen. 
不 论 怎 样 , 我 们 恒 有 
X.(a) = ezeX(a， zl#1. 


如 果 我 们 取 定 
. Ia : r2n 
C= ec 一 exp 人 二 | 6(0)db|， (6. 15) 
则 上 式 将 变 得 特别 简单 : | 
X,(z) = Xz). (6. 16) 


以 后 我 们 恒 取 C 值 如 (6. 15), 因此 (6. 16) 成 立 . 这 样 取 定 C 后 的 X(z)， 称 为 
.规范 化 典 则 函数 . 

下 面 我 们 回 到 问题 (6. 1). 先 考虑 齐 次 问题 : 设 c 王 0. 

先 设 x 宇 0 (不 要 忘记 , x 是 偶数 ). 这 时 齐 次 RR 问题 (6.8) (其 中 g(1) = 
0) 在 Ro 中 的 一 般 解 为 


Q(z) = Xz) (Cor dt Cr! 二 t+,), (6. 17) 
其 中 Co CC 为 任意 常数 . 于 是 ， 注意 到 (6. 16)， 得 知 
一 Co Cl Bee GG 
QD 一 XD)( 吾 + 于 二 +) 


= XC(2) Cr + C1 + + Go). 
因此 , 为 使 Q(z) = Q(z), 须 且 只 须 

Co 一 Co， Ci = Ci, Oy = Ce. (6. 18) 
所 以 , 事实 上 只 有 Co ,C1，…,Cs_ i 为 任意 复 常数 (x 一 0 时 就 不 存在 这 些 数 )， 
而 Cz 必须 是 实 常数 . 如 果 按 照 实 的 任意 常数 来 说 , 则 (6. 17) 中 共 含 < 十 1 个 


当 k< 0 时, 由 于 齐 次 R 问题 (6.8) (c(i) = 0) 在 Re 中 只 有 和 替 解 ， 当 然 
(6. 1) 也 只 能 有 零 解 . 
以 上 结果 可 写成 


定理 2.6.1 齐 次 HH 问题 (6.1) (c= 二 0) 当 k 守 0 时 有 一 般 解 (6.17), 其 中 CC， 
须 满足 条 件 (6. 18) ,而 X(z) 则 由 (6. 12) 给 出 (C 要 用 (6. 15) 给 出 , 但 可 
差 一 非 零 实 常 数 因子 ), 这 个 一 般 解 中 含有 wx 十 1 个 实 任意 常数 ; 当 k< 0 

时 ， 它 只 有 零 解 . 


现在 来 讨论 非 齐 次 问题 (6. 1) (c 关 0). 我 们 只 须 求 出 其 中 一 个 特 解 , 再 
加 上 相应 齐 次 问题 的 一 般 解 就 得 它 的 一 般 解 . 

仍 先 设 < 之 0. 根据 2. 3. 1 段 中 的 结果 ,这 时 问题 (6. 8) 在 Ro 中 有 一 个 
特 解 


_ X(z) cd 9 
0 一 |， atid) Xt G2) 6.19) 


因此 ， 
Bz) = [We) 十 亚 ,(z)]， |z| 二 1. 


就 是 问题 (6. 1) 的 一 个 特 解 . 
为 了 把 B(xz) 写成 显 式 , 我 们 来 求 出 亚 ,(z) 的 明显 表达 式 . 注意 到 
(6. 2) 与 (6. 16), 我 们 有 
XT CD = Xi = rr X02). 
又 由 典 则 函数 的 性 质 知 ， 


X(t) 一 一 


2 二 也 X+(D， 


所 以 ， 
(a 一边) X(t) =— (a+ib) X+TCD)， 
(a ib) X (人 =— (a — ib) X+ (CE)， 


因而 
(a—ipb) X(t) 一 一 (2 十 过 X (4) =— (at+ib)r Xt+(). (6.20) 
于 是 
Xz) cd 
i JL J 
" (a—id) XT(2) (7 =) 


Vz) 一 一 


_ LX(z) | cz dt 
ri Jr (ee 十 边 ) XI 2) 


(6. 21) 
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或 即 
cd ll ed 
YT < 上 [二 划 ， (at ib) XT C2) = eee 
(6. 21)’ 
这 样 ， 上 面 的 这 个 特 解 就 可 写成 
_ Xz) cd 
D0) 一 27i | (a+ib) Xt tz) 
tc Qt 
+x (a 十 边 ) 二 二 
Xf cd 
2ri |， (Ca 士 这) XT) 人 


把 它 加 上 相应 齐 次 问题 的 一 般 解 (6. 17) 便 得 问题 的 一 般 解 . 
再 设 << 0 即 < 委 一 2. 这 时 非 齐 次 R 问题 (6. 8) 在 Ro 中 的 可 解 条 件 为 


tg 
| 息 仿 4- 0,， k=0,1,., 一 k 一 2， 
这 就 是 
ted _ -01 i 
Wee Eze nb (6. 23) 


当 且 仅 当 这 些 条 件 满足 时 ，(6. 8)” 有 唯一 解 (6. 22). 这 时 这 个 解 的 形式 还 可 
化 简 . 注意 (6. 21) 也 可 写成 
X(z) zk+l er 
fi JL (ae 十 边 ) XT 
一 Xz) CE 一 ci 
ri JL(a 十 亡 ) Xi) — z) 
Xz | cdr 
十 = (CaFid) Xt G2) 
由 于 一 之 2, ("1 一 z01)/(t 一 z) 是 上 的 一 < 一 2 次 多 项 式 , 故 当 条 件 
(6. 23) 满足 时 ， 上 式 右边 第 一 项 积分 为 零 . 因此 实际 上 到 ,(z) 一 YW(z) 一 
go Cz) 可 以 (6. 19) 给 出 @. 
此 外 还 可 注意 , 车 固定 (0 委 & 委 一 <“ 一 2), 在 (6. 23) 中 取 共 斩 值 , 由 
(6. 20)， 就 有 


WW.(z) 一 


| 一 宇和 一 -| te ?cd 
L (a 一边) X+ (7) L (a 二 i 认 ) XTCt 


@ 有,(z) 二 WV(z) 由 (6. 8) 在 Re 中 有 唯一 解 这 一 点 可 直接 得 知 . 


> | 


r 
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这 就 说 明 ， 若 对 k= 0，1，……， 一 元 一 2， (6. 23) 满足 ， 则 对 k 一 一 上 一 2， 


一 《一 3，……， 一 孝 也 满足 ; 而 当 一 一 乡 一 1 时 ,上 式 说 明 (6. 23) 左边 是 一 实 
数 ,， 故 (6. 23) 又 可 改写 为 
| ttcdt 
L (a+ip) Xt (2) 
和 一 式 为 实 方程 . 如 果 把 它们 都 化 为 实 方程 , 则 (6. 23) 共有 一 x 一 1 
实 方程 . 即 问题 (6. 1) 共有 «十 1 个 实 自 由 度 . 
于 是 我 们 有 


一 0， k=0,1,, 一 他 一 1， (6. 23)” 


定理 2.6.2 非 齐 次 问题 (6.1) 当 k 之 0 时 有 一 般 解 


Bz) = Bo lz) + XC tC 二 +C.), (6.24) 

”其 中 Bo(z) 以 (6.22) 给 出 ， 而 C0,C1 ,…,C, 须 满足 条 件 (6.18); 当 

k 声 一 2 时 ,， 当 且 仅 当 条 件 (6. 23) 满足 时 ， 问 题 有 唯一 解 (6. 19). 此 问 
题 的 一 般 解 有 k 十 1 个 实 自由 度 . 


习 题 
1. 根据 一 般 理 论 , 求证 : 问题 
cossu(s)— (sins 十 去 )v) 二 cos2s 十 hh 


当 且 仅 当 九 二 时 有 解 ， 且 有 唯一 解 x 十 ip 一 z 一 羡 i 这 里 * 是 单位 圆周 上 
的 弧 坐 标 , 十 记 是 此 圆 内 的 全 纯 函 数 . 

2. 考虑 上 题 的 直接 简易 解法 . 

3. 根据 一 般 理论 讨论 单位 圆 上 的 Dirichlet 问题 ， 即 ， 求 一 个 在 |z| < 1 
内 调和 、 连 续 到 |z| 之 1 上 的 函数 wx(z)， 使 其 满足 下 列 边 值 条 件 : 

ult) = f(t), |ti 一 1， 

其 中 FCD E H 已 给 在 L 上 . 

答 x(z) = RegB(z), 而 Bl(z) 由 著名 的 Schwarz 公式 给 出 : 


6(z) 一 下 | AD 疆 = 里 十 iC (C 为 实 常数 ). 
TH I=1 
2. 6.4 半 和 平面 中 的 H 问题 


我 们 现在 来 考虑 应 用 中 也 极为 重要 的 半 平 面 中 的 请 问题 . 设 世 三 X 为 实 
轴 ，2Z+ 为 上 半 平 面 . 我 们 的 问题 是 : 要 求 一 个 在 2+ 内 全 纯 、 在 Zi = 2+ 十 X 
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上 连续 的 函数 BC(z), 使 得 
Re{[a(z) +ib(z)] Bt (7r)} = clx), x EX, (6. 25) 
其 中 a(zx),b(z) ,clz) E 三 于 XX 上 , 目 @ 十 大 0 (包括 z= 0). 
此 问题 当然 也 可 通过 分 式 线性 变换 变 成 也 平面 上 单位 圆 内 的 问题 来 
处 理 , 但 也 可 仿照 上 段 中 的 方法 求解 . 下 面 我 们 采用 后 一 方法 . 
将 未 知 函 数 BCz) 按 (6. 8) 式 对 称 扩张 到 下 半 和 平面 Z : 
$2) = BZ), 


{2 当 zE 2 时 ; 
Q(z) = 

G(z)， 当 zE2Z 时 . 
因此 (6. 25) 又 可 改写 为 


Or(z) = Gr) Or)+gz), rEX, (6. 26) 
其 中 
一 志 _ 2c 
G7) 一 2 十 记 ” 8(7) 一 4 十 这 


与 上 段 相仿 , 可知 H 问题 (6. 25) 等 价 于 及 问题 (6. 26) 在 Ro 中 求解 , 并 要 求 
满足 附加 条 件 
{7 (zx) 一 Of(Cz)， (6. 27) 
问题 (6. 26) 的 指标 


一 二 [arg(a —ib) 1], (6. 28) 


” 即 当 z 从 一 ce 变 到 十 ce 时 , a(z) 一 这 (z) 辐 角 的 改变 除 以 x. 由 于 2E 用 ， 故 
a( 一 co) = a( 十 co)， 56( 一 co) = 6 co)， 
因此 «也 是 一 偶数 . x 也 称 为 问题 (6. 25) 的 指标 . 
如 2.4.1 段 , 仍 以 (4.5) 定义 X(z)， 以 (4.9) 定义 Y(z)， 而 其 中 TC2 仍 
以 (4. 4) 给 出 . 但 由 于 现在 |G(z)|= 1, 故 


1 GCCz) 
Fz) = 二 | @Cz)dz， 


一 co 一 之 


其 中 


Q(x) = arg| 一 (于 :) 4 7 |= arg[— (zi)* (Ca— ib):] 


为 一 实 函 数 . 由 此 立刻 知道 ， 
F(z) =T(z), (zx) = T(z). (6. 29) 
现在 先 考虑 齐 次 问题 (6. 25〉(c 三 0), 其 相应 问题 (6. 26) 中 的 g 二 0. 由 
2.4. 1 段 中 的 结果 , 后 者 在 Ro。 中 求解 时 , 若 < 0， 其 一 般 解 为 
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和 - Q(z) = Xz) (Co + Ci 十 … :+ )， 〈6. 30) 
中 C, 为 任意 复 常数 ; 当 二 0 时 ， 它 只 有 堆 解 因此 二 0 时 , 齐 次 昌 癌 
汪 岂 只 有 零 解 、 现 设 < 之 0. 这 时 此 问题 的 一 般 解 应 为 


G(z) = 去 [QCz) +6(z)1. 


入 由 (4 5) 以 及 (6. 29) 知 ，X(z) 一 XCz), 因此 

ef D(z) = Xz) (Cor + O12 + + 0,), 

臣 痊 而 得 知 ，(6. 25) 的 一 般 解 就 可 以 (6. 30) 给 出 , 但 其 中 诸 Cx 应 取 为 任意 实 
常数. 
这 样 , 我 们 有 


验证 理 2. 6.3 齐 次 昌 问 题 (6.25) (c 二 0) 当 k 之 0 时 其 一 般 解 为 X(z)Q(z)， 
这 里 Q(z) 为 k 次 任意 实 系数 多 项 式 ; 当 k 二 0 时 它 只 有 和 零 解 . 


3 现在 来 考虑 非 齐 次 H 问题 (6. 25). 我 们 只 要 能 求 出 其 一 特 解 , 再 利用 上 

驹 。 述 定理 便 可 得 出 其 一 般 解 . 
先 设 «之 0. 由 (4. 11) 知 ， 

到 全 人” cdzx 

lL -co (a+ib) YT (zr) (xz— 2) 

为 (6. 26) 在 Ro 中 的 一 和 解 ， 其 中 Y(z) 由 (4.9) 给 出 . 当 z € Zt 时 ,由 

= (6. 29)， 


(20(z) 一 


(6. 31) 


(2 — {Zi . 
< (#3i) Y 0; 
2 而 
: Tr /ri 
~ YD) =) = (Si) Y), 
又 因 Y+ (zx) 一 GGCz)Y (xz), 故 

vr /zx Q& 十 1 + 
Y (7) = 人 i) a—ibY Wh 
这 样 ， 


iy ti cdz 
B= EF) (i) rn es 
于 是 ， 


@ 即使 当 z€ 雪 时 , 了 (z) = (2 


1) YC) 仍 成 立 . 
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“a _ cdr 
2ri TD 


z—i 并 十 1 Cc dz 
+ ( 尘 j (外 |) (a 二 训 ) | (6. 32) 
便 是 HH 问题 (6. 25) 的 一 个 特 解 . 
现 设 kx 委 一 2. 由 (4. 12) ,(4. 13) 知 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 


oD, (z) 一 


ernie 2 


成 立时 , 问题 (6. 26) 在 Ro 中 有 唯一 解 


1 十 co cdzx 
Po (z) -yc | (a+ib) YT (Cr) (zr— 2) 
-二 c dz 
cdr | 6. 
cil 9 


由 于 这 时 (6. 26) 在 Ro 中 的 解 唯一， 且 Bo(z) 亦 必 为 其 解 ， 必然 Bo(z) 一 
go(z) 中 ,从 而 (6. 34) 已 经 就 是 原 HH 问题 (6. 25) 的 唯一 解 . 
为 了 和 弄 清楚 (6. 33) 中 究竟 有 多 少 个 实 的 条 件 并 把 它们 写成 实 的 形式 , 先 
把 它们 改写 为 等 价 的 形式 ， 
(于 :) c dz 
-oo (二 (十 这) Yt Cr) (z+i)? 


i\k 
记 arg(z 十 i) = 0(z)， 故 arg( 天 二 1 ) 二 一 24(z)， 注意 ， 


=0,， k=0,1,.,—k—2. 


Yt(x)=e ?= exp{ 广 BC + 十 地 - “28 dé)， 


”但 当 辐 角 取 定 一 支 后 可 使 
(zx) 一 arg[ 一 (z 十 D%(e 一 边 引 一 十 2k0 十 2g， 
这 里 已 令 p(x) 一 arg(a 一 记 ). 又 因 
_1 a-ibd_ 1 sp 


ot ait Vet 
故 ejeco 二 iawere ,从 而 上 面 的 条 件 就 成 为 
| H(r)e tt20g7 一 0， R 一 0, 1 一 KK 一 2， 


其 中 已 令 
H(z) 


C 
一 一 一 一 一 exp 
/a? 十 (QD 十 zz) | 27J -= E 一 工 


@ 建议 读者 直接 验证 这 一 点 (可 参看 第 四 章 (3. 17) 后 面 的 方法 ). 
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而 条 件 又 可 写 为 


全 H(zx)cos2j0 dz 一 0， 了 一 0,1,… 一生 一 1 
(6. 35) 
(HOSin29 dz =0, j=1,2,, 一 各 一 1. 


《6. 35) 中 共 含有 一 x 一 1 个 实 的 独立 条 件 . 
: + 这样, 我 们 便 有 


。 寄 理 2.6.4 。 非 齐 次 H 问题 (6.25), 当 k 之 0 时 , 其 一 般 解 为 Bo(z) 十 
F(z)Q.(z), 其 中 Bo(z) 以 (6. 32) 给 出 ,Q(z) 为 上 次 任意 实 系数 多 项 
式 ; 当 k 二 0 时 , 当 且 仅 当 满足 一 (x 十 1) 个 实 条 件 (6. 35) 时 有 唯一 解 
(6. 34). 总 之 ,此 问题 的 解 含 x 十 1 个 实 自 由 度 . 


习 题 
1. 求证 :; k 二 0 时 HH 问题 (6. 25) 的 一 般 解 为 
A Cdz 
oz = <2 GT + CX(z) 


CC 为 任意 实 常数 )， 关中 
BE X(z) = ezp{ 埃 六 Qe ar), Q(z) = arg( 一 2 二 认 ) 

2. 求解 半 平 面 2+ 内 的 Dirichlet 问题 : 已 知 @(z) 在 Zi 内 全 纯 , 连续 于 
人 且 在 工 轴 上 ,Re gr(z) 一 f(z), 其 中 f(x) € 应 为 一 已 知 函 数 . 


?i 答 Bz) = 二 1 人 2D qz 十 Ci (C 为 任意 实 常数 ). 


2.7 复合 边 值 问题 


纪 7 1 复合 边 值 问题 的 提 法 与 转化 
莹 1962 年 著者 在 [13] 中 提出 把 R 问题 与 H 问题 结合 起 来 的 所 谓 复合 边 什 
网 题 ， 简称 RH 问题 , 其 提 法 如 下 : 
后 设 工 为 复 平面 中 一 光滑 封闭 曲线 , 其 内 域 记 为 D, 且 已 取 定 反 时 针 向 为 
区 下 向 .在 乙 内 又 有 一 组 互相 外 离 的 封闭 光滑 曲线 Pi ,T3，…;T, 9， 均 取 定 


上 @ 一般 只 要 求 [ 互 不 相交 , 但 相 切 亦 行 .但 为 行文 简洁 起 见 , 作 了 上 述 限制 . 
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顺 时 针 向 为 正 向 . 记 卫 = TT 所 围 内 
j=1 


域 记 为 Dj ,而 工 与 卫 间 所 围 区 域 记 为 D+ 
(图 2-3). 

DD 上 的 复合 边 值 问题 (RH 问题 ) 可 表 
述 为 : 求 马 中 的 一 分 区 全 纯 函 数 外 (z) ， 以 
为 跳 牙 曲 线 ( 即 8(z) 在 DD 与 诸 D7 内 全 
纯 , 在 L 上 以 及 的 正 、 负 侧 均 有 极限 
值 ), 满足 下 列 条 件 ; 


1° Gr(r) = GG) +gr), rerT, (7.1) 
其 中 G(7),g(7z) 均 已 给 在 TT 上, 且 € H, 又 GGD 天 0; 
2° Re{[a(t) + BU} = ce), tiEL, (7. 2) 


其 中 a(t) ,b(t) ,c(t) 均 为 已 给 在 工 上 的 实 函 数 ， € H, 且 az 十 如 天 0， 
记 


Indr,G(7) = 地 [LargGCr) lr, = pj, 
IndrG(r =« = > 
j=1 


Indr [az) —ib()] 一 站 (arg[a(D) 一 边 (D]})i —&, 


而 记 天 = 二 上 十 x，2K 称 为 所 提 RH 问题 的 指标 0. 
我 们 先 来 求 出 忆 中 的 一 分 区 全 纯 毅 数 @: (z) 且 连 续 到 LL 上 者 , 使 其 满足 
”条 件 (7. 1)， 而 暂时 不 考虑 条 件 (7. 2). 如 求解 通常 及 问题 一 样 (参看 2.2 节 及 
其 习题 3,4 和 2. 3 节 ), 令 
H(z) = TI 六 ， 
一 1 
其 中 z; € D7 为 任意 的 点 ， 


T(z) = zi| logLECDCCoD 
TEL 立 一 包 
er(z) 、 。 
H(z) » 当 a € Dt 时 ; 
X(z) 一 


er ， 当 zE >7Di 时 . 
j=1 


@ 也 可 称 上 为 RH 问题 的 指标 (与 第 89 页 底 注 一致 ). 但 下 面 将 看 到 , 这 时 称 2K 为 
指标 更 为 合理 . 在 4. 4. 1 段 中 , 则 又 称 K 为 指标 . 
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X(z) 也 可 称 为 问题 (7. 1) 的 典 则 函数 ,， 它 满足 下 式 ; 


XrCr) 一 GGr) X Cr， EL (7. 3) 
于 是 ， 
D(z) = xc 起 过 | +e) | (7. 4) 
2niUr X+(r)(Cr ) 


是 这 问题 的 一 般 解 , 但 这 里 F(z) 是 在 DD 内 全 纯 、 在 D 上 连续 的 任意 函数 . 由 
于 原 RH 问题 只 考虑 万 上 的 问题 ,所 以 这 一 相应 R 问题 一 定 可 解 , 且 出 现 了 
D 中 的 全 纯 函 数 以 代替 全 平面 中 的 全 纯 函 数 . . 

得 出 Bi(z) 后 , 我 们 用 下 式 把 未 知 函数 @(z) 变换 为 新 的 未 知 函数 
Do (2): | | 

Bz) = Xz) Bo (z) + Bi (z), (7. 5) 
则 @ 《z) 仍 应 在 D 中 分 区 全 纯 且 连续 到 上 上. 当 rE 卫 时, 因 B(x) 满足 
(7. 1), 故 由 (7. 3) 知 ， 
Bt (7) = BH 0) Xt) CD) 
= GB Dg HG XK RMD) 
— GOODLETT D+X DR D+ gn. 
再 由 (7. 1)， | 
B+ (0D) = GODLEGT + KX DB +g). 
比较 此 两 式 , 并 注意 X~(r) 关 0, 故 知 
HD) =D), rEeL 

因此 , 8 (z) 实际 上 是 在 D 内 全 纯 、 在 DD 上 连续 的 函数 . 

反之 , 车 Bo(z) 在 DD 内 全 纯 、 在 D 上 连续 , 则 也 容易 证 明 由 (7. 5) 所 确定 
的 分 区 全 纯 函 数 B(z) 必 满 足 (7. 1)， 且 连续 到 世上 . 

这 样 , 提出 的 RH 问题 就 转化 为 求 在 D 内 全 纯 且 在 D 上 连续 的 函数 
go Cz)，, 使 它 满足 由 (7. 2) 转化 的 相应 条 件 . 将 (7. 5) 代入 (7. 2), 便 可 立刻 得 
到 下 述 条 件 : 

Re{[a(t) +id IXWW DD =e 00, 1tEL, (7. 6) 
这 里 已 令 | 
c* (1) 一 cb 一 Re([a(b id) 8 (0))}. (7. 7) 

由 于 XD, 在 L 上 € 及 ,从 而 c* (也 €E 晶 于 L 上, (4a 十)XQ) 也 
E 昌 于 L 上 . 这 样 , 原 问 题 便 转化 为 DD 中 的 HH 问题 (7.6), 而 消去 了 条 件 
(7. 1) 以 及 诸 曲 线 厂 . 我 们 称 这 种 方法 为 消去 法 . 

(7.4) 中 的 任意 函数 F(z) 如 何 选 取 没 有 关系 . 因为 ,， 如果 在 F(z) 上 再 
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添加 一 个 同类 型 函数 f(z)，gBi(z) 就 会 增加 一 项 X(Cz) f(z)， 而 由 (7.5), 只 
要 在 所 求 函 数 B0(z) 中 减 去 /(z), 就 能 使 G(z) 不 变 ; 这 等 于 在 (7. 6) 中 两 边 
各 减 去 一 项 
Re{[aCt) i XO) FO0))}, teEL, 
因而 Bo (z) 也 没有 改变 . 所 以 , 在 (7. 4) 中 不 妨 取 F(z) 寺 0. 
消去 法 这 一 思想 可 广泛 应 用 于 求解 更 为 广泛 的 一 些 边 值 问 题 ， 只 要 它 是 
一 个 问题 与 男 一 种 边 值 问题 的 复合 , 因而 值得 注意 . 


2.7.2 RH 问题 的 求解 


我 们 下 面 将 设 工 为 单位 圆 |:| = 1. 因为 否则 的 话 可 通过 保 形变 换 把 DT 
变 为 |t| 过 10. 为 了 求解 RH 问题 (7. 1), 现在 只 要 求解 Dt 中 的 H 问题 
(7. 6). 此 问题 的 指标 为 
Indj {[a(t) — 6 XO} = k— IndiX C0). 
但 当 : EL 时 ， 
. x = Ta Se, 
j=1 
所 以 ， 
Indi X(D 一 一 < 十 Ind er ， 
而 PC) 在 L 上 单 值 连续 , 故 


MO ll ro ll 
Indre zilloge J oxi TD 0. 


”这 样 ， 


Indy {[aCt) ~ ib()] XO)) 一 有 十 一 
一 Indi {a(t) — p(t)} Pia Go). (7. 8) 

这 就 是 说 ， 转化 后 的 H 问题 的 指标 就 是 原 RH 问题 的 指标 之 半 . 

于 是 , 根据 2. 6. 3 段 中 的 结果 , 我 们 就 可 对 RH 问题 作出 以 下 的 讨论 . 

1) 设 g 二 0, c 三 0 ( 齐 次 问题 ). 根据 定理 2.6.1, 当 KK 之 0 时 , 相应 H 
问题 (7. 6)(c* 三 0) 的 一 般 解 可 写成 

Do (2z) = ci Wz) co Va Cz) 二 二 cogpi Wokti (2) 

之 形状 , 其 中 { 亚 ; (z)}2*1 为 其 2K 十 1 个 (在 实 系数 域 中 的 ) 线性 无 关 特 解 ， 
而 {cj } 为 任意 实 常数 ,因此 这 时 齐 次 RH 问题 的 一 般 解 为 


”这 时 要 求 工 为 Lyapunov 曲线 , 参见 第 86 页 底 注 . 
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2K+1 
D(z) = Xz) 2 cj 到 (2). (7.9) 
pe 
当 K 二 0 时 , 由 于 相应 HH 问题 只 有 零 解 ,， 从 而 原 RH 问题 也 只 有 零 解 . 
2) 设 g 二 0, c 关 0. 由 于 这 时 可 取 B(z) 二 0, 故 @6(z) = X(z)go(z)， 
而 Bo(z) 为 DD 中 非 齐 次 H 问题 
Re{[a(2) db) XR) = et tiEL 
的 解 . 由 定理 2. 6.2, 当天 0 时 , 相应 H 问题 有 一 般 解 


2K 二 1 


Bo(z) 十 5 更 ) (2) 
(&, (2) 为 其 一 特 解 ), 故 原 RH 问题 有 一 般 解 


2 天 十 1 
D(z) = Xo)| Bo 十 >， sziC9|， (7.10) | 
j=l 


其 中 cj 仍 为 实 任意 常数 . 当 K 二 0 时， 当 且 仅 当 c* (Go 从 而 clz) 满足 
一 2K 一 1 个 实 条 件 时 ， 相应 H 问题 从 而 原 RH 问题 才 有 人 解 ， 且 人 解 唯一 . 
3) 设 g 半 0. 于 是 Bi(z) 关 0. 这 时 又 可 分 为 两 种 情况 : 
(Cj ) 如 果 c* 关 0, 即 
c(t) Re{[alt) +ibp(t) Jot Ct)), 
则 与 上 面 情况 2) 相同 . 但 当天 之 0 时 , 一 般 解 (7. 10) 右边 还 要 添加 一 
Bi(z); 当 KK 二 0 时， 当 且 仅 当 c(0),alt) 十 记 (2) ,GOD);g(D 辣 要 六 是 
一 2 天 一 1 个 实 条 件 时 才 有 解 ， 且 有 唯一 解 . 
(站 ) 如 果 c* (2) 二 0, 即 
c(t) = Reft[a(b +ib0) J (2)), 
则 问题 仍 转 化 为 齐 次 问题 . 但 当天 宇 0 时 , 问题 的 一 般 解 (7.9) 右边 还 要 添 
加 一 项 B1(z); 当 K 二 0 时 , 由 于 相应 H 问题 只 有 零 解 , 故 原 RH 问题 有 唯 
一 非 零 解 @ (z). 
我 们 把 这 最 后 情况 称 为 准 齐 次 RH 问题 ， 而 把 情况 2) 和 3) 〈1i ) 统称 为 
真 非 齐 次 RH 问题 . 
准 齐 次 RH 问题 条 件 中 的 B1(z) 由 下 式 给 出 ， 


_ XGO gpDdz 
m0 = | ND ‘EL 


如 果 一 开始 在 (1. 3) 中 并 不 取 F(z) 二 0, 而 任意 取 定 一 个 在 DD 内 全 纯 、 在 DD 
上 连续 的 某 一 孙 数 ( 且 其 边 值 € 日 于 L 上 ), 则 准 齐 次 RH 问题 就 可 转化 为 下 
列 Bo (z) 的 非 齐 次 日 问题 ， 
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Ref[a(b) + pC) XD (2))} 
=— Re{[a(t) +ib() XPFOQ)}, EL. 
当 K 之 0 时 , 原 RH 问题 的 一 般 解 为 


2K+t1 
$(z) = D(z) +X(o|® (z) 十 》) vi | ， 
和 1 


其 中 @o(z) 为 上 述 瑟 问题 的 一 特 解 . 当 K 过 0 时 , 此 互 问 题 至 多 只 可 能 有 一 
个 解 , 但 一 F(z) 显然 是 它 的 解 , 故 
Dz) = Bi(z) — Fz) Xz) 

是 原 RH 问题 的 唯一 非 零 解 . 结果 与 前 相同 . 

所 以 , 原 RE 问题 是 准 齐 次 问题 的 一 般 条 件 是 : 有 满足 条 件 (7. 1) 的 在 D 
内 分 区 全 纯 、 连 续 到 工 上 的 函数 5: (z) 存在 (以 (7. 4) 表 出 ), 使 得 

Re{[al2) +ib (HD) = et, 1EL. (7. 11) 
以 上 讨论 可 归结 为 


定理 2.7.1 对 单位 圆 中 内 的 RH 问题， 当 K = 二 上 十 x 宇 0 时 , 问题 的 一 般 解 
中 含有 2K 十 1 个 任意 实 常数 ; 当 开 天 0 时 ， 
, 1) 对 齐 次 问题 (c 三 0, g 三 0) 只 有 零 解 ; 
2) 对 准 齐 次 问题 有 唯一 非 零 解 ; 
3) 对 真 非 齐 次 问题 ， 当 且 仅 当 问 题 中 各 已 知 函 数 间 满足 一 2K 一 1 个 
实 条 件 时 ， 才 有 唯一 解 . 


在 本 段 的 讨论 中 , 我 们 没有 把 涉及 的 函数 名 (z) , 末 (z) 的 具体 表达 式 写 
.出 .由 2. 6. 3 段 中 的 结果 , 要 写 出 它们 也 不 难 . 由 于 通过 保 形 变换 ,2. 6. 3 段 

中 的 定性 结论 (包括 一 般 解 中 含有 的 实 任意 常数 个 数 以 及 实 可 解 条 件 的 个 数 ) 
对 任何 边界 为 Lyapunov 曲线 的 单 连通 区 域 也 是 成 立 的 ,所 以 上 面 的 定理 对 
这 种 一 般 情况 也 成 立 . 

如 果 DD 是 单位 圆 的 外 域 ( 或 上 述 这 种 Lyapunov 曲线 所 围 的 外 域 ), 诸 古 
都 在 这 外 域内 ， 也 可 有 完全 类 似 的 RH 边 值 问题 . 这 也 可 完全 类 似 地 讨论 ， 
也 可 用 反 演 变 成 内 域 中 的 RH 问题 来 讨论 , 

对 于 了 为 多 连通 区 域 时 ，RH 问题 也 可 类 似 地 讨论 ,这 里 从 略 . 

于 C.，Poroxkraat46] 于 1965 年 也 曾 讨论 过 类 似 的 以 及 更 复杂 的 问题 . 


习 题 


1. 将 2.7.2 段 中 的 结论 利用 2. 6. 3 段 中 的 结果 写 出 具体 表达 式 . 
2. 试 讨论 半 平 面 中 的 RH 问题 . 


全 
[i 
由 
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2.8 周期 边 值 问题 


2.8.1 周期 Riemann 边 值 问 题 的 提 法 与 转化 


在 实际 问题 中 , 常会 遇 到 所 谓 的 周期 Riemann 边 值 问题 , 简 记 为 PR 问 
题 , 其 提 法 如 下 : : 1 

设 D (一 0, 士 1, 士 2,…) 为 无 穷 条 封闭 光滑 曲线 , 它们 彼此 形状 相同 ， 
互 不 相交 , 且 以 ax (a > 0) 为 周期 水 平地 排列 (图 2-4). 各 半 均 以 反 时 针 向 


十 co 

为 正 向 . 记 世 = 》) Li. ;的 内 域 记 为 St ,上 的 外 域 记 为 S$-. 不 妨 设 原点 
k=—oo 

O E 时, 而 士 却 ox E S ; 这 是 做 得 到 的 ， 必 要 时 作 坐 标 轴 的 一 平移 即 可 . 


图 2-4 


周期 Riemann 边 值 问题 (PR 问题 ) 为 : 要 求 一 个 以 ar 为 周期 的 分 区 全 纯 

函数 B(z)， 以 为 跳跃 曲线 (这 时 不 能 要 求 z = ce 为 极点 ), 使 得 
B=G0 90)+gl), tEL, (8. 1) 
其 中 GGD ,g(b 已 给 在 LL 上, € 万, 且 GQ) 关 0, 它们 都 是 以 ar 为 周期 的 : 
GG 十 ar) = Gt), g(t+arn) = g(t). 

当 g(t) 一 0 时 ,， 称 问题 为 齐 次 的 ; 否则 , 称 为 非 齐 次 的 . 

注意 ce 点 是 各 曲线 天 之 并 所 成 点 集 的 聚 点 , 故 上 述 问题 的 解 (如 果 存 在 
的 话 ) 在 = 二 ce 处 一 般 不 能 有 确定 的 极限 . 但 是 当 z = 土 coi ( 指 > 一 工 十 iy， 
Z 任 意 , 而 y 一 士 cc) 时 , 可 以 对 GB(z) 提出 一 定 的 要 求 . 这 种 补充 要 求 可 以 是 
各 种 各 样 的 , 将 在 以 后 给 出 . 

在 问题 中 , 我 们 只 要 求解 BC(z) 也 以 ar 为 周期 , 这 从 实际 应 用 观点 来 看 
是 合理 的 ; 但 不 能 认为 这 是 当然 的 . 因为 , 例如 , 对 于 齐 次 PR 问题 而 言 , 若 
Bi(z) 是 它 的 一 个 非 零 周 期 解 ， 则 对 任何 ( 非 周 期 ) 整 函 数 1(z) 来 说 ， 
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G(z)T(z) 也 是 它 的 解 ,但 不 是 周期 的 . 以 后 所 说 (8. 1) 的 解 都 是 指 以 ax 为 周 


期 的 解 . 


我 们 将 用 保 形 映射 的 方法 把 问题 (8. 1) 转化 为 通常 的 R 问题 . 


作 带 形 So : |z| < Dan. 暂 设 Lo 全 
在 Si 中 , 记 Si = S 人 So, 并 在 直线 
zz 一 十 去 ax 上 取 定 正 向 , 使 S55 在 其 右 侧 


(图 2-5). 着 B(z) 为 PR 问题 (8. 1) 的 解 ， 
其 在 So 中 的 部 分 记 为 Go(z)， 则 @Bo (z) 是 


Su 中 的 分 区 全 纯 函 数 , 连续 到 x 一 士 去 ax 
上 , 以 L 为 跳跃 曲线 , 且 满 足下 列 条 件 : 


Bt) = GO) (0) + g(), 
BFartiy) = Bo(— 序 4x 十 iy)， |y|<+o%. (8. 3) 


反之 , 车 Bu( 必 ) 在 So 中 分 区 全 纯 , 连续 到 一 士 寺 ex 上 , 满足 条 件 (8. 2)， 


(8, 3) , 则 把 它 作 ax 的 周期 延 拓 后 ， 便 得 到 (8. 1) 的 一 个 解 
这 样 , 问题 PR 就 转变 为 下 一 等 价 问题 : 求 So 中 分 区 全 纯 函数 Bo (x), 连 


续 到 zx 一 十 到 ax 上 ， 使 满足 条 件 (8. 2) 和 (8. 3)， 记 这 一 问题 为 R.. 


用 函数 
之 
5 一 tan 玉 (8. 4) 


把 带 形 So 映射 到 平面 中 的 区 域 20, 它 是 
由 整个 8 平面 沿 着 虚 轴 在 区 间 [ 一 i, 记 之 外 


剖 开 而 成 的 (图 2-6), 且 将 z 一 0 土方 a 
十 coi 一 cei 分 别 映 为 一 0,cob 一 bb 而 


i:€ Lo, (8. 2) 


直线 工 一 士 广 ax 分 别 变 成 了 剖 线 的 右岸 与 和 
左岸 . 这 时 ,Lo 变 成 某 一 光滑 曲线 Pu， 它 围 住 原点 0, 而 上 = 士 i 则 在 其 外 ， 


且 不 与 剖 线 相交 . 记 T 的 内 域 为 兄 ， 外 域 为 丈 ， 


设 Bo(z) 经 变换 后 成 为 B,(5). 由 (8. 3) 可 知 , 它 在 剖 线 两 侧 有 相同 极限 
值 , 故 知 @,(5) 是 上 平面 中 的 分 区 全 纯 函 数 (在 5 = ce 处 有 界 )， 且 满足 条 件 


上 

，， 
-< 

_ 
得- 
证 ， 

L 
' 1 

1 
j 
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DID) = GADBD Hg rE To; .8.5) 

其 中 GnD ,gD 分 别 为 GQ) ,g(t) 变换 后 的 结果 , 它们 仍 都 E 日 于 To 上， 

且 G,(r) 关 0. 但 要 注意 ,= 圭一 般 是 (5) 的 孤立 奇 点 .于 是 原 问 题 PR 

现在 就 化 为 了 通常 的 问题 (8. 5), 但 在 5 一 士 i 处 @,(9 的 性 状 暂时 没有 确定 
我 们 称 


k 一 IndrG(b = 一 到 [argG(D]n (8. 6) 


为 原 PR 问题 (8. 1) 的 指标 . 显然 它 就 是 转化 后 的 问题 (8. 5) 的 指标 ， 
k= IndrG。(r). 


注意 , 我 们 假定 1 在 带 形 |z| < 一 十 ax 中 不 是 本 质 的 . 因为 否则 的 话 , 我 
们 可 用 一 对 通过 点 土方 ax 的 二 周期 合同 的 光滑 曲线 延伸 到 士 cci 者 代 蔡 直 线 ， 


一 土方 cr， 使 构成 一 曲 边 带 形 , 然后 再 作 上 述 映射 ,其 效果 是 一 样 的 ; 因为 


这 时 由 映射 (8. 4) 所 得 的 区 域 环 仍 为 全 5 平面 用 自 土 ; 出 发 的 二 剖 线 割 开 , 且 
2,(5 在 剖 线 的 两 岸 极限 值 仍 相等 , 而 所 得 问题 (8. 5) 没有 改变 . 
注 1 ”如果 一 开始 , 每 个 L 是 由 一 组 有 限 个 互 不 相交 的 封闭 曲线 构成 
的 , 本 节 所 论 完全 成 立 ; 这 里 假定 Li 是 一 条 封闭 曲线 只 是 为 了 行文 简洁 而 已 . 
注 2 ”用 相似 变换 可 把 周期 例如 改 为 r (a = 1). 这 里 保留 cx 是 为 了 在 
所 得 结果 中 令 a 一 十 oo 时 可 以 与 非 周期 R 问题 进行 对 比 . 


2.8.2 齐 次 PR 问题 


今 设 (8. 1) 中 g(t) 圭 0, 即 齐 次 PR 问题 . 这 时 相应 的 gr 三 0. 以 下 
对 SG( 士 cci) 作 不 同 要 求 进行 讨论 ， 这 些 要 求 在 应 用 中 较为 重要 ， 

1” 要 求 @( 十 coi) 有 界 . 亦 即 要 求 $.(8) 在 5= 士 ;处 有 界 ,， 从 而 正则 . 根 
据 通 常 的 人 问题 的 结果 (现在 是 在 Ro 中 求解 ), 这 时 (8. 5) (但 g,(8) 三 0) 的 
一 般 解 为 


Bb = XD P, (Os, (8.7) 
其 中 
. 人 当 5E 惑 时 ; 
XO 一 (8. 8) 
Yefl ， 当 tE€E 而 时 ， 
这 里 
1 CT ， _ 
了 (9 = 元 让 dr ¢ ET, (8 
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而 P. (5 为 x 次 任意 多 项 式 (% 二 0 时 , 认为 P.(9) 二 0). 
回 到 = 平面 ， 则 有 


@(z) = Xo(2P, (tan 宇 ), (8. 10) 
其 中 
er ， 当 zE€ St 时; 
xn wo， 当 -ec 时 ， (8. 11) 
这 里 


log| cor* ££ GO) 
D2 = ze ol a 00) 2 


tan 一 一 tan 一 cos 一 
a a a 


= iog| cor 二 GO ]- ( £)adt 


ani 


zh iog| cot GO] cot TA de+C, 


把 常数 系数 ec 并 入 PP。 ( tan 三) 中, 因此 可 以 认为 


T(z) = 到 二 | log| cor 万 GO |、 cot < 


其 中 对 数 可 以 任意 取 定 一 支 . 
若 将 Bo (z) 作 周 期 ax 的 延 拓 ,并 注意 到 (8. 10) ~ (8. 12) 诸 式 中 所 出 现 
”的 函数 均 以 ax 为 周期 , 故 不 需 改 变 立 即 可 得 齐 次 PR 问题 的 一 般 解 


< di, (8. 12) 


B(z) = X(2)P, (tan), (8. 10)” 
其 中 
er? 9 当 之 € St 时 ; 
X(z) = | 二 er， 当 zE S- 时 ， (8. 11)" 


而 T(z) 仍 以 (8. 12) 给 出 ，X(z) 仍 称 为 PR 问题 的 典 则 函数 . 上述 一 般 解 还 
可 写成 


rz) 
e Qu 人 (sin 主 ,cos 主 ) 当 z € St 时; 
cose 三 | “ 
a 
$lz) = pe (8. 13) 


.之 之 
e Qsin 宪 ,cos 宪 )， 当 zE€5 时 ， 
Sin 一 

a 


-全 人 
i ll 


i 


EE 
机 
站 
8 
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， 其 中 Q(X,Y) 是 X,Y 的 «次 齐 次 任意 多 项 式 (x 过 0 时 Q, 三 0). 


因此 我 们 得 到 


定理 2. 8.1 如 果 要 求 @( 十 ooi) 有 界 , 则 齐 次 PR 问题 (8. 1) (g 三 0) 当 指 标 
之 0 时 有 x 十 1 个 线性 无 关 的 解 , 其 一 般 解 为 (8.13); 当 k 二 0 时 只 有 
零 解 . 


这 一 结果 首先 由 了 I HH. da6paxopaL4] 所 获得 . 
附带 指出 ， 因 为 
COs™iz siniz = S Cs; (k) el™ Dz, 
k=0 . 
其 中 Cy (RE) 为 某 些 常数 , 故 知 : 当 % = 2m 时 , 还 可 写 
Qn (sin 硅 ,cos 三 ) 一 am 12 (ecos 入 +psin SE), (8. 14) 
当 k 二 2m 十 1 时 , 还 可 写 


Qari (sin ‘cos 宪 )= >) [wcos H+ Ds psin i 


j=0 
(8. 14)’ 
亦 即 , 在 一 般 解 (8. 13) 中 , 也 可 把 Q, 写成 上 述 形式 的 任意 三 角 多 项 式 . 
2” 要 求 B( 十 oo0i) = @( 一 coD. 以 此 条 件 代 入 (8. 10)', 得 
X(+ooDP.(+i) = X(~— oo0)P,(—i). 
但 因 


X(coi) = (一 Dcerchob 一 (一 D“exp| 直 | log| cor 癌 2 


X( 一 coi) = fel) 一 rexp| — -| log| cor 二 GO)]d| ， 
因而 上 述 条 件 可 写 为 


P.CHi) = GoP,(—i), (8. 15) 
其 中 


有 X(— ooo) ik 1 t 
Go = XSD 一 (一 了 ep| 动 ， log| co 0 cw le). (8. 16) 


当 w 之 0 时 , 条 件 (8. 15) 一 般 限制 了 P, 中 的 一 个 系数 . 但 当 w 二 0 时 , 情 
况 有 所 不 同 ， 这 时 因 Po 三 Co 是 一 常数 , 故 若 C- = 1, 亦 即 


元 过 | logG(Dd =0 (modan) (8.17) 
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时 ( 即 上 式 左 端 之 值 为 ax 的 整数 倍 时 ), Co 可 以 任意 取 值 而 使 (8. 15) 满足 
如 果 (8. 17) 不 成 立 ， 则 必须 取 Co = 0. 
因此 我 们 得 到 


定理 2. 8.2 如 果 要 求 四 (十 co) 二 和 (一 coi) ( 且 有 限 ), 则 齐 次 PR 问题 当 
x 之 1 时 有 k 个 线性 无 关 解 ; 当 k 二 0 时 , 当 且 仅 当 (8.17) 满足 时 有 一 个 
线性 无 关 的 解 ; 当 k < 0 或 者 上 一 0 但 (8.17) 不 满足 时 就 只 有 零 解 . 


3 ”要 求 @( 十 coi) = 一 B( 一 ooD). 这 一 要 求 看 来 非常 奇特 , 但 以 后 我 们 会 
看 到 , 它 却 是 很 有 用 的 . 这 一 情况 与 2 极 相 似 , 这 时 (8., 15) 要 改 为 


P.(+i) =— GP,(—i). (8. 15)’ 
类 似 于 2 中 的 讨论 知 , 当 & 二 0 时， 当 且 仅 当 G.。 == 一 1 亦 即 
到 | logG() dt = Par (mod az) (8.17)’ 


时 , G 可 以 任意 取 值 都 能 使 (8. 15) 成 立 . 若 (8. 17) 不 成 立 , 则 必须 取 CG 二 0. 
因此 我 们 有 


定理 2. 8. 3 ”如 果 要 求 @( 十 cci) 一 一 (一 ooi) 《有限 ), 则 齐 次 PR 问题 当 k 之 
] 时 有 wk 个 线性 无 关 解 ; 当 k 一 0 时 当 且 仅 当 (8. 17) 满足 时 有 一 个 线性 
无 关 解 ; 当 k 二 0 或 者 kc 二 0 但 (8.17) 不 成 立时 只 有 零 解 . 


4” 要求 $B( 士 coi) = 0. 亦 即 要 求 @,( 士 ) = 0. 这 时 间 题 (8. 5) 的 一 般 解 为 
DO) = XO CIP, ,C0). 


回 到 = 平面 ,得 
_ _X(z) tan 之 I ZX(z) in 之 ,cos 之 18 
GD(z) 0 Zhe (tan 2 ) 一 Ze (sin 了 COS 一 )， (8. 18) 
Q a 
或 即 
| z) 
Qe (sinE ,cos 三) ， 当 zE€ St 时 ; 
G(z) 一 “ (8.18)/ 
er :之 之 全 
一 一 Q-: (sin 硅 ,cos 三 )， 当 zES 时 . 
SIin a 
于 是 我 们 有 


定理 2. 8.4 如 果 要 求 熙 ( 士 cei) 二 0, 则 齐 次 PR 问题 当 x 宇 2 时 有 wk 一 1 个 
线性 无 关 解 ， 当 x < 2 时 只 有 零 解 . 
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当然 我 们 还 可 考虑 下 ( 士 cci) = oo, 亦 即 允许 B.C8) 在 5 一 十 1 处 有 极点 
的 情况 , 这 里 从 略 . 

最 后 我 们 指出 ,也 可 不 用 保 形 映射 , 设法 直接 求 出 典 则 函数 X(z)， 再 求 
解 齐 次 PR 问题 . 这 里 要 用 到 下 列 推广 的 Plemelj 公式 , 即 ; 如 果 g(t) € 有 HH， 
以 ex 为 周期 , 而 


1 | t—z 
V(z) = Dai 1 Steot 2 


dt，, € 工 ， (8. 19) 


bE 则 


i—t 
We (10) =+ 53g gco) 十 到 和 ecoeot 9 dt, tm EL. (8.20) 


其 证 明 留 给 读者 . 
还 请 注意 , 即使 L, 为 一 开口 弧 段 时 ，(8. 20) 仍 成 立 , 这 时 当然 不 能 是 
工 的 端点 . 


2. 8.3 ” 非 齐 次 PR 问题 


这 时 (8. 1) 中 的 g(2) 关 0, 从 而 gz) 关 0. 也 分 几 种 不 同 要 求 进行 讨论 . 
1” 要 求 $B( 十 coi) 有 界 . 当 % 之 一 1 时, 问题 (8. 5) 的 一 般 解 为 
BO) 一 X CD[ 到 (9 + PD], 
其 中 


gx(r) dr . 
i To XA (rr 一 和 


当 “< 一 1 时 , 当 且 仅 当 满足 一 < 一 1 个 条 件 


(b= 


BurT) j1 i 
| Xt 站 dr 一 0， J 一 1,2， 9 KK 一] 
时 ， 它 才 有 唯一 解 . 
回 到 z 平 面 ， 当 K 之 一 1 时 ， PR 问题 (8. 1) 的 一 般 解 为 
G(z) = Xz) [VD 十 P。 (an 大) | ， (8. 21) 
其 中 
_ gC) 
WV(z) = zm pre Gd 二 )d (8. 22) 


当 k 之 0 时 , 可 把 上 式 右 端 括号 中 后 一 项 略 去 并 人 P, 的 常数 项 中 , 而 成 为 


一 1 gD 4 / 
Y( 裤 一死 天， ot dr; (8. 22) 
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但 当 % 一 一 1 时 , 此 项 不 能 略 去 , 以 保证 z = 土工 cx 时 X(z) . 亚 (z) 有 界 . 当 
“< 一 1 时 ,， 当 上 且 仅 当 满 足 一 < 一 1 个 条 件 


-_ 盖 1 
| | (4) SI 机 
上 


dt = 0， ) 一 1 ,2,…， 一 一 1 8. 23 
rm X+ Ci) cogit! 7 “ 4 ) 
a 


它 才 有 唯一 解 (8. 21) 〈(P,. 三 0), 且 这 时 亚 (z) 必须 以 (8. 22) 给 出 . 
这 样 , 我 们 得 到 


定理 2. 8. 5 如 果 要 求 (十 coi) 有 界 ， 则 非 齐 次 PR 问题 (8.1), 当 x 实 一 1 
时 ， 其 一 般 解 中 含有 kz 十 1 个 任意 常数 ; 当 k 一 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满 足 
一 Kk 一 1 个 条 件 (8.23) 时 有 唯一 解 . 总 之 , 解 的 自由 度 为 十 1 


这 一 定理 也 是 属于 a6puxosa 的 . 
2” 要求 (十 o01) 二 (一 oo0i). 先 设 < 0. 这 时 1° 中 的 一 般 解 为 


g(t) ft—z 之 
Bz) 一 eo 下， 总 人 ie de+Pu(en 过 ) | (8 24) 


令 = 二 土 coi 代 入 , 并 令 其 相等 , 得 


,| 1 g(t) . 
xcheeb| 如 | tptd| 


— XCood li{ 2D i 
X( 中 z= 着 Pp. J 


由 (8. 16), 此 条 件 可 改写 为 


Goo 十 1 _£(1) _ ， , 
2ar fi Kr GoPro D) Pti. (8. 25) 


当 « 二 0 时 如 果 G, 关 1, 亦 即 条 件 (8. 17) 不 成 立时 , 问题 便 有 唯一 解 ， 
且 这 时 


1 (2) 
P, 三 
"二 Co 一 i 有 Nn)1, X+(z) 


于 是 最 后 得 


— XW SG (tz Cet!l. 
D(z) 一 守 4 (cot -+ 让 二 Ti)di. (8. 26) 


当 4 一 0 时 如 果 Gs 二 1, 亦 即 条 件 (8. 17) 成 立时 ， 当 且 仅 当 


| LD di 一 0 (8. 27) 


» Xt) 
满足 时 , 问题 有 一 般 解 


| 


.drv 一 . i 


用 期 边 值 问题 BEB mn 


一 1 (区 tz 
Bz) = xc| 起 ot d+c| (8. 28) 
其 中 C 为 任意 常数 . 


当 w 之 1 时 , 问题 的 一 般 解 为 (8. 24), 但 其 中 已. 须 满足 条 件 (8. 25), 亦 
即 一 般 解 中 含有 «个 任意 常数 . 
当 « 二 一 1 时, 1” 中 有 唯一 解 


_ X(z) g(t) 上 一 和 工 
G(z) 一 2anil i, ere Ge 十 tan 二 jd . (8. 29) 
要 求 B( 十 coi) = B( 一 o0i) 即 要 求 


X(+ = 癌 人 ( 十 tan £ )de 


二 XX( 一 op 是 (一 itan 二 jd 


亦 即 


_ _8(t) ft ，_. gg) 
(Goo bf Kr 2 dt = i(G.o + 了 人 和 (8. 30) 


亦 即 , 这 时 当 且 仅 当 (8. 30) 满足 时 , 问题 有 唯一 解 (8. 29). 

当 « < 一 1 时 , 则 当 且 仅 当 (8. 23) 和 (8. 30) 满足 时 , 问题 有 了 唯一 解 
(8. 29)( 这 里 共有 一 «个 条 件 ); 而 且 ， 当 G。 关 1 时 ，(8.29) 仍 可 写成 
(8. 26). 

于 是 , 可 得 


定理 2. 8.6 如 果 要 求 儿 (十 oo0i) 一 GB( 一 coi) (有 限 )， 则 非 齐 次 PR 问题 (8. 1) 
当 k 之 1 时 其 一 般 解 中 含有 k 个 任意 常数 ; 当 k 一 0 时 ， 若 (8. 17) 不 成 立 ， 
则 有 唯一 解 ,而 (8. 17) 成 立时 , 则 g(t) 要 满足 一 个 条 件 (8. 27) 时 ,问题 
可 解 ， 且 一 般 解 中 含有 一 个 任意 常数 ; 当 k 靳 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满 足 一 K 
个 条 件 时 ， 问 题 有 唯一 解 . 


如 果 我 们 定义 一 个 问题 解 的 广义 自由 度 为 其 一 般 解 中 任意 常数 的 个 数 减 
去 可 解 条 件 的 个 数 , 则 在 这 种 情况 下 ，PR 问题 解 的 广义 自由 度 为 x. 
3” 要求 8( 十 o0i) 一 一 CB( 一 ooi). 仍 先 设 w 之 0 这 时 所 提要 求 为 


| 工 g(t) ， 
X(t || Pere 上 5 


一 — ccl _] _ECED -一 一 1 
X( 0 汪 2d 一 Pu 中 | 


由 (8. 16), 此 即 
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Ge 一 1f gO _ . ， 
2ar ji KD CP 1 十 PeiD. (8. 25) 


当 % 二 0 时 , 如 果 G。 关 一 1, 亦 即 条 件 (8. 17) 不 成 立时 , 问题 便 有 唯一 
解 , 且 这 时 


~ Gol 1 g(t) 
了 三 Co 一 包干 1 F271, Xr 


于 是 最 后 得 
— XO £0 (tt 一 = 十 Ce 一 ]i , 
82 一 加 人 各 名 (cot + iil) (8. 26) 


当 % = 二 0 且 Go 二 一 1 亦 即 条 件 (8.17) 成 立时 ， 当 且 仅 当 (8. 27) 满足 时 , 问 
题 有 一 般 解 (8. 28) ,其 中 C 为 任意 常数 . 

当 w 之 1 时 , 问题 的 一 般 解 为 (8. 24)， 但 其 中 P, 须 满足 条 件 (8. 25), 亦 
即 一 般 解 中 含有 « 个 任意 常数 . 

当 % = 一 1 时 , 应 在 1° 的 唯一 解 (8. 29) 中 要 求 @( 十 coi) 一 一 G( 一 coi)， 
即 


v0 1 _SECD t 一 1 oo 一 _ECb , . / 
(Ge。 十 | XT na dt = i(G. Df Xr (8. 30) 


当 自 仅 当 (8. 30)’ 满足 时 , 问题 有 了 唯一 解 (8. 29). 

当 k< 一 1 时 , 当 且 仅 当 条 件 (8. 23) 和 (8. 30) 满足 时 ( 共 一 x 个 条 件 ), 问 
题 有 唯一 解 (8. 29) ; 而 且 当 G。 关 一 1 时 ，(8. 29) 还 可 写成 (8. 26) 

故 得 


定理 2.8.7 “如果 要 求 下 (十 coi) = 一 下 (一 cci) (有 限 )， 则 PR 问题 (8.1) 当 
k 之 1 时 ,问题 的 一 般 解 中 含有 k 个 任意 常数 ; 当 k 二 0 时 , 若 (8.17)' 不 
成 立 , 则 有 唯一 解 , 而 当 (8.17) 成立 时， 则 g(t) 要 满足 条 件 (8. 27) 就 
可 解 ， 且 一 般 解 中 含 一 个 任意 常数 ; 当 k 二 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满 足 一 «个 
条 件 时 ,问题 有 唯一 解 . 


这 时 间 题 解 的 广义 自由 度 仍 为 k. 
4” ”要求 6( 十 coi) = 0， 当 % 守 0 时 , 代入 (8.21), 并 用 (8.22) 表示 
亚 (z)， 注意 到 六 (十 ooi) 关 0, 便 得 


-上 £8(1) 
土 寺 i xre st P(t) 0. (8. 31) 


因此 , 当 « 二 0 时 ， 当 且 仅 当 (8. 27) 满足 时 有 唯一 解 


Xf pg) Viz 
6(z) = 2 cot FA de (8. 32) 
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当 % 实 1 时 , 问题 的 一 般 解 中 含有 «一 1 个 任意 常数 . 
当 %== 一 1 时 , 要 想 解 (8. 29) 满足 条 件 @( 士 coi) = 0, 显然 须 且 只 须 条 件 
(8. 27) 以 及 


[i tn — dt 二 0 (8. 33) 


同时 满足 , 且 这 时 有 了 唯一 解 (8. 32). 

当 & 一 一 1 时 , 除 须 满足 条 件 (8. 23) 外 , 还 须 满足 条 件 (8. 27) 与 (8. 33) 
( 共 一 < 十 1 个 条 件 )， 当 且 仅 当 这 时 ， 问 题 有 唯一 解 (8. 32). 

故 最 后 得 


定理 2. 8.8 如 果 要 求 ( 十 oo) 一 0， 则 非 齐 次 PR 问题 (8.1) 当 w 之 1 时 一 
般 解 中 含有 k 一 1 个 任意 常数 ; 当 上 < 魏 0 时 ， 当 且 仅 当 满足 一 < 十 1 个 条 
件 时 问题 有 唯一 解 . 


这 时 间 题 解 的 自由 度 为 «一 1. 
允许 @( 士 cool) = co 的 情况 也 留 给 读者 讨论 . 


习 题 


1. 试 讨论 非 齐 次 PR 问题 (8. 1) 在 
G(z) = Ole™Y1) ( 当 |y| 一 十 co) 
的 要 求 下 的 解法 , 这 里 m 为 一 确定 正 整 数 . 
2. 求解 PR 问题 (8.1), 其 中 GQ) = 二 KK (去 0) 为 一 常数 , 分 别 就 对 于 
BP( 士 coi) 要 求 二 一 全 进行 讨论 . 


答 1] 


亏本. gGD)cot 二 = 出 十 C， 当 z€ Sr 时 ; 
D(z) 一 


去 [a|, glDootto2 drtC]， 当 zE€S 时 
2” 当 且 仅 当 
| gDdt=0 (x x) 
时 , 问题 有 一 般 解 (* ). 
3” 有 唯一 解 (* )， 其 中 C = 0， 
4"” 当 且 仅 当 (* * ) 满足 时 有 唯一 解 (x*), 其 中 C= 0. 
3. 设 世 是 一 以 ar 为 周期 的 光滑 曲线 ， 从 而 了 Lo 是 连接 土方 ax 十 iyo 的 一 


光滑 就 段 ， 试 就 这 种 情况 下 的 PR 问题 进行 讨论 . 
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提示 ”讨论 完全 类 似 , 唯一 的 不 同 点 是 : 进行 保 形 映射 (8. 4) 后 ,5 二 十 i 与 一 i 分别 ， 
位 于 蒜 与 中 . 


2.8.4 周期 Hilbert 边 值 问题 


仍 设 L 如 图 2-4 所 示 . 所 谓 周期 Hilbert 边 值 问题 或 简称 PH 问题 是 : 在 
S- 中 求 一 全 纯 函 数 @(z)， 以 ar 为 周期 , 且 在 L 上 的 边 值 满足 条 件 
Re{[aGb +iBDJE = ec), tEL, (8.34) | 
其 中 az ,6(2) ,clz) 都 是 以 ax 为 周期 、 在 L 上 E 如 的 函数 , 有 目 设 Q2 十 太 关 
0; 为 确定 起 见 , 还 设 要 求 B( 士 ooi) 有 界 . 
仍 用 变换 (8. 4), 问题 (8. 34) 就 可 转化 为 5 平面 中 35 《图 2-6) 内 的 再 疝 


题 ; 再 经 w 一 七 的 变换 ， 就 可 变 为 zw 平面 中 某 光 滑 曲 线 内 域 的 五 问题 , 从 而 


2. 6. 3 段 中 的 结果 (至 少 定性 的 结果 ) 就 可 应 用 到 这 里 来 , 再 回 到 z 平面 即 可 
得 到 所 要 的 结果 . 由 于 原则 上 没有 什么 困难 , 这 里 就 不 详细 论述 . 
但 作为 实际 应 用 中 特别 重要 的 半 平 面 中 的 PH 问题 , 我 们 将 较 详细 地 进 
行 讨论 , 希望 对 解 以 及 可 解 条 件 都 有 具体 的 分 析 表 达 式 . 
我 们 的 问题 是 : 设 人 为 上 半 平 面 , 要 求 一 个 在 Zt 内 全 纯 的 函数 B(z)， 
使 它 在 z 轴 即 X 上 的 边 值 满足 下 列 条 件 : 
Re{[a(z)+id(z)] Bt (x)} = cz), xr EX, (8. 35) 
其 中 a(x) ,6(x) ,clz) 都 是 以 ar 为 周期 的 、 在 XX 上 € 五 的 已 知 实 函 数 , 且 
,a2(z) 十 以 (x) 天 0， 并 要 求 B(z) 在 ZF 上 有 界 . 
用 变换 (8. 4), 问题 (8.35) 就 可 变 为 6 二 £ 十 iy 平 面 中 上 半 平 面 内 的 瑟 问 
题 , 从 而 可 应 用 2. 6.4 段 中 的 结果 . 记 é& 轴 为 8, 设 a(z),b(z) ,clzx) 分 别 变 为 
号 上 FE 万 的 函数 o (9 ,59 ,cs( 旬 (这 是 易于 证 明 的 )，G(z) 变 为 In5>0 
半 平 面 中 的 全 纯 函 数 下.(t), 而 (8. 35) 成 为 
Ret[a (9 +ib.(O Bt} = ce, £€S, (8. 36) 
a2(e 十 (6 关 0, 且 8.(oo) 有 界 . 按 2.6.4 段 ,问题 (8. 36) 的 指标 


ce 一 二 (arg[a(6) 一 这 9] 


为 一 偶数 . 回 到 = 平面 中 , 可 以 说 问题 (8. 35) 的 指标 也 是 x, 且 


«= L{arg[a(z) —ib(z)])} (8. 37) 
2 


先 来 考虑 齐 次 PH 问题 (8. 35) (c 二 0, 从 而 <, 三 0). 按 2.6.4 段 中 的 结 
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果 , 当 w 之 0 时 , 问题 (8. 36) 有 一 般 解 
$0 = XD QO, (8. 38) 
其 中 Q.(C5 为 5 的 < 次 任意 实 系 数 多 项 式 , 其 中 


十 * TD ， 当 T 0 时 ; 
XD -1 De 当 Im5 >0 时 (8. 39) 
(一 De 人 92， 当 Im5<0 时 ， 
而 
r.(5 = 去 0. ES, 
其 中 
6.(9 = arg(— (HC) [ac® 一 鸭子 | 
回 到 > 平面, 由 于 6 一 tan 二 ， 故 
sin 世 士 icos 兰 ;十 渤 
é£ 土 i 二 一 4 4 + le . (8. 40) 
cos 之 cos 之 
a. a 
从 而 ( 记 住 «为 偶数 ) 
9(z) 一 9,.(9 = arg{(— ei [a(z) — br)]). (8. 41) 
又 由 于 容易 验证 
sec2 和 dz 
dé - a 一 > (cot +tan ZE)dz, (8. 42) 
和 al 人 (tan 于 一 tan 这 和 a 2 “4 


并 且 注 意 到 X(z) 可 以 相差 一 个 非 零 实 数 因 子 , 因此 当 卫 (9 回 到 = 平面 时 ， 
可 以 认为 变 成 


< dx. (8. 43) 


T(z) = -| azOx) cot 工 
2 
这 时 ，(8. 39) 则 成 为 
(tan 兰 十 让 er 一 (一 1)$ cose 之 HT , 
a : a 
当 zE Zt 时; 
(tanEi) er = DE coy 三 oF, 
a a 
当 zE Z 时 . 
代入 (8. 38)， 除去 非 零 实 因子 (一 1) 和 ， 最 后 得 齐 次 PH 问题 (8. 35) 当 k 之 0 时 


X(z) 一 


G(z) = Xo(z)Qe(cos 主 ,sin 三 )， 


We p(x) 十 
ze 下 9 当 zE€ Zt 时 ; 


e+ ， 当 zE a 时 ， 

Q. 为 任意 实 系 数 的 « 次 齐 次 多 项 式 . 

当 % 二 0 时 , 由 于 相应 齐 次 旦 问 题 (8. 36) 只 有 零 解 , 所 以 原 齐 次 PH 彤 
题 (8. 35) 也 只 有 零 解 . 汪 和 

现 考 虑 一 般 的 非 齐 次 PH 问题 (8. 35), 为 此 只 要 考虑 转化 后 的 (8. 36). 

仍 先 设 x 这 0 由 2.6.4 段 ,(8. 36) 这 时 有 特 解 

YD rte cu dE 
6.(D = i 元 


2xi (é) +i 记 .8 1Yt Ce) (0 一切 
i) = Cd 
+ (zi) 一 i) [ae .(9 +iBe Yt Em ON 
(8. 46) 3 
其 中 
: el* (0, 当 Im > 0 时 ; 
(yee 当 Im < 一 0 时. 


回 到 平面 , 且 因 对 于 Y,(%) 来 说 , 相差 一 个 非 零 因子 不 会 改变 B89) 的 结 
构 ， 故 关 似 于 前 面 的 化 简 ， 可 以 认为 
er ， 当 z€ Zt 时 ; 
Yo lz) = | 2ixz (8. 47) 
e ar 当 z€Z 时 ， 


这 样 ，(8. 46) 便 成 为 


an 


| cz) ot 一 < 
$2) 一 ani | ga Tbr) Yr a 
2icz [等 _2ie c(z) 实 一 世 
tee | [aCr) +ib(r) JYH ” 4 


它 是 问题 (8. 35) 的 一 个 特 解 , 再 加 上 相应 齐 次 PH 问题 的 一 般 解 (8. 44)， 便 
是 其 般 解 . 


”再 设 < 委 一 2. 这 时 相应 是 问题 (8. 36) 当 且 仅 当 下 列 条 件 
[ 有 (cos2jg =0， j=0,1,, 一 各 一 1 
和 (8.49) 


十 co 
| H.C(é)sin2)0 dE = 0, j= 1,2,.…, 一 故 | 


了 
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满足 时 ， 有 唯一 解 


1 十 co cx(6)de 
2 (6) 于 [a (9 十 这: (6]Y (EE— 


-| z 
| [a +id0 Ye EtD) (8. 50) 


其 中 


xCE) 1 f+~ @,(2) 
H.(é£) = C ep| 一 让 dv| ，(8. 51) 
as( 旨 二 CO (1 二) 去 | 一 zx 一 | 


而 0 二 arg(& 十 DD. . 
注意 5 一 i 时 ,x 一 一 ooi, 从 而 cot(zx 一 z) i。 这样，(8. 50) 就 成 为 


an 


y 2 cx) 4 
Bz) 一 Yo 中 | 二 - 社 [aGCz) + BCz) YS (TD) a 7 


1 codz 
- 笃 [ao(z) +idz) IY Cz)) 


而 (8. 49) , (8. 51) 可 改写 成 


(8. 52) 


gs . 
“H(zx)cos2j0 dz = 0, ij 二 0,1,, 一 分 一 1 
一 等 
二 | HO)sin2j9 dz = 0,j 一 1,2,…, 一 各 一 1， 
- 其 中 
H(z) -0 6d)cot —¥ dt\ , (8. 53) 
Va (xz) + hz) a 2 
这 里 gd 仍 以 (8 41) 给 出 ,由 于 
( 7 ) sin 二 十 icos 莹 
0= arg{tan 二 二 i}= arg 
2 cos 之 
a 
一 arg(ie 41) 一 分 一 立 ， 
故 上 述 条 件 成 为 
多 _ 2jr 
一 ; 一 1. 
| gH eos (i ) dz 一 0， 了 一 0,1，…， 2 1; 
家 27 | 
全 H(z)sin(jx 一 和 于) dr =0, 7 一 2 


2 
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它们 显然 等 价 于 
2z gio 0 ;=0,1,., 1], 1 
| gH Deos a dz 一 0， J 0,1, 9 9 1; 
(8. 54% 


等 2; 
| H(z)sin SE dr =0,， j=1,2,.",— 攻 一 lL. 
一 全 a 2 


这 样 , 当 k 委 一 2 时 , 原 PH 问题 (8. 35) 当 且 仅 当 条 件 (8. 54) 满足 时 ( 霸 
有 一 «一 1 个 实 线性 无 关 条 件 ) 有 唯一 解 (8. 52). 

至 此 , 问题 已 完全 解决 . 

关于 PH 问题 , 蔡 海 涛 [27] 中 曾 有 (在 更 一 般 情况 下 ) 简略 的 讨论 . 


习 题 
1. 试 根 据 本 段 结 果 , 求解 半 平 面 中 周期 的 Dirichlet 问题 . 即 ， 已 给 一 实 


函数 c(Cz) GE 媚 于 和 上， 以 ar 为 周期 ， 求 一 在 上 半 和 平面 中 的 全 纯 函 煞 生 (<)， L 
也 以 ar 为 周期 ， 且 Re (zx) = clz). 


2、 试 不 用 (8. 4) 而 改 用 人 一 ee 来 改写 本 节 内 容 . 


2.9 双 周 期 Riemann 边 值 问题 


2.9.1 椭圆 函数 


为 了 讨论 双 周 期 解析 函数 的 边 值 问题 , 在 此 有 必要 介绍 一 下 有 关 椭 贺 函 
数 的 最 基本 知识 .这 在 任何 一 本 较 详 细 的 复 变 函 数 教程 中 都 可 找到 ; 但 为 了 
引用 方便 , 这 里 作 最 少 要 求 的 简介 . 详情 可 参看 [44], 第 十 一 章 . 

设 wyoz 为 二 复数 ，Im( 呈 ) 关 0， 复 函 数 f(z) 称 为 以 2wl ,2 为 周期 的 


双 周 期 函数 , 若 适 合 条 件 
flz+20w;) = f(z), j= 1,2. (9. 1) 
显然 一 2w 也 是 周期 因此 不 失 一 般 性 ,我 们 可 永远 假定 Im( 空 )> 0 
2 一 Zz 十 2mw1 十 2mw2 (m,n 均 为 整数 ) 
称 为 与 z 周 期 合同 的 点 , 记 为 z 二 z (mod 2w;). 由 非 周期 合同 点 构成 的 最 大 
的 平行 四 边 形 称 为 周期 四 边 形 . 特别 , 例如 , 以 土 wi 土 wz 为 顶点 的 平行 四 边 
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” 形 已 称 为 基本 周期 四 边 形 或 基本 胞 腔 . 


若 /(z) 在 全 平面 解析 , 但 可 以 有 一 些 极点 ( 即 亚 纯 ), 且 以 2w; 为 周期 
GG 一 1,2, 下 同 ), 则 称 f(z) 为 一 椭圆 函数 . 由 Liouville 定理 知 ,这样 的 
f(z) 如 果 不 是 常数 , 则 在 P 中 不 可 能 没有 极点 . 我 们 将 设 f(z) 在 了 的 边界 
上 没有 极点 和 零点 , 因为 否则 的 话 , 可 把 坐标 系 适 当 平移 后 就 可 达到 目的 . 
也 可 证 明 , f(z) 在 已 中 也 不 可 能 只 有 一 个 单 极点 ， 因 为 ， 由 双 周 期 性 ，Fz) 
沿 己 的 周 界 积分 必须 为 零 . 且 可 证 明 , f(z) 在 P 中 取 任 何 值 的 点 的 个 数 包括 
极点 的 个 数 ( 重 数 都 要 计 入 个 数 中 ) 均 相 同 . 椭圆 函数 在 卫 中 极点 的 个 数 称 为 ”. 
它 的 阶 数 . 因此 , 0 阶 椭圆 函数 必 为 常数 , 不 存在 1 阶 椭 贺 函数 , 而 非 退 化 (为 
常数 ) 的 椭圆 函数 至 少 是 二 阶 的 . 

函数 


1 /1 1 2 ， 
5(z) 二 一 十 2 (= Ta, + 人 2 
称 为 Weierstrass 的 了 函数， 其 中 0 = 二 2zrml 十 2nw2， 且 > 表示 对 一 切 


;2 一 0, 十 1, 十 2,… 相 加 , 但 mm 均一 0 除 外 . 5Cz) 是 一 亚 纯 函数 ， WM Qn 
(包括 mm 一 n 二 0) 为 单 极点 , 且 主 部 为 1/(z 一 Qa), 但 它 不 是 双 周 期 函数 ， 


而 有 
| Cz 2w;) = Ez)+2n j= 1,2, (9. 3) 
其 中 二 tlwj) 为 常数 ， 且 有 如 下 关系 : 
Zw 2m = ri (9. 4) 
此 式 可 通过 等 式 


元 | :co =1 
以 及 等 式 (9. 3) 证 明 , 这 里 是 的 周 界 , 取 反 时 针 向 0. 又 5(z) 显然 是 奇 函数 . 
下 面 定 义 的 函数 
Kz) 一 (2) 一 六 + > [Gg 7 -六 C9. 5) 


由 (9. 3) 知已 是 双 周 期 的 ， 是 | 一 阶 顶 圆 函数 ， 以 2， 为 二 阶 极点 , 并 以 
1/(z 一 0Q2mn)” 为 其 主 部 . 它 称 为 Weierstrass 的 函数 . 它 是 偶 函 数 ， 由 此 ， 
9 (z) 二 VW(z) 为 三 阶 椭圆 函数 , 它 在 P 中 有 唯一 三 阶 极点 z 二 0, 等 等 . 

另 一 个 常用 的 函数 是 o 函数， 


@ 注意 , 如 果 Im( 空 }< 0, 则 (9. 4) 右边 要 变 号 . 
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o(z) 一 = 上 (1 一 jon| 二 - + C9, 和 


和 有 它 是 一 整 函数 ， 以 == 0wm 为 纲 
零点 . o(z) 与 5(z) 间 有 如 下 的 关系 : 2 


oll (0. 攻 | 
c(z) 也 是 一 奇 函数 , 但 不 是 双 周期 的 ,而 满足 下 列 关系 式 : oe 
co(z 十 2wj) =— eV) gz), j= 1,2. (9. 87 | 


用 olz) 可 以 构造 出 榴 圆 函数 . 任何 椭圆 函数 也 可 用 c(z) 表示 . 设 过 1 
为 一 n 阶 椭圆 孙 数 (n 宇 2) 9 在 P 中 以 al sQ2 ys Qn 为 零点 ， 以 Bl 0 0 为 3 
极点 ( 诸 as 或 Be 可 有 相同 者 ). 易 证 1 
Da Sa 一 2pwl 十 2vws (uv 为 整数 ). 

记 B = 二 2 + ayo, ， 则 f(z) 必 有 有 下面 形式 : 


CCz 一 al)…0(Z 一 am)cGz 一 oa) 


f(z) = Cae-B) or Bo Bh) %. 2 EL 
其 中 C 为 某 -常数 
注 “ 对 于 椭圆 函数 f(z), 假定 它 在 三 的 边界 有 卫 上 没有 极点 (或 零点 ) 实 非 1 


必要 . 如 果 按 照 1. 7. 3 段 中 的 观点 来 计数 , 例如 , 在 丁 的 一 边 ( 及 其 对 边 ) 上 j 
有 一 单 极点 ， 则 只 能 算 半 个 ,而 连同 对 边 对 应 点 算 在 一 起 仍 为 一 个 . 在 P 的 
顶点 处 有 极点 时 也 有 类 似 结论 . | 


2.9.2 ” 双 周期 Riemann 边 值 问题 的 提 法 与 跳跃 问题 的 解法 
设 Lo 为 基本 胞 腔 P 内 部 的 一 条 光滑 封闭 曲线 ， 且 已 取 定 反 时 针 向 为 其 ] 


正 向 (图 2-7). 设 原点 O 位 于 Lo 所 围 内 
域 55 中 , 并 记 
So = PO— Si. 


又 记 ST 为 St 及 其 所 有 周期 合同 区 域 的 
并 , 工 为 L。 及 其 所 有 周期 合同 曲线 之 
并 , 而 S- 为 S+ 的 余 域 
图 2-7 所 谓 双 周期 Riemann 边 值 问题 或 简 
记 为 DR 问题 是 : 寻求 一 双 周 期 分 区 解 
析 浮 数 B(z)， 以 工 为 跳跃 曲线 , 且 满 足 
BD) GD E+g0), i€EL, (9. 10) 
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”其 中 GGD ,g(b 为 工 上 的 双 周 期 函数 ，E 昌 , 且 GGO 关 0. 此 外 , 我 们 常人 允许 
2) 人 xz 一 0 处 至 多 有 m 阶 , 这 时 我 们 就 说 在 DR,, 中 求解 . 
一 问题 在 [49] 中 早 就 研究 过 ， 但 其 结果 在 一 般 情况 下 并 不 正确 . 下 面 


入 法 与 结果 是 著者 在 [15j 中 得 到 的 . 
我 们 先 来 求解 最 简单 的 DR,, 问题 (跳跃 问题 ) 
Bt =eged), 1EL. (9. 11) 


为 了 求解 这 一 问题 , 关键 是 要 有 相当 于 Cauchy 核 的 双 周 期 核 . 它 应 与 1/ (4 一 2 
相 类 似 , 在 t= 二 z 处 有 一 阶 极点 且 留 数 为 1. 函数 5 一 z) 有 此 性 质 , 但 不 是 双 
周期 的 . 为 了 保证 双 周 期 性 , 我 们 可 改 用 ct 一 z) 十 5Cz)〈 其 双 周 期 性 可 由 
(9. 3) 立即 验证 ), 但 这 时 它 另 外 在 = 一 0 处 出 现 单 极点 . 这 后 一 奇异 性 对 于 
我 们 解决 问题 无 大 妨碍 . 

这 样 , 对 于 问题 (9. 11) 在 DR 中 求解 ， 可 以 分 别 讨 论 如 下 : 

] 设 详 盖 0. 令 ; 

各 (z) 一 到 | gD[LEGt—2) + dt zEL, (9.12) 


C0) = + 
其 中 bo(z 一 z) 当 z EP 时 已 无 奇异 性 , 易 见 Plemelj 公式 仍 成 立 : 
W(t0) 一 士 g(t0) + a], sOLG—t) 十 5to)]dz， 
toEL. (9. 13) 
由 此 立即 可 知 
VD) — WH) = g(), 
从 而 F(z) 二 $B(z) 一 亚 (z) 是 一 双 周 期 解析 函数 , 不 再 以 L 为 跳 幅 曲线 . 注意 
到 亚 (z) 在 z 二 0 处 可 能 有 一 阶 极点 , 而 m 汪 0, 因此 下 (z) 为 一 椭圆 函数 , 至 
多 为 m 阶 的 , 且 在 了 中 极点 只 能 在 z = 0 处 . 因此 , 如 果 zm 二 1, F(z) 必 为 
一 常数 ， 如 果 m > 1, 则 易 证 F(z) 必 有 下 面 形式 : 
F(z) 一 Co 十 Cg (z) t+ Crt (z), (9.14) 
其 中 Co ,C1 9 "9 tml 为 任意 ( 复 ) 常数 . 
于 是 , 当 m 汪 0 时 ，DR,, 问题 (9. 11) 的 一 般 解 为 


1 
D(z) 一 于 | BCL z) + &C2) Jd 
十 Go 二 Git Gz) 十 十 CD (z)@. (9. 15) 


@ 注意 , 当 m 二 1 时 ,K(x) 要 理解 为 1 而 不 是 5Cz). 
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2” 设 m 二 0. 这 时 FCz) 在 z 一 0 处 至 多 有 一 阶 极点 ， 因 此 必 退 化 为 ~ 少 
数 , 于 是 


G(z) = 下 | 2 OL + ra]d 十 C 
但 我 们 要 求 6(0) 有 限 , 这 当 且 仅 当 
g* 一 到 | gd =0 C9. 10) 1 


时 才 行 . 这 样 , 双 周 期 DRo 问题 (9. 11) 当 且 仅 当 (9. 16) 满足 时 才 可 解 ， a 
般 解 为 


31 习 
Dt 


G0) = eC ED tC C9.1n 

这 里 C 是 任意 常数 . 本 
3” 设 m 二 0. 这 时 (9. 16) 仍 为 (9. 11) 在 DR 中 可 解 的 必要 条 件 , 且 解 

也 只 可 能 以 (9. 17) 的 形式 出 现 . 为 了 保证 B(xz) 在 z = 0 处 至 少 有 一 mm 阶 零 } 

点 ， 还 必须 且 只 须 下 列 两 条 件 成 立 : 


1 
C= 下 | sae, C9.18) | 


2x 
( 当 m = 一 1 时, 条 件 (9. 19) 不 存在 ). 
于 是 , 当 m 二 0 时 , DR,, 问题 (9. 11) 当 且 仅 当 (9.16),(9.19) 成 立时 才 
| 可 解 ， 且 有 唯一 解 
6(z) 一 到 | g(DLECt— 2) — £0) Jdt. (9. 20) 


1 k&) 一; 一 oom 
| et (Dd =0, k=1,2,…,—m—1 (C9.19) | 


1 


所 以 , DR 问题 解 的 广义 自由 度 为 m. 
2.9.3 .一 般 DR 边 值 问题 的 解法 


， 我 们 现在 来 求解 DR。 问题 (9. 10). 称 
«= InduGG) 一 区 [argG(D] G9.2D 
为 问题 的 指标 . 作 二 阶 椭圆 函数 


(Cz) _ (2)o(z ww) 
A oz— wl)o(z— cw ) 


它 在 S 内 有 唯一 的 一 阶 零点 z = 0 而 无 极点 , 因此 Indi,p(t) 一 1. 于 是 
Glt) 一 GD (2) (9. 23) 


(9. 22) 
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。 在 Lo 上 的 指标 为 0. 现在 令 
| Ce) -eo 当 z€ St 时 ，; 
请 D(z), 当 z€5 时 ， | 
[” 则 BB,(z) 是 双 周 期 的 , 分 区 解析 的 , 但 在 z = 0 处 至 多 有 «十 mr 阶 . 这 时 
EE ” (9. 10) 成 为 


(9. 24) 


BD = GB Og 1EL, (9. 25) 

这 里 已 令 gx(t) 一 glDpy*(D). 记 
r(x) 一 |, leG.® “tnd zEL, (9.26) 
X.(z) = el?,， (9. 27) 


。 则 有 
泌 X(t) = GD Xs (的 . 
“但 应 注意 ，X ,(z) 一 般 不 是 双 周 期 的 : 
Xz+2w) = e206 Xz), j=1,2, 


这 里 已 令 

_ 1f 

G. = | logG.(t) dt. (9. 28) 
”为 了 要 改变 义 .(z) 使 其 成 为 双 周 期 的 , 令 
_ 0o(z) 

hz) = -ee (9. 29) 

易 证 
h(z+2w) = ey h(z), j=1,2, 


: Xi(z) =h(2) XCz) 
”已 是 双 周 期 的 , 且 仍 有 
. X+ (CD = G0) XT (). 
这 样 ，(9. 10) 便 成 为 . 
0) Bi) 十 可 ws 人 
Xt (GD XiIC) Xt) 
以 下 分 两 种 情况 来 讨论 . 不 失 一 般 性 , 可 认为 C。 不 在 LL 上. 
l]” 设 G。 等 于 某 个 周期 : 
BB G, = 2kiw! 十 28zo2， 
其 中 ,kz 为 某 二 整数 . 这 时 (可 能 相差 一 常数 非 零 因子 ) 
1 Aiz) = exp{2(hnh 十 kop)z)}, 


(9. 30) 
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GD (2) 
Xi (z) 


而 Xi(z) 在 zx 一 0 处 至 多 为 零 阶 , 所 以 F(z) = 


xz 一 0 处 至 多 为 < 十 7 阶 . 
于 是 , 由 上 段 知 , 当 w 十 m 汪 0 时 , 问题 无 条 件 可 解 , 且 一 般 解 为 
XX] (z) gx(t) 
2ri JL, Xi (2) 
十 及 1 (z)LCo 十 Ci L (z) 十 加 击 | 十 Crm &ehr (z)]， 
其 中 Co Ci Cehorl 为 任意 常数 . 
回 到 问题 (9. 10)， 并 改 用 记号 
{Ne 当 zE St 时; 
X(z) = 
h(z)el® ， 当 zES 时 ， 
则 DR 问题 (9. 10) 的 一 般 解 为 


_ XO gO rs, 
D(z) Di , Xr z) 十 5Cz) Jdz 


十 XGz)[Co 十 CE Gz) 十 十 Cm D(z)]. (9.32) 了 
, 如果 # 十 m = 0 或 一 1, 则 DR 问题 (9. 10) 的 可 解 条 件 , 由 (9.16), 为 ， 


分 区 解析 、 双 周期 


D(z) = 


[5G 一 z) 十 5Cz)]dt 


-了 工 | 8() di -- 0， 
pi Xr 0; (9. 33) 
当 它 满足 时 , 车 。 十 mr = 0, 则 其 一 般 解 为 
— XX(z) Bt) py,_ 
Bz) = 2xi | 1 XT E(t — z) dt CX (2), (9. 34) 
、 其 中 C 为 任意 常数 , 而 若 k 十 m 二 一 1， 则 问题 有 唯一 解 
_ X(z) g(t) _ 
Bz) Sri J Kr) [¢C¢— z) — Ct) Jdt. (9. 35) 


如 果 « 十 m 二 一 1, 则 可 解 条 件 除 (9. 33) 外 , 还 应 添加 


1 Bt) Ar 一 本 
2], Xr (Dd 0， R 1,2， » kx mm 1]， (9. 36) 


而 这 时 DR 问题 (9. 10) 有 唯一 解 (9. 35). 
2” 设 G, 不 等 于 任何 周期 . 令 G,o 为 基本 胞 腔 忆 中 (或 其 边界 上 ) 的 一 点 ， 
与 G、 周期 合同 者 : 
Co =G. (mod 2w ,2w;), 
故 Go 关 0. 由 (9. 29) 定义 的 h(z) 在 P 中 有 唯一 的 一 阶 零点 z = 0 与 唯一 的 
一 阶 极点 = 一 Go. | 
因此 这 时 Xi(z) 仍 为 双 周 期 的 , 其 零点 与 极点 在 中 与 4 《zx) 的 相同 , 于 
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是 (9. 10) 仍 化 为 (9. 30)、 这 时 F(z) 一 和 在 = 一 0 处 为 * 十 六 十 1 阶 的 ， 
1 


且 FCG,) = FC(Go) = 0. 仍 以 C9. 31) 定义 XX(z). 
这 样 , 当 x 十 m 十 1 之 0 时 ,我 们 有 


_ X(z) 8(t) 
D(z) Zi 1 Kr z) + ECz) Jd 


十 XCz)[Go 十 Cg8(z) 十 … 十 Ceetm (z)]; 
但 为 了 保证 F(Go) = 0 即 BCGo) 有 限 , 必须 且 只 须 : 


了 | gD ro 
元 让 意 四 [5 Gu) 十 5CGo)]d 


十 Co 十 Ci (Go) 十 十 Ci (Go) 一 0. . 
因此 , 这 时 DR。 问题 (9. 10) 的 一 般 解 为 


_ X(z) SC) yp 
Gz) = 2 LS z) 二 Lz) 一 5 一 Co) 


— £(Go) Jdt+ XCz) {CL Ce) 一 (Go)] 
二 二 CemL et (2) 一 ge (G0)]), (9. 37) 
其 中 Cl ,C2 » Ce 为 任意 常数 . 
当 k 十 m 十 1 = 0 时 , 可 解 条 件 仍 为 (9. 33), 且 解 BC(z) 仍 有 (9. 34) 之 形 ; 
但 为 了 保证 和 (Go) 有 限 , 还 必须 要 求 


1 g(t) _ 
Di 1, re Go)dt+i+C 0. 


亦 即 ，DR, 问题 (9. 10) 的 可 解 条 件 仍 为 (9. 33)， 而 当 它 满足 时 有 唯一 解 


_XGDIf gr  、 
D(z) ici J 1, RE z) 一 5 一 Co)jdt. (9. 38) 
当 k 十 mm = 二 一 2 时 , 可 解 条件 (9. 33) 仍 属 必 要 ， 而 且 还 须 
了 工 | 8 rr ey 一 
37 XT cobs Go) —£(t) Jdt=0 (9. 39) 


时 才能 保证 BCGo) 有 限 . 因此 , 这 时 DR;, 问题 (9. 10) 的 可 解 条 件 为 (9. 33) 
与 (9. 39), 而 当 它 们 满足 时 , 问题 有 唯一 解 (9. 38), 或 者 一 样 ，(9. 35). 
当 k 十 m 二 一 2 时 , 除 (9. 33),(9. 39) 外 , 可 解 条 件 还 应 添上 
i , 如 全 的 (Dd =0, k=1,2,—k—m— 2 (9.40) 
且 这 时 间 题 有 唯一 解 (9. 38) 或 即 (9. 35). 
这 样 , 在 一 切 情况 下 完全 解决 了 DR, 边 值 问题 . 易于 验证 , DR,, 问题 解 
的 广义 自由 度 为 < 十 mm 
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习 题 


1. 试 证 ; 在 基本 胞 腔 内 只 有 唯一 的 m 阶 极点 z 二 0 lm 之 2) 的 m 阶 椭圆 

函数 必 为 下 面 形式 : 
Co 十 CI8 C2) + C1" (z)， 

其 中 Co,Ci，…Col 为 某 些 常数 [此 题 结果 在 正文 中 已 用 到 ]. 

2. 如 果 OE So, 则 本 段 中 的 讨论 应 如 何 修 改 ? 

3. 如 果 DR,, 问题 中 允许 的 是 BCz) 在 书 中 某 点 zo 处 有 mr 阶 ， 则 应 如 何 
求解 ? 

4. 把 本 段 中 结果 推广 到 Lo 为 有 限 条 互 不 相交 光滑 封闭 曲线 的 情形 . 


2. 10 “ 双 准 周期 的 Riemann 边 值 问 题 


2. 10. 1 双 准 周期 解析 函数 


我 们 可 把 上 段 中 讨论 的 问题 推广 到 双 准 周期 的 Riemann 边 值 问题 . 此 问 
题 是 著者 在 [16」 中 讨论 的 . 本 段 先 叙述 双 准 周期 解析 函数 的 一 些 性 质 . 
者 f(z) 为 全 平面 中 的 单 值 解析 函数 ， 并 满足 条 件 
f(z+2w;) = f(z)+a;, j= 1,2, (10. 1) 
别称 f(z) 为 加 法 双 准 周期 解析 函数 , 而 a ,as 称 为 它 的 加 数 . 如 果 f(z) 的 奇 
点 还 只 可 能 是 极点 ， 则 称 之 为 加 法 准 椭圆 函数 . 
同样 , 若 把 (10. 1) 改 为 
f(z+2w) =Bf(z), B20, j= 1,2, (10. 2) : 
则 根据 不 同情 况 , 称 f(z) 为 乘法 双 准 周期 解析 画 数 或 乘法 准 椭圆 函数 ， 而 
局 ,BB 称 为 其 乘 数 : 
准 椭圆 函数 (加 法 的 或 乘法 的 ) 在 基本 胞 腔 P 中 极点 的 阶 数 之 和 称 为 它 
的 阶 数 . 下 面 讲述 其 一 些 性 质 . 
对 于 加 法 双 准 周期 解析 函数 ,我 们 有 
1” 设 f(z) 是 以 alyaz 为 加 数 的 双 准 周期 解析 当 数 ,以 z 一 zo (及 其 周期 
合同 点 ) 为 奇 点 , 则 必 有 下 面 形式 : | 本 
f(z) 一 jz 十 AgGz 一 z0) 十 匹 (z)， (10. 3) 
其 中 世 (z) 为 双 周 期 解析 函数 ， 仍 可 能 以 z 为 奇 点 ,这 里 


等 于 堆 
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1 一 二 (oz 用 一 四 力 )， p= Coa 一 oao)， (10. 4) 
2” 如 上 述 f(z) 为 上 阶 准 椭圆 函数 , 则 (10.3) 中 的 正 (z) 为 上 阶 或 & 一 1 


阶 椭圆 浮 数 字 上 县 后 一 情况 只 可 能 出 现在 zo 为 单 极点 时 . . 
3” 如 上 述 f(z) 为 一 阶 准 李 圆 函数 ， 且 在 PP 中 以 zo 为 唯一 单 极点 ， 则 


f(z) 二 C+ 十 愉 十 u(xz 一 z0) (C 为 常数 ). (10. 5) 
4"” 如 上 述 f(z) 没有 奇 点 , 则 必 旦 二 空 ， 且 
Ql Ul ， 
f(z) = C 十 Mz (C 为 常数)， (10.6) 
其 中 4 二 2 Gj 二 1,2). 因此 ,如 果 社 隆 空 ， 则 f(z) 一 定 有 奇 点 
Cj al Wl . 


对 于 乘法 双 准 周期 解析 函数 , 我 们 有 
1) 如 果 f(z) 为 二 阶乘 法 准 椭圆 函数 ， 以 有 ,为 乘 数 ,在 书 中 以 zl 
之 2 9 "9 之 1 (各 个 Zk 可 以 其 重 数 重复 出 现 ) 为 极点 ， 则 必 
La nn 上 
f(z) = |c 十 DCt® (es)| zz) oe, (10, 7) 
‘7! [eCz— zi) 
k=1 
其 中 Co ,C1 Cr 为 某 些 常数 ， 而 


1 一 二 02 太一 为 加 )， (10. 8) 


1 ] ~ 
zo 一 rci Ye 一 oo) 十 元 全， 


这 里 已 记 y; 二 logB; (i 二 1,2), 且 对 数 可 以 分 别 任意 取 定 一 值 . 
2) 设 f(z) 闫 0 是 来 法 准 椭圆 函数 ,以 及, 局 为 来 数 , 则 f(z) 无 奇 点 的 


必要 充分 条 件 是 : 可 以 适当 选择 对 数 分 支 7 一 logB 使 得 中 一 经 ， 且 这 时 必 
1 ] 


有 
f(z) 二 Cer (C 为 常数 )， (10. 9) 


其中 一世 - (; = 1,2). 
wj 


3) f(z) 同 2), 但 不 要 求 F(z) 天 0， 如果 /(z) 无 奇 点 而 有 零点 ， 则 必 恒 


我 们 只 来 证 明 性 质 2). 条 件 的 充分 性 很 明显 . 下 面 证 明 其 必要 性 . 令 
一 Nw Np 


Tl nl 


3 县 已 选 定 y; = logp, 使 zo E P. 考虑 函数 


F(z) = f(z)e* 0 


oz— zo). 


易于 验证 ， 
Flz++ 2w;) = BF (z)exp{— 2hw; 十 212z0) 一 F(z)， 疡 呈 到 x2， 志和 
因此 F(z) 为 椭圆 函数 . 由 假设 条 件 , F(z) 在 卫 内 至 多 在 = 二 zo 处 有 一 单 六 
点 ， 故 必 为 常数 . 因此 ， " 


f(z) 一 Cor 3 
0 则 f(z) 将 有 极点 = 一 0， 不 可 ， 册 zo 一 0. 于 是 (10. 9) 得 证 . 要 
于 = 六 cr 则 很 容易 验证 . 


坟 们 类似 地 定义 分 区 全 (或 解 术 ) 的 双 准 周期 函数 , 以 L 为 中 中 
线 . 本 节 中 关于 工 ,Lo ,S$ 等 记号 均 同 上 节 . 注意 , 在 全 中 双 准 周期 函数 的 | 
加 数 或 乘 数 可 不 相同 . 


2. 10.2 ”加 法 双 准 周期 的 R 问题 


, 所 谓 双 准 周期 Riemann 边 值 问题 , 简 记 为 QR 问题, 仍 同 (9. 10), 但 其 中 | 
出 现 的 函数 (已 知 的 、 未 知 的 ) 都 是 双 准 周期 的 . 为 讨论 简便 起 见 , 我 们 将 在 
QR。 中 求解 ， 即 要 求 B(z) 在 St 内 均 无 奇 点 . 但 这 不 是 本 质 的 . 同样 可 讨论 】 
例如 QR 问题 , 即 要 求 $B(z) 在 = 二 0 处 有 w 阶 . 
本 段 先 讨 论 加 法 的 情况 ,这 时 问题 记 为 AQR。 问题 . 这 时 易 见 , 除 平 几 
情况 ( 即 双 周期 情况 ) 外 , G(z) = G 只 能 是 一 常数 ， 亦 即 要 求解 AQR。 问题 
| BD) =G8 (D+g), 1EL, (10. 10) 
其 中 常数 G 关 0, g(t) € 日 为 准 双 周期 的 , 加 数 设 为 g1 ,gz 要求 G(z) 也 是 
加 法 双 准 周期 的 , 并 分 区 全 纯 . 
不 失 一 般 性 ， 可 认为 G 二 1， 因 为 否则 的 话 ， 可 将 GG@G- (zx) 当做 新 的 
D(z) 因为 G1 (zx) 的 加 数 可 与 @ (z) 的 加 数 不 一 样 ). 
我 们 用 记号 Lzjo 表示 = 关于 模 2m ,2 在 了 中 的 合同 点 ,并 记 g([tj]) 一 
goD， 则 go (2) 是 双 周 期 的 . 又 车 令 
BC) = 全 (2)—mgi—ngs， 当 z=[zjot2mw 2nw ES+ 时 ; 
D(z), 当 zE€S- 时 ， 
则 有 


HU) = +gt), 1€EL, 
且 号 (z) 仍 分 区 全 纯 , 是 加 法 双 准 周期 的 . 这 时 显然 Bt (z) 的 加 数 就 相同 了 ， 于 是 


” 双 准 周期 的 Riemann 边 值 问题 EL 1ss 
Wo = (2) | go — zd 
0 0 2riJ Lo 0 


= &,(z) ee z)d 


就 不 再 有 跳跃 ， 无 奇 点 ， 仍 为 双 准 周期 的 ， 故 由 上 段 性 质 4 知 ， 
Wo (z) 一 Co 十 Ciz， 
其 中 Co ,Ci 为 任意 常数 . 于 是 最 后 得 到 


oz) = G+CGz+ 盐 |， score 一 5d， zEL: 
亦 即 
Gotmgit+ng? + Czt i], sD Dd 
GB(z) = 当 z 二 [zjo 十 2mwl 十 2nw2z € St 时 ; 
C, + Cizt |], OE 当 z€ S- 时 . 


(10. 11) 
2. 10.3 ”乘法 双 准 周期 的 R 问题 


现在 考虑 问题 (9. 10), 其 中 GO) ,g(t) € 五 ,GO 和 尖 0. 它们 都 是 乘法 双 
准 周 期 的 , 未 知 函 数 也 是 乘法 双 准 周期 的 . 仍 在 Re 中 求解 . 此 问题 简 记 为 
MQR。 问题 . 

求解 此 问题 时 ,是 设法 将 其 化 为 双 周 期 的 R 问题 . 

设 G(2) ,g( 的 乘 数 分 别 为 Gj,g; G 一 12). 记 

P= E(wlogG ~ nlogG2), 
(10. 12) 
Q= (wlogG: — wzlog G1 ), 


其 中 诸 对 数 已 各 取 定 一 确定 值 . 于 是 
Golt) = G(1)exp( Pt + QEC)} (10. 13) 
就 是 双 周 期 的 , 且 仍 € HH. 如 果 再 令 
| Dt (z)， 当 zE St 时 ; 
Y¥(z) = 人 Pz _ Qe(z))， 当 z ES 时， (10. 14) 
则 更 (>) 仍 是 乘法 双 准 周期 的 分 区 全 纯 函 数 (注意 O E S1+), 而 (9. 10) 成 为 
Vi) = Ot+ed), tEL. (10. 15) 


先 考虑 齐 次 问题 : g(z) = 0. 仍 记 
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“一 区 ilogcoCD]n = aillog GC, 
为 问题 的 指标 . 如同 2. 9. 3 段 中 那样 , 令 
GD) = Go Dy), 
其 中 jz) 仍 由 (9. 22) 定义 , 并 记 


.2z) 一 这 当 z€ S 时 (10.16) 
V(z), 当 z€ S 时， 
则 更 (GD = Go (C2) 更 (9 成 为 
Vi) =GDW(), t€EL, 
而 亚 .《z) 仍 是 乘法 双 准 局 期 的 , 且 在 z = 0 处 为 x 阶 . 再 令 
T(z) = a logGu(t) » tt— xz)dt, Xz) = et?, 
则 亚 .《z)/X.(z) 在 L 上 已 无 跳 财 , 在 z= 二 0 处 仍 有 « 阶 . 
如 果 “< 0, 则 由 前 段 性 质 1) 知 ， 
Wz) = [Co 十 CCz 一 四 ) 十 … 十 Cgw TD)(z 一 zo0)] 
。 CE oxplae 十 FCz))， (10. 17) 


其 中 Co ,C1 9 9 1 »A, Zo 均 为 任意 常数 (x 一 0 时 括号 […] 中 是 Co ? 和 Kk 二 
1 时 一 样 ). 由 (10. 17) 通过 (10. 16) 以 及 (10. 14)，, 便 得 齐 次 MQR。 问题 的 一 
般 解 . 

如 果 “<< 0, 则 因 亚 ,(z)/ 外 ,(z) 在 z= 二 0 处 有 一 x 阶 零点 , 故 由 前 段 性 质 
3), 必 有 亚 ,(z) 二 0， 从 而 原 MQR。 问题 只 有 零 解 . . 

现在 考虑 非 齐 次 MQR。 问题 (9. 10) 或 已 约 化 了 的 (10. 15). 设 寻 (x) 的 
乘 数 分 别 为 哑 ( 一 1,2), 则 由 (10. 15) 立刻 知道 

VED = G00 VD) +gg), j= 1,2. 

， 与 (10. 15) 比较 , 因 g(z) 不 恒 为 零 , 故 矩 阵 
1 1 1 
Wi WV gi 
Vi VY g2 


必 降 秩 . 如 果 其 秩 为 2， 则 必 

VO) = ag(), Gt) VU) = (a— 1)g(t), 
其 中 为 某 常数 . 这 是 平凡 情况 . 因此 , 如 果 不 考虑 这 种 平凡 情况 , 则 上 面 矩 
阵 的 秩 为 1, 于 是 好 = g;G == 1,2), 即 歼 (z) 与 g() 有 相同 的 乘 数 . 

定义 亚 ,《z), 羡 ,Cz) 如 前 , 则 (10. 15) 成 为 
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WiC) _ WiC) | get) 


XH) Xilt) XE) i€EL, (10. 18) 
其 中 已 令 
gx(t) = gD * (2). (10. 19) 
又 令 
人 = 元 | logG,(CD dt, (10. 20) 
2riJL 
则 有 
X.(z 十 2oj) = et Xz). 《10.21) 
因此 更 ,(z)/X,(z) 的 乘 数 为 gjezac. (j 一 1,2)， 且 在 z 一 0 处 有 xc 阶 . 引进 
二 常数 wx,p8, 使 
Zaw; —28n; 一 logg;, ;= 1,2, (10. 22). 
亦 即 


a 一 TiCnhlogg: 一 mlog g1)， 
1 (10. 22)” 
B= it log gz — wlog g1)， 
其 中 logg; 已 任意 取 定 . 例如 , 不 妨 这 样 取 它 们 , 使 PE P (或 在 尸 的 确定 的 
两 邻 边 上 ), 这 样 a,8 便 一 意 确 定 . 下 面 分 两 种 情况 讨论 . 


1) 设 忆 。 闫 8 (mod 2w;， 下 同 ). 我 们 令 


er 1 gx(t) ca 一 < 十 B) 
#0 = | jz) dt, (10. 23) 


其 中 a ,8 为 待定 常数 ,应 选 得 使 X ,(z) 也 有 乘 数 g;e22** .为 此 ,由 
(10. 22)', 不 妨 取 


a =a, P=B—G, 
这 样 ， 
_ Pz) 
. Q(z) 一 文本 Xz) 


已 无 跳跃 , 在 = 二 0 处 有 «k 阶 , 乘 数 为 g;e226:. 
(a) 设 k 之 0. 由 前 段 性 质 1), 应 取 za 与 使 满足 条 件 
2juj 一 27 Ckzo + Gr) = logg;, j=1,2; 
与 (10. 22) 比较 , 可 知 应 取 
B— 6G. 


A 二 ga， zo 二 。 
K 
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这 样 ，(10. 15) 无 条 件 可 解 ， 且 一 般 解 通过 (10. 16) 给 出 为 


> ef _B—G: 
Vv ( ) = az+I(z) [c SC 4D ( -三 守 )|- (z ) 
# 下 之 / 一 | 0 名 之 阿 0 
一 | | 
olB—G,) 27 i 1 eutTtC) gz) dt;. (10.24) 


(b) 设 <= 0. 现在 Q.(z) 在 == 0 处 无 极点 , 故 由 前 段 性 质 2), 必然， 
Q.(z) = Cez*. 如 果 C 关 0, 则 它 是 乘法 双 准 周期 的 ; 由 于 其 乘 数 应 为 
gje06，, 故 必 可 选 定 使 

2Xeoi 一 27C。 = logg;, j= 1,2. 
但 与 (10. 22) 比较 , 可 见 @C. 三 B, 与 假设 相反 . 因此 Q(z) == 0. 所 以 这 时 有 
唯一 解 
est 1[f gx(2) olt—z++B—G,) 
sp—6,) ri 1, estTt GD olt— 2z) 

(Cc) 设 x 过 0. 这 时 于; (z)/X(z) 在 z= 二 0 处 有 一 x 阶 零点 . 但 Xx.(0) 
有 限 , 因此 9.(0) 也 有 限 . 所 以 同上 理 , 仍 应 有 Q(z) 二 0. 因而 问题 若 有 解 
则 必 唯 一 , 且 有 (10. 25) 之 形 . 但 由 于 更 .(z) 应 在 z 二 0 处 有 一 x 阶 零点 , 故 
有 下 列 可 解 条 件 ， 

| gx(t) [之 “一 | dt = 0, 


I eatT TD Laer ol(t— z) 
r=0,1,°…,—k—1. (10.26) 
2) 设 G, 三 8 (这 里 已 包括 了 更 。(z)/Xs(z) 已 是 双 周 期 的 情况 ， 即 

gj 二 6205， 的 情况 ). 这 时 可 先 取 logz; 使 (10. 22) 中 的 8 = 人 .因此 


YV.(z) = 


dit. (10.25) 


Zz 一 0 


2aw; = logz; + 2nG.,. (10. 27) 
易 见 e* 的 乘 数 就 是 gjez%c, . 这样, 不 用 (10. 23) 而 可 改 用 
[| _8:0 _ 
xz 一 癌 | , BD +t (10.28) 


(a) 设 <>>0. 这 时 MQR。 问题 无 条 件 可 解 ， 日 一 般 解 为 
x—l 
Vz) = ezzHT( (5 十 Dy Cet® (z) 
k=1 


1 gxlt) 
ti Lo eetH (GO 


[ez —2) 十 5z)]) dz. (10. 29) 
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Cb) 设 c 一 0. 这 时 0.(z) 一 着 - 和 2 一 Xs(a) 必 为 Ce 之 形 ,其 中 xX,(z) 
E 由 (10 28) 给 出 . 但 到,(z) 不 能 有 奇 点 , 故 有 可 解 条 件 
gut) 1 


Lf 当 它 满足 时 ，MQR。 问题 有 一 般 解 


az 十 FPCz) 一 ER 
YV.(z)=&€ [c+ 1 etre 


5 一 5d| (10. 31) 


Cc) 设 <<<0. 可 解 条 件 (10. 30) 仍 属 必要 , 且 解 必 为 (10. 31) 之 形 . 但 因 | 
到 (z) 在 z 一 0 处 应 有 一 « 阶 零点 , 故 除 (10. 30) 外 ,可 解 条 件 还 应 有 


| So 和 Dd =0, k=1,2,%, kl; (10.32) 


且 (10. 31) 中 的 常数 C 应 取 成 


C= | Lv)dr 


2ri 1 emtT (0 


所 以 问题 的 可 解 条 件 为 (10. 30) 与 (10. 32), 当 它 们 满足 时 ,问题 有 唯一 解 


| gx(t) ， 


VV.(z) -一 2ri L, estT C2) 


[5G 一 2 — £2) Jd. (10. 33) 


最 后 通过 (10. 14) , (10. 16), (10. 19) ， 就 可 得 到 所 要 的 结果 . 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 


定理 2. 10.1 非 齐 次 MQRo 问题 (9. 10) , 除 平凡 情况 外 ， 当 上 之 0 时 无 条 件 
可 解 , 且 一 般 解 中 含有 * 个 任意 常数 ; 当 k 一 0 时， 有 一 上 个 可 解 条 件 ， 
且 这 时 有 唯一 解 ; 当 上 一 0 时 ， 一般 说 来 无 条 件 可 解 且 解 唯一 ,但 有 一 例 
外 情况 : G。 三 B, 这 时 有 一 个 可 解 条 件 ， 且 一 般 解 中 含有 一 个 任意 常数 . 


这 就 是 说 ，MQR。 问题 解 的 广义 自由 度 为 x. 
习 题 
1. 试 讨论 非 齐 次 QRo 问题 的 平凡 情况 
2. 试 讨论 QR_1 问题 . 
3 车 在 本 段 所 论 问题 中 ,要 求生 (z) 在 S+ 中 有 相同 的 加 数 或 乘 数 ， 则 


会 有 怎样 的 结果 ? 
4. 试 作出 单 准 周期 Ro 问题 的 讨论 . 
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2.11 双 周 期 解析 函数 Dirichlet 问题 


2. 11.1 双 周 期 解析 函数 的 积分 表示 式 


为 了 后 面 的 需要 ,我们 先 给 出 双 周 期 解析 函数 的 一 种 积分 表示 式 (本 缚 
内 容 参 见 [63])， 
以 下 各 节 中 一 切记 号 , 包括 图 2-7， 仍 如 2.9. 2 段 . 1 
已 给 S- 中 的 一 个 双 周 期 解析 函数 6- (z) ,其 边 值 $(t) € H Gt € Le 
我 们 希望 @ (z) 有 下 列 积分 表示 式 ; 


0 = OG + tA z€S, QLD 
其 中 z(z) 是 Weierstrass“ 图 数 (定义 见 (9.2) 式 ), (2) 是 一 实 值 函 数 ， 
E HH(Lo), 而 A 是 某 复 常数 . 


假设 对 菜 一 个 这 种 yt) 以 及 某 常数 A, 表示 式 (11. 1) 成 立 . 记 (1. 了 有 
端的 函数 当 z E S+ 时 为 gt (2 ， 则 由 推广 的 Plemej 公式 ， 


DBD) = teL, (11.2) | 
这 里 y(t) 已 在 L 上 作 双 周期 延 拓 : 所 以 , 记 G (2) = 二 p(t) 十 ivtt) 时 , 我们 有 
Re[—i@t(t)]= vt), 1EL. (11. 3) 


因为 vb 二 Im () € 日 已 知 , 所 以 , 如 果 限定 :E€ Lo, 则 (11.3) 是 时 内 
. 解析 函数 一 1i@f(z) 的 Dirichlet 问题 . 不 过 要 当心 , 现在 $+ (z) 在 St 内 可 能 
有 一 单 极点 = 一 0. 因此 , 由 [36]，8 27，(11. 3) 的 一 般 解 为 

iBt(z) = (80) (2) —iB + Ciw(z) -Gs (11.4) 


其 中 是 一 任意 实 常数 ,Ci 是 一 任意 复 常数 , w 二 w(z) 是 把 Sit 保 形 映射 到 
单位 圆 |w| -<<1 且 使 w《0) 二 0 (w (0) 天 0) 的 函数 , 而 S 是 区 域 S 上 的 
Schwarz 算 子 ( 参 看 [36]): 


_ 1 fiml Ma) 
Go = 二 | 


， v(t)ds, z€ SI， (11.5) 
S 是 L。 上 :处 的 弧 长 参数 ,， M(z,z) 是 的 复 Green 函数 ,nn 是 Lo 在 6 处 朝 
向 $$ 的 法 线 方向 ,|Lo | 是 LL 的 全 长 . (11.5) 是 St 内 的 全 纯 函 数 , 具有 性 
质 


(So)+ (2) = ($v)C1), Re[ (Sv) (CO ] = vt), tELo, (11.6) 
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亦 即 ， 009 是 避 内 其 实 部 边 值 为 vz) 的 解析 梢 数 Dirichlet 问题 的 解 . 注 


意 w(Cb = 一 一 5 故 (11. 4) 又 可 写成 
Bz) = i(Sv)(z) 十 内 十 RetCo(z)]， (11.7) 
其 中 C 是 另 一 任意 常数 . 将 (11.7) 代 人 (11. 2) 中 , 便 得 
Ab = po bt) +B + ReLCw(t)], (11. 8) 
这 里 已 令 
po (人 一 这 So) (0) — 8 (区 = Im ($v)(t) — u(t). (11. 9) 


于 是 , 已 给 GT- (z), 如 果 表 示 式 (11. 1) 可 能 , 则 y(t) 必定 是 (11. 8) ) 之 形 . 
现在 来 证 明 , 由 (11. 8) 中 给 出 的 y(?) 构成 的 函数 


Ww-(z) = | uDLEGt— FD zE€ES- (1.10) 
等 于 @ (z) 一 A (A j 数 )， 从 而 表示 式 (11. 1) 确实 成 立 , 且 A 可以， 


显 式 表 出 . 注意 , 在 证 明 时 , 可 限定 (11. 10) 中 的 z € So. 
首先 , 我 们 有 


pa [¢C—z)+iz) dt=0, zES , (ll.11) 


| Re[Co(D] .Ltt—z) + tz)]dt =0, zES-. (ll12) 


(11. 11) 显然 ， 因 为 被 积 式 作为 + 的 函数 在 St 内 全 纯 . 为 要 验证 (11. 12), 令 
w(z) 一 alz 十 az 之 十 … '， a1 尖 0. 
由 留 数 定理 ， 
1 -Cc{ dd _C. 

2 Re[Co(bD] dt = | wt) 2a 

另 一 方面 , 当 x€ S 时 ， 
1 到 | Re[Co(D] . L(t— z)di = re 5 一 2d Cz). 
这 训 证 了 G1 12). 
因此 ，(11. 10) 实际 上 可 写成 


呈 一 下 po DL a) + edt zESs. (11.13) 
注意 到 (Sv)(z) 是 (Sv) (z) 在 S 中 的 边 值 , 故 有 
1 _ 
| (Sw) (Ddt = 0， 


1 一 
区 | SE z)d 一 0，zE 9 ， 
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因而 , 由 (11. 8) 与 (11. 13) ， 得 知 
YW (2) 一 到 ||。 GB DL oH]dt, zE Ss 
记 基 本 胞 腔 Su 的 边界 为 三 == yi 十 7 十 7X3 十 7 (如 图 2- ? 取 正 向 ). 
G (r) 作为 rz 的 函数 在 S- 中 为 双 周 期 的 ， 故 
pi -Ddr = 0 
因而 易于 验证 
pa $8 (1)dt = 0. 
所 以 前 面 的 等 式 可 写成 
Wr (2) 一 到 ||， DD)dt, zE Ss. 
再 由 留 数 定理 , 得 
1f “1 六 
S$-(z) = a. OED DD Dd zE Si. 
所 以 , (11. 14) 可 进一步 改写 为 
YW (z) = (z) 一 动 | sg 一 adr z€ So. 
这 样 , 我 们 的 目的 是 要 验证 
1 


=- 闷 | G (Er—z)dr (z€ES) 


确实 为 与 z 无 关 的 常数 . 将 此 式 中 的 积分 分 解 为 沿 各 个 y; 上 的 积分 , 并 把 沿 
7 ，X 上 的 积分 分 别 转 换 到 yi ,Y; 上 , 便 知 


A= 开 ||， BLEr— 2) — br— zt) Jdr 


2xi 
+ 有 (CoE8Cc 一 2 一 5r 一 z 十 2 ) Jdr. 
由 Cz) 的 性 质 (9 3)， 立刻 得 知 
一 4=- 划 ， 8 de 一 到 DB (zr)dr G1.15) 
确 为 常数 . 
“这样, 我 们 有 


定理 2. 11.1 车 @ (zx) 在 S 中 双 周 期 全 纯 ， 且 (1) 二 wu 十 iv€ 日 于 LL 上 ， 
则 它 可 表示 为 (11.1), 其 中 A 由 (z) 一 意 确定 ， 由 (11.15) 给 出 ， 实 
子 数 AD) 可 由 (11.8), 《11.9) 给 出 , 其 中 S 是 St 中 的 Schwarz 算 子 ， 
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局 是 一 任意 实 常数 ，C 是 任意 复 常 数 ， 而 也 一 mm(z) 是 55 保 形 变换 到 
|wl< 1 (w(0) = 0) 的 函数 : y(t) 中 含 启 十 Re[LCw(b)] 的 项 对 表示 式 
(11. 2) 不 起 作用 . 


这 样 ， 已 给 @ (z)，(11. 1) 中 的 函数 y(t) 并 不 叭 一， 而 依赖 于 三 个 任意 
实 常数 . 
积分 表示 式 (11. DD 可 用 来 解决 双 周 其 解析 西数 的 Dirichlet 问题 ， 但 它 也 
有 独立 意义 . 


2.112 双 周 期 Dirichlet 问题 


现在 来 考虑 双 周 期 (解析 函数 ) Dirichlet 问题 , 简 记 为 DD 问题 , 即 : 已 给 


上。 上 的 一 个 实 值 双 周 期 连续 函数 /1), 要求 在 S” 中 的 一 双 周期 解析 函数 


(2), 使 满足 边 值 条 件 
ReG (CD = /0), 1tEL. (11. 16) 
我 们 恒 设 Lo 为 一 Lyapunov 有 曲线 , f(t) € HH. 
如 果 此 问题 有 解 $ (zx), 则 由 定理 2..11.1, 它 可 表示 为 


(2) = 寺 |, uDLEGt + d+ A, zES- (lL17) 


《 见 (11. 1), 这 里 右 端 已 略 去 因子 1/2, 它 已 并 人 AD)， 其 中 A 二 a 十 6 为 一 
常数 ， 显然 , 8 可 以 任意 , 而 < 则 由 G-(z) 唯一 确定 . 于 是 , 由 推广 的 Plemel 
公式 


@ (10) =— lt) + 当 | DLE — ti) + tt0) d+ A, 


. tw elL. (11. 18) 
将 其 实 部 代入 (11. 16), 便 得 


一 Ko) 十 Re| 了 二 | AOLge 一 全 二 gd = fi) —a, EL. 
将 Kt 一 0) 写成 


7 一 bolt to)， 


这 里 b(t 一 to0) 已 在 L,。 上 正则 ， 所 以 上 壕 方程 可 写成 具 双 层 位 势 的 积分 方程 
《参看 [42]，8 61) : 


_ 1 cosGr 7) 1 
Ky = (to) t] we cosa E| kw)ds 
=— f(to)+a, to 和 L,，, (11. 19) 
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其 中 r= | 一 tw|, n 是 Lo 在 上 处 的 朝向 St 的 法 线 , (r,n) 是 7 与 向 量 : 一 
间 的 夹 角 , 而 | 
klito,t) 一 Im{[& (t—to) 二 (to) J (Cs)) (11. 209 

当 z,to € Lo 时 E€ 日. 根据 [42] 中 所 述 性 质 ，(11. 19) 是 一 Fredholm 积分 
程 . : 
先 考 虑 齐 次 方程 Ky 一 0 的 求解 . 设 p(t) 是 其 一 解 . 定义 


D1 (z) = i (DLECG—z)+ Hz) Jdt, zES. (11. 2] a 


如 前 所 述 , 立刻 知道 Re gi (1) 一 0, + E L. 由 S- 中 的 最 大 模 原理 ,得 知 
Regi (z) 二 0, = € S-， 从 而 (z) = iy 是 一 纯 虚 常数 . 又 因 (Sy) (7) 是 当 
实 常数 , 故 由 (11. 8) 知 ， ; 
jt) = B+ ReLCw(t)], 
其 中 是 一 任意 实 常数 , C 是 一 任意 复 常数 . 
所 以 我 们 有 


定理 2. 11.2 齐 次 方程 有 一 0 有 三 个 (在 实 系数 域 中 ) 线性 无 关 的 解 
1, Rew(t), Imw(?), (11. 22) 1 
其 中 w(t) 如 定理 2. 11. 1 中 所 述 . 


根据 Fredholm 积分 方程 的 一 般 理 论 (参看 ,例如 , [64]), Ky 一 0 的 相 | 
联 方程 
Ky =vi0) + | v0 


on) 1| pot) ds =0 
r TL 
(11.23) ， 
(其 中 no 是 Lo 在 z 处 朝向 S39 的 法 线 ) 也 有 三 个 ( 实 ) 线性 无 关 的 解 vi (1)，- | 
vz(t) ,v3(t)， 且 (11.19) 当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 时 有 解 : 
fi wore —alds =0，j== 1,2,3. (11. 24) 


注意 , 特别 , 当 Fo = 1, a 二 0 时 , 方程 (11. 19) 无 解 . 因为 , 设 若 它 有 
一 解 ja (0 则 由 (11. 21) 定义 的 本 (zx) 必 有 Re 以) = 1, 于 是 面 (z) 一 
1 十 iy. 另 一 方面 , 由 定理 2. 11. 1, 对 于 这 个 (zx), 如 果 表示 为 (11. 17) 之 
形式 ， 则 必 

p(t) = B+ Re[ Cw (2)] 
且 A= 1 十 iy, 这 与 (11. 21) 矛盾 , 根据 这 一 事实 ， 从 (11. 24) 得 知 ， 


=| yd, j= 1,2,3 
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有。 必 不 同时 为 0. 不 妨 设 点 关 0. 我 们 可 以 把 (2) ,wz (2) 分 别 换 作 与 vi(z) 的 线 
性 组 合 , 仍 记 为 vi (2) ,vs (7)，, 使 得 池 ==w = 二 0; 我 们 还 可 把 ww (2) 除 以 由， 
lL 仍 得 一 个 解 ， 仍 记 为 wCs)， 使 得 避 一 1， 这样 得 到 的 解 不 妨 称 为 正规 化 了 
， 的 . 利用 它们 , 可 解 条 件 (11. 24) 就 成 为 


| v (Df ds =0, j= 1,2, (11.25) 
< 一 | w(t) f(D ds. ~ (11. 26) 
EE 这 样 原 问 题 (11. 16) 当 且 仅 当 (11. 25) 满足 时 可 解 ， 且 < 由 (11. 26) 唯一 确 


全 
二 。 于 是 我 们 得 到 


E 定理 2.11.3 在 S 中 的 DD 问题 (11.16) 当 且 仅 当 (11. 25) 满足 时 可 解 ， 其 
(唯一 解 由 (11.17) 给 出 ,其 中 Re A 二 a 由 (11.26) 确定 ， 而 pt) 是 
让 《11.19) 的 任 一 特 解 ; 在 (11. 25), (11. 26) 中 的 v(t) ( 一 1,2,3) 为 
《11. 23) 的 正规 解 组 ,满足 条 件 


| .sou= 0, 一 12 | sou= 1. 


”以 上 解决 了 DD 问题 的 求解 ,但 我 们 限定 Lo 为 So 中 一 条 封闭 曲线 . 如 果 
把 LL 改 为 Se 中 一 组 互相 外 离 的 封闭 曲线 , 即 S5 是 基本 胞 腔 中 挖 掉 若干 洞 的 
区 域 , 则 相应 的 DD 问题 一 般 无 解 . 这 时 我 们 可 讨论 所 谓 的 双 周 期 变态 
可 richlet 问题 ， 见 [65] 
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区 12. 1 ” 加 法 双 准 周期 Dirichilet 问题 


由 .本 节 将 讨论 双 准 周期 (解析 函数 ) 的 Dirichlet 问题 . 本 段 中 先 讨论 加 法 双 
区 期 Dirichlet 问题 , 简 记 为 AQD 问题 (参看 [L661). 它 可 表述 如 下 : 在 Lo 上 
用 给 一 实 函 数 f(1) € , 求 一 个 在 S 中 的 解析 函数 6.(z), 具有 加 法 双 准 
性 《 简 记 为 AQ 函数 ) : 

Gz+2w) = (z+a;, j=1,2 (12. 1) 


1 对 闭 出 线 情况 下 的 基本 边 信 问 是 


(al ,az 为 二 复 常数 ), 满足 边 值 条 件 
Re® (2) = f(t?), 1€ Lo. 
加 数 al ,az 可 以 事先 指定 或 否 , 但 必须 先 说 明 . 
在 讨论 此 问题 之 前 , 我 们 先 建立 一 个 有 关 DD 问题 的 引 理 ， 它 将 在 后 而 
的 讨论 中 起 作用 . 


引 理 2.12.1 设 C 天 0 是 一 复 常数 . 则 S$ 中 的 DD 问题 本 
ReG (1) 一 Re(CCt)，E Lo (12. 3) : 


无 解 . 


注意 (12. 3) 实际 上 是 说 ; 在 (12. 2) 中 , 对 于 +E Lo, 有 .CD) = Re(C1)， 1 
而 对 于 上 € L，f(z) 等 于 其 周期 延 拓 而 不 再 是 Re(Cz). 
证 设 若 在 S 中 存在 这 样 的 函数 8 (z) 一 wu(z) 十 iu(z)， 则 : 
$ (=ar+py 二 ivt), t= r+iy€ Lo, (12. 4) 
这 里 已 记 C= 一 好 (a,8 不 同时 为 零 ). 由 于 Lo 是 一 Lyapunov 曲线 从 而 w (2) 
连续 , 故 由 解析 函数 边界 性 质 的 一 些 结果 (参看 [38], 第 九 章 8 1, 定理 2 与 
第 十 章 8$ 1, 定理 6), 可 以 证 明 , 在 Lo 外 侧 靠近 它 的 平 准 线 工 〈 即 : L, 是 圆 
周 |w| = 1 一 s 在 映射 下 下 的 道 像 ,这 里 下 是 把 Lo 所 围 的 外 域 保 形 变换 到 


lwl 二 1 上 的 映射 使 FCoo) == 0 者 ) 上 条 可 连续 延 拓 到 上 的 5x， 于 是 由 
Cauchy-Riemann 方程 与 Green 公式 ， 


由 六 ) jay, 
其 中 是 So 的 边界 ,Sr 是。 与 和 所 国 的 区 域 注意 u,v 是 双 周期 的 , 令 
e -> 0 求 极限 , 便 得 

[ ills ¥) Jazdy>0. (12. 5) 
另 一 方面 , 因为 
ji & (Dd = | oar =0，, 
易 证 . 
| oOd 一 一 oj =dy+pbij y dz =— (a+iB|S+|, 
其 中 | Sy 1 是 S3 的 面积 所 以 
| vdz = 一 alS+|， J way =— BlS#|. 
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”因此 


| vdu = 中 var+p], vdy —— (@? +pP)|St | << 0， 
此 与 (12. 5) 矛盾 . 品 
在 讨论 AQD 问题 (12. 2) 时 , 首先 注意 , 在 适当 选择 ( 复 ) 常数 4,B 后 
令 
WV (z)=0 (z) 一 ReLA5Cz) 十 Bzj，zES-， (12.6) 
使 业 (z) 成 为 5” 中 的 一 个 双 周 期 解析 函数 (注意 , 5(z) 昌 在 z 一 0 处 有 奇 点 ， 
但 它 不 在 S5 中 ), 其 中 A,B 与 a1,4s 有 下 列 关系 式 : 


A= (wa 一 waz)， B 一 (en —aip), (12.7) 
或 者 , 完全 一 样 , 由 (9. 4)， 
aj; = 2(nA+wB), j=1,2, (12.7)” 


这 样 ，S- 中 五 (z) 的 AQD 问 题 (12. 2) 就 可 转化 为 S 中 W (z) 的 DD 间 
题 : 
Re¥ (1) = 7D — RelAtQ)+Bt), 1€ Lo. (12. 8) 
现在 来 求解 AQD 问题 (12. 2) 或 DD 问题 (12. 8). 分 儿 种 情况 讨论 . 
(Ci ) 设 aayas 未 事先 指定 , 从 而 常数 A,B 也 未 指定 . 如 果 对 DD 问题 
(12. 8) 求 出 了 解严 (z)， 则 由 (12. 6), 问题 (12. 2) 的 解 由 下 式 给 出 ， 
@(z) = Wz) ACCz) 十 Bz. (12. 9) 
由 定理 2. 11. 3，(12. 8) 的 可 解 条 件 (参照 (11. 25) 式 ) 为 


Re| [A + Bhd = | fwds, j= 1,2. (12.10) 


| ,OW COds = en 
vt. 一 cs 一 12. (12. 11) 


本 Fow(Dd = y,, 


于 是 ， ch (j,k 一 1,2) 是 与 Fa) 无 关 的 复 常数 ,而 y 是 由 /2) 一 意 确定 的 
ll 实 常数 ， 为 要 确定 A,B， 就 要 求解 线性 方程 组 


cnAtczB 一 Xi 十 ii， J 二 1,2， (12. 12) 


EE 其 中 6 ,9 是 两 个 待定 实 常数 , 应 把 它们 适当 选取 使 得 (12. 12) 可 以 对 A;B 
于 解 . 一 旦 求 得 A,B, 则 由 定理 2. 11. 3，(12. 8) 的 唯一 解 由 下 式 给 出 : 
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YV (z) = ,AOE + ECz) dt +a tip, 


Axl 
其 中 Cz) 是 方程 
Ku 一 一 f(2) + ReLAt()+Bt]+a 
的 任 一 解 ( 且 不 论 取 哪 个 解 , 前 式 右 端 积分 是 同一 函数 ), 且 


a = |. (fC) 一 Re[AKCD + BtJ)y Ct)ds, 


而 8 为 任意 实 常数 ,这 里 及 为 Fredholm 算 子 , 由 (11. 19) 式 左 端 定义 . 
在 求解 (12. 12) 之 前 , 我 们 要 证 明 男 一 引 理 : 


引 理 2.12.2 (12. 11) 式 中 的 clz ,cs 不 同时 为 零 . 


证 设 若 cs == czz 二 0, 则 当 f 了 (2) ==0 从 而 Xi 二 7 = 二 0 时 , 若 取 和 一 ， 
8 二 0, 则 方程 组 (12. 12) 将 有 一 组 解 A = 0, B 一 1. 与 (12. 8) 比较 , 这 就 表 
明 S$ 中 的 双 周 期 解析 函数 WW-(z) 的 Dirichlet 问题 : 
Re{¥ (2)1 = Rel~—t), 1E€E Lo 
可 解 , 与 引 理 2. 12. 1 矛盾 . 0D 
， 不 失 一 般 性 , 我 们 设 cz 关 0. 令 
| A= cc22 — C12cC21.: 
若 A 关 0, 则 任 取 ,6,，(12.12) 对 A,B 恒 唯一 可 解 , 这 时 AQD 问题 
(12. 2) 恒 可 解 , 旦 一 般 解 中 含有 两 个 任意 实 常数 . 
车 A 二 0, 则 必 存 在 一 复 常数 == ki 十 ia， 使 得 
| cuAtc2B = klcaht cB) | 
”对 任何 A,B 成 立 . 这 样 ，(12. 12) 可 改写 为 
klca A cB) 一 力 十 i， 
caA cB = y+ ip. | . 
我 们 来 证 明 “cz 关 0， 设 若 不 是 这 样 , 则 有 = x1 是 一 实 常数 . 那么 ,对 于 
f(4) 三 0 (从 而 一 yo = 0) 以 及 任 取 的 6 了 0, 我 们 得 到 A = 0, B = 主 
是 (12. 12) 中 第 二 个 方程 的 一 组 解 . 于 是 , 车 再 取 6 = 站?， 则 它们 也 是 第 一 
个 方程 的 解 . 因此 ，S ”中 的 DD 问题 


Rewr-GD = Re 人 2 和] ， :€ Lo (12. 13) 
22 


为 要 在 这 种 情况 下 求解 (12. 12)’, 必须 取 6 ,6? 使 得 


(12. 12)" 
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清国 &(Cy 十 ibz) 一 7 力 十 这 ， 

亦 即 

EE KY2 —K262 = XN, kdz 十 72 = Ol. (12. 14) 
当 GD 已 给 从 而 力 ,7 已 知 时 , 因 wz 关 0, 故 疝 ,6 可 由 (12.14) 一 意 确 定 . 
Ef 于是 (12. 12)' 的 解 为 


一 过 十 这 — cnA) - (12. 15) 


: 而 A 二 am 十 jms 可 以 任意 .因此 得 知 , AQD 问题 (12. 2) 的 一 一 般 解 中 仍 含有 两 
全 任意 实 常数 a ,Qs. 
这 样 , 我 们 证 得 


.是 理 2. 12. 1 当 加 数 a1 ,az 未 事先 指定 时 ，AQD 问题 (12. 2) 恒 可 解 ， 且 一 般 
。 解 中 含有 两 个 任意 实 常数 


EC 

Ci) 设 

Rea =e, j=1,2 (12. 16) 
和 事先 指定 . 换 句 话说 , 已 设 Regr- Gt) 二 f(z) 双 准 周期 也 给 出 于 工 上; 

, FG 十 2wi) = f+e, j=1,2,t€EL. 


四 当 A 关 0 时 , 如 (|) 中 的 讨论 知 : A,B 是 yi ,yz ,6 ,62 的 齐 次 线性 函数 ， 
E 以 令 4 = 一 al 十 iaz， 忆 一 B+ 时 , Ql ,az »B ,Pp 将 是 7 72 61 ,6 的 实 线 
组合 ,这些 组 合 的 系数 是 与 f(z) 无 关 的 实 常数 . 另 一 方面 , 在 (2. 7) 两 端 
实 部 ， 便 得 ej ,es 是 am ,as ;Bi ;bt 的 实 线 性 组 合 . 因此 , 可 以 写 

二 01 El 71 

5 z(s) = (0)+o(),), (12.17) 
区 h.P,Q 是 2 x 2 实 常数 矩阵 ,其 各 个 元 与 f(z) 无 关 . 今 证 detP 关 0 当 
了 二 0 从 而 yi 二 ys; 一 0 并 给 定 @ = ez = 0 时 , 我 们 的 问题 成 为 S- 中 
村 =) 的 AQD 问题 

Oy). ). Re® (1) =0, 1€ Lo, 

有 入 Re 《z 十 2w)) 一 Re (z) Gj 二 1,2). 所 以 Reg( 罗 是 S- 中 一 个 

区 .上 具有 零 边 值 的 双 周 期 调和 函数 . 由 最 大 模 原理 ， 可 知 在 S- 中 
攻 (z) 二 0. 因此 , 在 S 中 6 (z) == 认 是 一 纯 虚 数 . 这 样 , BC(z) 本 身 已 
周期 的 . 因此 , 一 定 有 ai == az 二 0. 于 是 由 (2.7), A = B= 0; 再 由 
2) 便 知 8 一 5 一 0、 这样， 相应 于 (12. 17) 的 齐 次 方程 只 4 有 平凡 解 . 这 
了 我 们 的 论断 .因而 (12. 12) 对 任意 的 ,% 以 及 给 定 的 ea ,e; 一 意 可 解 . 
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若 A=0, 则 由 (12. 14), 61,6, 是 X,Y 的 实 线 性 组 合 , 再 由 (12. 15)， 便 

知 记忆 是 ayaz,7i 72 的 实 线性 组 合 ， 于 是 可 以 写 二 

Q1 El 7Y1 ; 

(| = 网 +s(») 12. 18) 

其 中 R,S 也 是 2 x 2 矩阵 , 与 上 面 讲 的 为 同 种 类 型 .如 前 同样 推理 , 可 谍 

det 有 尽兴 0. 所 以 (12. 18) 对 任意 的 X,Y2 以 及 el ,ez 也 一 意 可 解 . 
这 样 我 们 得 到 


定理 2. 12. 2 ” 当 加 数 的 实 部 Reaj (j 一 1,2) 事先 指定 时 ， AQD 问题 (12. 2) 
恒 唯 一 可 解 . 


(而 》 设 avas 都 事先 指定 .因为 如 前 所 述 , A,B 可 一 意 地 由 y1,ys 与 | 
Reai ,Reaz 确定 , 故 由 (12.7) 知 , 当 且 仅 当下 列 两 个 实 的 条 件 
Ima; = Im(nA +wB), j= 1,2 (12.19) i 
满足 时 , 我们 的 AQD 问 题 ( 唯 一 ) 可 解 . (12. 19) 实际 上 是 间接 地 加 于 f(t) 上 
的 两 个 条 件 . 
因此 我 们 有 


定理 2.12.3” 当 加 数 41,as 事先 指定 时 ，AQD 问题 (12. 2) 当 且 仅 当 /(1) 满 
足 两 个 ( 实 ) 可 解 条 件 时 (唯一 ) 可 解 . 


2. 12.2 ”乘法 双 准 周期 的 齐 次 Dirichlet 问题 


我 们 将 讨论 乘法 双 准 周期 的 Dirichlet 问题 , 简 记 为 MQD 问题 , 即 : 求 
S- 中 的 一 乘法 双 准 周期 解析 函数 ( 简 记 为 MQ 函数 ) G (z), 其 乘 数 为 B , 忆 : 
7 Bz+2w) =BD (2), Bz0,j=1,2,z€ES, (12.20) 
使 满足 边 值 条 件 
| Re® (2) = f(t), 1€ Lo, (12. 21) 
其 中 f(t) € H 已 给 于 L。 上 . 我 们 以 后 还 恒 假 定 B ,Po 是 实数 ,以便 (2) 易 
于 在 世上 延 拓 ， 
f(t+2w) =Bf), teEL. (12. 22) 
且 设 ,8 不 同时 为 1， 因为 否则 的 话 ，(12. 21) 就 成 为 DD 问题 了 . 
本 段 将 先 讨论 齐 次 问题 (f(z) 三 0)， 记 为 MQD。 问题 ; 
Re® (t)=0, 1E€ELo (12. 23) 
(自然 此 式 当 t EL 时 也 成 立 ). 
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我 们 知道 , 如 果 @ (z) 是 双 周期 的 ， 由 最 大 模 原 理 , 立即 知道 6 (zx) 是 
一 纯 虚 常 数 . 此 结论 对 MQ 函数 @ 〈(z) 就 不 能 成 立 , 因为 这 时 @-(z) 在 S- 中 
一 般 无 界 , 最 大 模 原 理 失 效 . 事实 上 ，(12. 23) 也 的 确 可 能 存在 非 平凡 解 的 情 
况 ( 本 段 内 容 可 参看 [67]). 

我 们 可 以 证 明 下 面 的 


定理 2. 12. 4 ”在 岂 , 久 都 事先 指定 时 ， 齐 次 MQD 问题 (12. 23) 或 者 只 有 零 解 ; 
或 者 有 唯一 的 非 零 解 (允许 有 一 个 任意 实 常 数 系数 )， 且 它 根本 无 零点 . 


证 设 此 问题 有 一 个 非 零 解 /(z),， xz€ S 我 们 来 证 明 : 六 在 整个 团 
区 域 S- 上 没有 零点 . 
为 此 , 将 Lo 所 围 的 外 域 用 z = p(w) 保 形 映射 到 单位 圆周 1: |w| 一 1 的 
”外域 , 并 使 无 穷 远 点 不 变 . 于 是 ,f(gCw)) = Fw) 在 |w| > 1 中 边界 1 附近 
EE 全 纯 , 且 在 ! 上 其 实 部 为 零 . 可 见 F(w) 可 解析 延 拓 到 1w| <1 的 边界 1 附近 ， 
于 是 Fw) 在 1 上 解析 .由 此 可 见 , 如 果 FCw) 在 1 上 有 零点, 其 阶 数 必 为 正 
整数 , 且 个 数 有 限 . 设 其 总 数 (连同 阶 数 计算 在 内 ) 为 M. 

基本 胞 腔 So 的 边界 了 与 Lo。 之 间 所 围 区 域 55 在 映照 = p(w) 之 下 为 单 
位 圆周 和 的 原 像 7 之 间 所 围 区 域 的 像 . 设 FCw) 在 这 区 域 中 零点 的 总 数 
(连同 阶 数 计算 ) 为 N. 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 f(z) 在 工 上 无 零点 ， 于 是 
Flw) 在 7 上 也 无 零点 . 

由 推广 的 辐 角 原理 ( 见 第 一 章 (7. 22) 式 ) 知 


F’(w) 1 
下 Few do = FM+N. (12. 24) 


但 显然 


nt et 

”而 f(z)/f(z) 已 是 双 周 期 的 , 所 以 此 积分 等 于 零 . 

: 另 一 方面 , 如 果 在 1 上 F(w) 的 每 一 零点 前 后 各 去 掉 一 段 充分 小 弧 长 e 后 
余下 的 部 分 记 为 上， 则 有 


F’' (w) 
|, Fw) 7 ni 及 | 4 log Pw). (12. 25) 


在 的 每 一 弧 段 上 ，F(r) 天 0, 而 其 实 部 为 0, 因此 其 虚 部 不 变 号 . 这样， 
| tg F(w) 在 其 上 为 一 常数 值 . 由 此 可 知 ，(12. 25) 左边 的 积分 实 部 必 为 零 
再 从 (12. 24) 立即 可 知 M= N = 0. 这 就 证 明了 FCw) 在 4 和 7 间 所 围 的 闭 区 
筷 上 没有 零点 ， 从 而 也 证 明了 f(z) 在 5_ 上 没有 零点 . 


封闭 曲线 情况 下 的 基本 边 信 光 并 


今 车 gCz) 又 是 原 问题 的 一 个 非 零 解 , 则 可 知 g(z)/f(z) 是 S- 中 的 双 记 
期 全 纯 函 数 , 且 易 见 其 虚 部 在 L 上 恒 等 于 零 , 故 必 为 一 实 常数 . 这样 ， 原 阅 
题 的 一 般 解 为 G9-(z) = kf(z), 其 中 为 一 任意 实 常数 . .全 

我 们 现在 要 问 : 8 ,B 要 满足 怎样 的 条 件 , 才能 使 原 问题 有 非 零 解 ? f 蝎 
为 原 问题 的 一 非 零 解 (并 不 妨 设 Im Fo > 0 于 L 上 ) 当 且 仅 当 ylz) -< 蝇 
log[ 一 if(z)] ( 取 定 一 分 支 ) 是 以 a; = logB; Gj 一 1,2) 为 加 数 (其 中 对 数 为 要 
二 确定 值 , 不 同时 为 零 ) 的 AQD, 问题 . 

Reliy() |=0, 1€L, (12. 26) 3 
的 解 . 注意 , 虽然 B 为 实数 , a; 仍 可 为 复数 ; 一 般 , 应 允许 
ft 当 B, > 
dj 一 logp = . 
in|B;| 二 C2k; 十 Dri， 当 BB 过 0， 
这 里 in1B; | 已 取 定 为 实 值 , & 为 整数 . 记 
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(12. 27) 1 


1 1 
A= 二 (ozaa 一 maz)， B= 志 (az 办 — a1) 


则 由 (12. 12) 知 ( 现 在 yx == ys 二 0)，, 问题 (12. 26) 的 可 解 条 件 为 
. RelcnA+c12B) = Re(cA 十 czzB) 一 0， (12. 28) 
其 中 cx GE 一 1,2) 为 只 与 S 的 形状 有 关 而 与 B; 或 ai 无 关 的 复 常数 .因此 ， 
原 问 题 的 可 解 条 件 为 
Im(eciilogB + cizlogB) = Im(cologph + clogP) = 0, (12. 29) 


其 中 已 令 . 
(区 = 人 
根据 以 上 讨论 , 我 们 得 到 


定理 2.12.5 在 Bl ,BB 都 事先 指定 时 ， AQD, 问题 (12. 23) 有 非 零 解 的 充 要 条 
件 是 : 可 以 在 (12.27) 中 适当 选择 ,ko， 使 得 满足 两 个 实 的 条 件 
(12. 29). 


在 [67] 中 举 出 了 实例 , 说 明确 实 有 (12. 23) 存在 非 零 解 的 情况 . 
下 面 来 讨论 当 乘 数 B ,及 不 事先 指定 的 情况 . 

”这 时 , 在 (12.27) 中 取 定 ;k。， 然 后 求解 (12. 29), 便 可 得 出 一 组 
Iin|Bi| ,ln |Bs|， 从 而 获得 原 问 题 的 一 个 解 . 为 了 说 明 这 种 情况 下 一 般 解 的 结 
构 , 我 们 进行 如 下 讨论 . | 

先 在 (12. 27) 中 取 定 妈 == 1, ks 二 0. 这 时 , 对 于 AQD 问题 (12. 26) 来 


”“ 双 准 周期 解析 函数 Dirichlet 门 题 mm- 1 


说 , 相当 于 已 给 定 cl ,az 的 虚 部 , 故 由 定理 2. 12. 2 知 ， 可 以 求 出 唯一 的 一 组 
对 实数 In1p 1 ,ij 及 1 使 (12. 28) 或 即 (12. 29) 成 立 , 且 这 时 AQDo 问题 (12. 26) 
国有 唯一 解 内 (z) (可 相差 一 任意 实 常数 项 )、 对 于 原 MQD, 问题 (12. 23) 而 言 ， 
看 。 这 时 有 唯一 解 (可 相差 一 任意 实 常数 因子 ) 

f(z) = iexp{y (z)). 


呢 ” 其 乘 数 为 8 = 一 B81, B== | 及 |. 


同样 , 在 (12. 27) 中 取 二 0, ks 一 1， 则 又 可 得 (12. 29) 的 唯一 解 组 In 
EA |， ln 18 |， 相应 的 AQDu 问题 有 唯一 解 几 (>)， 而 原 问题 有 唯一 解 
户 (z) = iexp{yy (z)}, 
其 乘 数 为 8B 一 | 所 | ， 记 = 一 | 应 |. 
因此 ,， 原 问题 的 一 般 解 为 
8 (z) = Diexp{kig (z) + kz yy (z))}, (12. 30) 
其 中 ,ks 为 任意 整数 ,为 一 任意 实 常 数 ; 这 时 ， 乘 数 为 
局 一 (一 1] 加 | 遍 | 扩 | 所 | 志 ， B= CD Ig lg (12. 31) 
因此 , 我 们 有 


定理 2. 12.6 齐 次 MQD。o 问题 (12. 23)， 如 果 对 BB (z) 的 乘 数 不 事先 指定 
”” 则 恒 可 解 ， 且 其 一 般 解 由 (12. 30) 给 出 ,其 中 除 显然 有 一 任意 实 常数 因 
子 外 ,还 依赖 于 两 个 独立 的 整数 ,而 (z) 的 乘 数 也 依赖 于 这 两 个 整数 . 


和 12.3 ”乘法 双 准 周期 解析 函数 的 积分 表示 式 


在 2. 11. 1 段 中 我 们 曾 给 出 双 周 期 解析 画 数 的 积分 表示 式 . 由 此 出 发 , 乘 
上 一 个 适当 因子 , 就 容易 得 到 MQ 函数 的 一 个 积分 表示 式 ( 参 看 [68]); 但 它 
对 我 们 以 后 的 讨论 并 不 适用 . 我 们 将 导出 它 的 另 一 种 积分 表示 法 (本 段 以 及 
下 节 内 容 , 均 取 自 L68]). 

设 @ (zx) 二 xz) 十 iv(z) 是 S 中 一 个 MQ 函数 ， 其 乘 数 为 b1 ,pz : 

$B (z+2w;) = 6 8 (z), b; 0,j=1,2 (12. 32) 

《我 们 暂 不 限定 b1 ,bs 为 实数 ). 

对 log 六 与 log bz 各 取 一 确定 值 . 定义 二 ( 复 ) 常数 4,zo， 使 满足 
/ ZwjA 一 21j2z0 = logb;, ;= 1,2. (12. 33) 
由 (9 4)， 4 与 zo 是 一 意 确 定 的 . 为 确定 起 见 , 我 们 要 求 zo。€ So， 当 适 当 取 定 
9gb;G = 二 1,2) 时 , 这 一 定 可 以 做 到 . 注意 , 4 与 zo 一般 说 来 都 是 复 常 数 ， 即 
债 :bh ,bs 为 实数 时 也 是 如 此 . 
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以 下 分 两 种 情况 讨论 . 
(1 ) zo 三 0. 这 时 , 对 适当 选择 的 log 61 ,log bs， 下 式 成 立 : 
wo logb1 = wilogb,; (12. 3 驴 
且 整 函数 e 是 乘法 双 准 周期 的 , 也 以 己 ,22 为 乘 数 . 
(ji ) zo 天 0. 令 


ez 四 2 . (12. 3 的 : 


它 是 以 H ,6bz 为 乘 数 的 MQ 函数, 它 在 S 内 全 纯 ( 虽 然 z 二 0 € St 是 其 单 极 . 
点 ), 在 So 内 有 唯一 的 单 零 点 . 
我 们 要 证 明 


g《z) 一 


定理 2. 12.7 如 果 (12.33) 对 某 一 组 logb 和 1]logbs 成 立 , 则 S -中 MGQ 函数 
BB (z) ( 具 边 值 (1t) € HH) 有 下 列 积分 表示 式 : 


8 (z) = (| pe ee) 十 CCz)]di 十 A)， 


zE€S9.,， (12. 35) 

其 中 MD E 日 是 L。 上 的 一 实 函 数 , 除 一 项 局 十 Re[Cw(D] 外 一 意 确 

” 定 , 这 里 局 与 C 分 别 为 任意 的 实 与 复 常数 , w(z) 同 2. 11.1 段 中 所 述 ， 而 
A 是 由 D(z) 唯一 确定 的 常数 . 


证 暂 设 存在 y(t) € 瑟 于 Lo 上 以 及 常数 4 使 (12. 35) 成 立 . 将 此 式 右 
端的 函数 当 zE St 时 记 为 $1 (z), 它 在 z= 二 0 处 一 般 有 一 单 极点 ， 由 Plemejj 
公式 ， : 
对 Co) 一 士 芭 Go 十 下 让 wpDenew Le 一 全 十 5)]d 


二 Ae”®， to€Lo. (12. 36) 
与 2. 12. 1 段 中 相同 推理 ,可 知 
| B+) = i($v) Ct) + A + Ref Cw lt)], (12. 37) 
其 中 S$ 是 St 的 Schwarz 算 子 : (So)(z) 在 St 内 全 纯 且 具 性 质 
Ref (Sv) (2)] = wv), (Sv) (2) = ($v) (1), 1€E Lo, 
而 名， C 为 如 定理 中 描述 的 常数 . 此 外 , 记 
Ab = polt) thB +ReLCwult))], 1t€E Lo, (12. 38) 
其 中 
Ho 人 一 So)( 一 五 0) =ImL(Su) (一 wb (12.39) 
由 GB (5 唯一 确定 . 这 样 ， 如果 前 述 表 示 式 成 立 , 则 pkt) 必 为 (12. 38) 之 形 . 


法 G+) 一 士 寺 pto) 十 
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易 见 B 十 ReLCw(?) |] 不 影响 其 中 的 积分 值 . 
令 
w= pe tr dt z€s- 
2xi Lu “ 
将 (12. 39) 代入 , 立 得 


Wr (2) 一 条 |， (Wertz)dt 


= gw 一 各 | -Dext(r—z)dr, zE€ Ss, 
其 中 丁 为 St 的 ( 正 向 ) 边界 . 我 们 要 证 明 

A= exY[® (z)—Y¥ (z)]. 
pi 8 (rewit(r—z)dr, zES 


~ ori 


实际 上 是 一 常数 . 事实 上 , 利用 ex @ (z) 的 双 周 期 性 , 易 见 


A=2| er 9-(odr 一 和 | er Gp de, (12. 40) 
TY Li 
其 中 yi ,ys 如 图 2-7 中 所 示 . . 口 


zo 闫 0 时 , 亦 即 等 式 (12. 33)' 不 成 立 . 我 们 有 


定理 2. 12.8 如 果 (12.33) 对 任何 logb) ,logbs 的 选取 总 不 成 立 , 则 S 中 的 
MQ 函数 (z) 可 表示 为 


TAC z 十 zo) 
gr (z) i 到 HD er etd, Es, (12.41) 


证 设 (12.41) 对 某 一 yz) € 日 成 立 . 再 把 其 右 端 定义 为 B+ (z), z E 
9. 则 有 


ento CE 一 四 十 z0) 


et 
olto) 到 | HD e ol(t—to) 
to € Lo. (12. 42) 


dz， 


LL 与 前 同样 推理 , 但 要 注意 现在 2+ (z) 在 Si 内 全 纯 ,代替 (12. 38), 我 们 有 


Ab = plio) hp， (12. 43) 


这 旦 又 是 一 实 常 数 , 而 j (2) 仍 以 (12. 39) 给 出 . BR 不 影响 (12. 41) 中 积分 
的 值 . 


我 们 必须 证 明 


150 一 一 一 人 ESE 本 封 革 曲线 情况 下 的 基本 边 值 三 


er 1 0(t—z 十 zo) 
olz0) 2], De olt— 2z) 


将 (12. 39) 代 人 此 式 , 可 以 看 出 它 等 价 于 
eo 1 ot— z+ zo) 


olzo) 2ri olt — z) 调 
当 国 定 任意 z E Si , 式 中 被 积 式 作为 + 的 函数 是 双 周 期 的 , 在 S- 中 解析 , 个 
在 S5 中 以 :一 为 单 极点 .所 以 它 沿 卫 的 积分 必 等 于 零 . 因此 , 在 55 中 应 脂 
留 数 定理 , .上 面 等 式 对 z € So 成 立 , 因而 对 > E S 也 成 立 . 这 就 是 说 
(12. 44) 成 立 . 


gr(z) = dz，z ES-.(12. 鲁 


8 (z) 一 一 


| 人 (CD ex dt, zE€S-. 
也 


1 


2. 12.4 乘法 双 准 周期 的 非 齐 次 Dirichlet 问题 


现在 来 讨论 一 般 的 MQD 问题 : 要 求 一 个 在 S 中 的 乘法 双 准 周期 函数 
有 (z) ,以 二 实数 Bi ,Be 《不 同时 为 0, 也 不 同时 为 1) 为 乘 数 ,满足 边 值 条 件 站 
《12. 21)， 其 中 f(z) E 日 为 L。 上 的 一 已 知 函 数 . 当 f() 二 0 时 ， 相 应 问题 
MQD, 已 在 2. 12.2 段 中 讨论 过 . 下 面 设 f(2) 关 0. 

沿用 上 段 记 号 , 也 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 设 z =0. 这 时 如 果 MQD 问题 (12.21) 有 一 个 解囊 -(z)， 则 它 可 
以 表示 为 (12. 35). 于 是 , 由 (12. 36), 我 们 有 (以 下 , 总 把 jC7) 改 为 24(2)) 
— p(to) +Re( 间 ，wG eK) [EC — 10) + Lt0) dt 
十 Re(Ae”m) = f(i0), to € Lo. (12. 45) 
易 见 


1 
t—to 


At 一 ea emt) + ti) — EH. (12.46) 
所 以 (12.45) 可 改写 为 
1 ， 
Ki = nt) i ta 和 Gos Dut) ds 
=— f(t0)+ Re(Ae®), to € Lo, . (12. 47) 


其 中 h(t0,t) = Re| k(t ,1) ¥le H, 


oa oa 


Lt—to 

这 里 7 二 | 一 如 | ， (7,1) 是 向 量 1 一 bo 与 L。 上 :处 朝 内 法 线 的 夹 角 ( 参 见 
[42], 3 61). 

(12. 47) 是 一 Fredholm 方程 .考虑 其 可 解 性 时 ,又 分 两 种 子 情况 : 
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1) 设 齐 次 MQD。 问题 (12.23) 只 有 平凡 解 $ (zx) = 0. 因此 ;由 
(42. 40) ,A 二 0. 这 表明 , 由 定理 2. 12.7, Ki 二 0 有 一 般 解 册 十 Re[Co(D]， 
客 三 个 线性 无 关 解 (11. 22). 沿用 那里 的 记号 , 设 相 联 方程 Riv= 0 的 三 个 解 
为 (DG = 12,3)， 则 方程 (12. 47) 当 且 仅 当下 列 条 件 满足 时 可 解 : 


Re A 0 | f(Dy (Dds ( 右 端 记 为 f;)， 


Eo . j=1,2,3. (12.49) 

这 一 了 情况 下 ， 我 们 又 可 看 到 , 如 果 f(z) = 0, A 二 1, 则 (12.47) 无 解 . 记 
|， ey(Dds= T+i];, j=1,2,3. (12. 50) - 

LE 五 ,了 ,7 不 能 同时 为 0， 例如 1 去 0. 我 们 将 vj(2) 正规 化 , 舍得 

" hi=l=0, B=1. 

汉 词 A 一 a 十 认 ， 则 (12. 49) 成 为 . . 

: BT; 一 一 万, = 1,2; a = fs +B]s. (12. 51) 

bo 不 能 同时 为 0, 因为 否则 的 话 , 当 f(z) = 0 时 8 可 以 任意 因而 fj = 0 

二 1,2,3) ,从 而 A 二 a 十 座 关 0, 矛盾 . 于 是 , (12. 51) 表明 一 个 可 解 条 件 ， 

六 wp8 可 一 意 确 定 . 

1 志 ,注意 ,在 这 种 情况 下 ，MQD 问题 (12. 24) 解 的 ( 实 ) 广义 自由 度 一 

上 一 一 1 (是 其 解 中 所 含 的 任意 实 常数 的 个 数 , m 是 其 实 可 解 条 件 的 个 

及) ,这 里 1 一 0,m 一 1. 

2) 设 MQD 问题 (12. 23) 有 唯一 的 非 零 解 B56 (z) (不 计 一 实 常数 系 

区 .cia 梧 (zx) 中 相关 的 常数 A 一 Ao， 又 分 两 种 情况 : 

' 1”Ao 关 0. 这 时 方程 Kiy 一 Re(Ae') 当 上 且 仅 当 A = 4o。 ( 尖 0) 时 可 解 ， 

2 一 0 仍 恰 有 三 个 线性 无 关 解 如 前 . (12. 47) (对 于 A 二 a 十 认 ) 的 可 解 

仍 为 (12. 51). 这 里 必定 有 Ji 一 J2 二 0， 因为 否则 的 话 ,(12. 23) 将 有 一 

9 (其 中 Ao 关 0). 这 样 ，(12. 51) 成 为 两 个 可 解 条 件 fi = fz = 二 0,B 

服 任 意 ， 而 a 由 8 唯一 确定 : 


€% a = fstpJ;. 
:C12. 21) 的 一 般 解 为 
i $$ (z) = bBo (z) + Bi (2), 

大 十- 任意 实 常数 , Gi (z) 是 其 一 特 解 ， 相 应 于 方程 Kiy = f(z) 十 
E 人 :的 解 y 一 Ai (z) 者 . 
人 站 ， 仍 有 r= 二 一 1 (=1,m 二 2). 

“Aho = 0. 在 这 种 情况 下 , Kiy 二 0 除去 前 述 的 三 个 解 以 外 , 存在 着 另 
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一 线性 无 关 的 解 uo(t)， 由 它 得 出 (12. 27) 的 一 个 解 B0《z) 天 0. 这 时 Kly 3 
0 有 4 个 线性 无 关 解 v (2),j 一 0,1,2,3. 仍 定义 万 ,万 如 (12.50), 但 7 一 0 
1,2,3. (12. 47) 的 可 解 条 件 仍 由 (12. 49) 给 出 , 但 ; = 0,1,2,3. 我 们 将 证 明 
L, j 二 0,1,2,3 不 能 同时 为 零 . 当 f(z) 二 0 时 ,12. 49) 成 为 和 
al;—BJ; =0, j=0,1,2,3, -2.52): 
且 Kiy = RelAer) 当 且 仅 当 A ==0 亦 即 a 二 B= 二 0 时 可 解 . 但 是 , 设 若 石 = 
0, j 一 0,1,2,3, 则 (12. 52) 将 有 解 : B= 0, «可 任意 ， 矛盾 . 这 样 ， 我 们 可 以 
把 v; (z) 正规 化 如 前 , 使 得 
1;=0,j=0,1,2; Js=1, 
而 (12. 49) 成 为 
J; =—/f;,j=0,1,2; a = fst+B];. (12.53) | 
同样 道理 , 可 知 J;, ; = 0,1,2 不 能 同时 为 0， 因此 (12. 53) 降 为 两 个 可 . 
解 条 件 , 而 A 二 a 十 讼 一 意 确定 ， 当 它们 满足 时 , 可 得 (12. 21) 的 一 般 解 
| © (z) = DB (2) + BI Cz), (12. 54) 
其 中 品 为 任意 实 常数 , G7 (z) 是 它 的 一 个 特 解 , 对 应 于 (12. 47) 的 特 解 (2) 
者 因 . 
”在 这 种 情况 下 , 仍 有 一 一 1 (= 1, m = 2). 
(Cii) zxo 尖 0. 如 果 问 题 有 解 ， 利用 (12 40)，(12. 41) (pb 仍 改 为 
2.(z)), 我 们 得 到 
wo 二 Rd jE 于 AD e cd = Fa)， 
| to ELo. (12. 55) 


易 证 
Et) olt—to+zo) 1 
ol(z0) . olt— to) 上 一 如 
如 前 可 知 ， (12. 55) 是 下 形 的 Fredholm 方程 : 
Kn = ut) — 划 jw sd 二 | bolto tu Dds 
=— f(t0o), to € Lo, | (12. 56) 
其 中 At E 万. 
. 与 前 一 情况 相仿 ,可 证 Kzy = 0 或 者 只 有 一 个 线性 无 关 解 1 或 者 还 有 男 
一 解 uo (六 ， 视 (12. 23) 只 有 平凡 解 或 者 有 一 非 零 解 @ (z) 而 定 . 
在 前 一 情况 下 ，Kzv 二 0 只 有 一 个 解 v(t), 而 (12. 56) 当 且 仅 当 
| f(Dylt)ds =0 (12. 57) 


万 万. 
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”时 可 解 , 且 解 唯一 (虽然 u(?) 可 差 一 实 常数 项 忆 ). 

这 时 广义 自由 度 仍 为 > 一 一 1 一 mm 一 D 

车 Kzn 一 0 有 两 个 解 1 与 jwo(t), 则 Kzy 一 0 也 有 两 个 解 m (2) ,w(t). 于 
是 (12.56) 当 生 仅 当 

=] fy Ddt =0, j=1,2 (12. 58) 

满足 时 可 解 , 而 (12. 56) 有 一 特 解 y(z), 相应 于 (12. 21) 的 解 B7 (z). 其 一 般 
解 由 (12. 54) 给 出 . 

这 时 仍 有 > 一 一 1 (1 = 1, m = 2). 

于 是 , 我 们 有 下 一 定理 : 


和 


定理 2. 12. 9 MGQD 问题 解 的 广义 自由 度 等 于 一 1， 在 其 一 般 解 中 至 多 有 一 个 
”。 实 常数 . 


LE 2.13 。” 双 周 期 解析 函数 的 Hilbert 问题 


2.13. 1 MO 正规 化 


人 “本 节 的 目 的 是 要 求解 双 周 期 Hilbert 问题 , 简 记 为 DH 问题, 即 : 已 给 实 
和 锋 数 f(z) € 互 于 Lo 上, 求 S 中 一 双 周 期 解析 函数 更 〈z)， 使 满足 边 值 条 


思 ReLyGb V1 = 0 1€ Lo, (13. 1) 
于 7(b 二 a(f) 十 (2) € 全 也 已 给 于 Lo。 上 . 我 们 恒 设 y( 攻 天 0 于 Lo 上 ( 正 
项 型 ). 
为 要 求解 此 问题 ， 我 们 先 要 把 y(z) 进行 MQ 正规 化 , 也 就 是 , 要 求 出 La 
的 一 实 本 玫 p(t) E 瓦 , 使 得 
| = t€E Lo (13. 2) 
中 某 乘 法 双 准 周期 解析 函数 六 (z) 在 Lo 上 的 边 值 , 旦 乘 数 Bi ,让 要求 是 
肚 bk. 这 就 可 把 DH 问题 (13. 1) 转化 为 MQD 问 题 , 从 而 可 以 求解 . 不 过 要 注 
攻 现在 我 们 允许 所 得 的 六 (z) 在 S- 中 可 以 有 一 些 极点 p(t) 称 为 YCz) 的 
鹏 正规 化 因子 . 

本 段 就 先 讨论 (2) 的 MQ 正规 化 问题 . 我 们 恒 记 y(z) 在 Lo 上 的 指标 
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Larg YO ® ‘ 


不 失 一 般 性 , 恒 设 17Q) | 二 1, 而 写 7(b 一 el ,其 中 9() 是 多 人 的 > 
非 ¢= 0. 


下 面 对 不 同 的 < 值 分 别 进行 讨论 . 
(1 )》 < 一 0. 这 时 669 为 单 值 的 . 我 们 来 求解 下 列 AQD 问题 s 
. Ref—iQ (2)] = 060, +1€ Lo, (1 
并 要 求 O- (z) 有 实 加 数 wj : 3 昌 
Or(z 十 2uw) = 0 (2) ta j= 1,2. (13. 量 


由 于 一 iQ~ (xz) 的 加 数 实 部 为 0, 故 由 定理 2. 12. 2 知 , 此 问题 有 唯一 入 

一 i0r(z) =U(z) +iV(z), 

其 中 UG) = 0. 令 扩 Cz) 一 上 9， 则 六 (z) 是 S- 中 全 纯 的 MQ 函数 , 英 

有 实 乘 数 记 一 所 人 一 1,2)》, 且 

f° 0) = exp( 一 VGD 十 iD)，zE Lo. 

MQ 正规 化 因子 p(2) 一 YE H. 这 里 a 从 而 8 ( 一 1,2) 都 是 一 意 确定 
的 . 

在 这 一 情况 中 , f(z) 在 3 中 距 无 零点 也 无 极点 . 

(ii》k 守 2. 令 有 | 


I(z) | 
h, 一 9 zx 一 一 9 ' ] 6 
CZ) re H(z) I o(z— 2;) (13. 6) L 


其 中 zj,z2,*… ,2 EE So ,任意 固定 ， 但 > 二 0. h.(z) 是 k 阶 椭圆 函数 ， 在 
S5 内 有 单 零点 z1 ,zz ，… ;2 而 无 极点 . 它 在 Lo 上 的 指标 为 一 c, 记 6(2) = | 
argh.(t). 则 k 
Ot) = 9) +602) .13.7) | 
在 Lo 上 是 单 值 的 . 如 (| ) 中 那样 , 作 ea 的 MQ 正规 化 因子 po (i), 便 得 
S- 中 的 一 个 全 纯 MQ 函数 师 (z) ,以 Bi , 为 实 乘 数 ,满足 边 值 条 件 

v(t) = poltje%?, 1€ Lo. (13. 8) 


_@ 与 (6.11) 类 似 , 我 们 应 称 
一 [arg XB), = 2 
为 DH 问题 (13. 1) 的 指标 (但 以 后 我 们 不 这 样 做 ), 这 里 左 端 有 一 负 号 , 这 是 因为 L 已 取 . 
定 反 时 针 向 为 正 向 , 而 S- 在 其 负 侧 的 缘故 . 
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于 是 


fo z) 
(2) 一 h.(z) 


是 与 go (z) 具 相 同 乘 数 的 亚 纯 MQ 函数 , 具有 边 值 


po (te Polt) ip 
h(t) |h. C2) | 


(13. 9) 


(DD = 


因此 p(t) 一 2 是 yp 的 一 个 MQ 正规 化 因子 . 


注意 , 在 这 一 情况 下 , 上 (z) 关 0， 在 S5 中 恰 有 < 个 单 极点 = ,zz Ze. 

( 首 ) xx 一 1, 代替 (13. 6) 中 的 及.(z), 现 令 
ol(zZ—c1)o(z— 2z1) 
ol(z)glz— co) 


其 中 ,cz € St (mi == cz 一 ci € S55) 为 任意 取 定 . 其 余 讨论 同 (i ). 现在 
六 (za 天 0 而 在 55 中 有 唯一 单 极点 二， 
(iv) <- 2 这 时 , 我 们 可 令 


h.(z) = 


hi(z) 一 四 (13. 10) 


1 
hz)’ 
其 中 用 ,.(z) 由 (13. 6) 定义 . 这样 便 得 全 纯 MQ 函数 f(z), 在 S- 中 有 单 零点 习 ， 
于 是 便 得 


定理 2.13.1 已 给 y(t) EH, 关 0 于 Lo。 上 , 其 指标 为 k， 它 的 MQ 正规 化 因 
子 plt) 总 存在 , 且 有 实 乘 数 . 所 得 的 MQ 函数 凡 (z) 在 Si 中 , 当 k 二 0 
时 既 无 零点 也 无 极点 ; 当 k 之 0 时 有 4 个 单 极点 而 无 零点 ; 当 k 二 0 时 有 
一 k 个 单 零 点 而 无 极点 . 


注 我 们 没有 去 求 MQ 正则 化 因子 的 一 般 解 ， 因 为 我 们 这 里 不 需要 它 . 
但 若 y(z) 在 S6 中 可 能 出 现 的 零点 和 极点 的 位 置 事先 指定 ， 也 不 难得 到 它 ， 


加 2. 13. 2 ” 双 周 期 Hilbert 边 值 问题 


我 们 现在 来 求解 DH 问题 (13. 1). 

根据 上 段 结 果 , 我 们 对 YCz) 构造 出 MQ 正规 化 因子 pCz) 使 得 六 (2) 一 
2(D7(D 是 S 中 MQ 函数 虹 (z) 的 边 值 , 它 在 Si 中 有 极点 或 零点 ， 神 ce 之 
0 或 «二 0 而 定 . | 

令 @ (2z) = 果 (z) Wz). 则 问题 (13. 1) 转化 为 9 (z) 的 MQD 问 题 ( 具 
实 乘 数 ) 
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Rel® (2)1= pf(), tE Lo. 
8 〈z) 的 实 乘 数 记 , 记 与 庆 (z) 的 相同 . 
下 面 分 两 种 情况 讨论 (沿用 2. 12. 3 段 中 的 记号 ) : 
Ci) zo 二 0. 再 对 不 同情 况 的 «进行 讨论 . 和 
] 二 0. 利用 2.12.4 段 中 的 结果 , 根据 不 同情 况 ， 可 得 可 解 条 四 
(12. 51) 或 (12.53), 由 


=| pCDfOv (Dd GG 二 1,2,3 或 j= 二 1,2,3,4) (13. 蚀 


以 决定 a,8， 当 它们 满足 时 , 业 -(z) 一 re 是 问题 (13. 1) 的 一 般 解 ， 其 请 


8 (z) 是 (13. 11) 的 一 般 解 . 由 2. 12. 4 段 中 的 讨论 知 , 这 DH 问题 一 般 解 的 

广义 自由 度 ~ = 一 1, 而 解 中 任意 常数 个 数 /<< 1. | 

2” x 过 0, 这 种 情况 与 1° 相同 , 只 是 (z) 在 S5 中 必然 有 一 < 个 零 规 

z1,z2，… ,zx 因此 , 除 (12. 51) 或 (12. 53) 外 ， 还 要 添加 下 列 可 解 条件 ， 
| uDes [tt— zi) + ts) Jdt+A=0, 

， 有 一 12 一 k，， (13.13) 
其 中 (2), 由 (12.47), 是 | 
Kin =—p(to)f(to) + Re(Ae®), tu ELo 

的 任 一 解 .(13. 13) 包含 总 数 为 一 2x 的 实 条 件 . 
由 2. 12. 3 段 中 的 讨论 知 , 这 时 > 一 2x 一 1 (过). 
3”k 之 0. 这 时 相应 的 MQ 郑 数 惠 (z) 在 Sr 中 可 以 有 单 极 点 z1 ,zz2，…， 
= 令 
XiC2) = [tz— zi) t+ tz)], k=1,2,.,k. (13.14) 
它 是 S 中 的 一 个 MQ 函数 , 在 Ss 中 有 相同 的 单 极点 z， 且 有 与 $6 (z) 相同 
的 乘 数 , 因此 , B~(z) 可 表示 为 


gz) = “| 寺 , ulDe et + 4d+A| 


十 y CiXxilz), zES, (13. 15) 
k=1 
其 中 Ce = yi 十 启 《k 二 1,2,… ,xk) 为 任意 复 常 数 , 而 y(t) 是 方程 


Kiy =— p(t0)f(10) — Re(A@®)— >)RelCxi (to)], 
k=1 


加 EL (13.16) 


i 


UN TI Em rou En lt Pm 


有 是” 


nd 


-Tu mY 
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的 解 . 于 是 条 件 (12. 51) 或 (12. 53) 现在 分 别 成 为 
—BJ, + OReG 上. Duod] = 一 广 ， 
J] 一 1,2 或 了 一 0,1,2; (13.17) 
atpBJs+ > Re c | Xr Cw as| =— fs, 


其 中 包含 2x 十 2 个 实 常数 7 ,6 (k 二 1,2,…,r) 以 及 a 和 
所 以 这 时 > 一 2 一 1 4 雪 2 十 1). 
(ji ) zo 关 0. 这 时 讨论 与 ( |) 仅 稍 有 不 同 , 故 只 简 述 如 下 ， 
1 二 0. 这 时 可 解 条 件 (12. 56) 或 (12. 57) 分 别 成 为 


| pt fC ds =0 (13. 18) 


fj = | p07 ds =0，j==1,2. G13.18)/ 


所 以 这 时 7+ = 一 1 (之 1). 
2” 过 0. 除 (13. 18) 或 (13. 18)' 外 , 可 解 条 件 还 要 添加 
Gt 一 十 2z0)， 加 加 ， 
jae ry d=0, kl,2,,—k, (18.19) 
其 中 (2) 是 Kop 一 一 pCio)f(to) 的 任 一 解 . 现在 +r = 2x 一 1 (1 之 1). 
3”k > 0. 这 时 我 们 要 求解 积分 方程 
Kzp =— plto) f(t0) + 2) Re[Ciq Co)Xis to0)], to € Lo, (13.20) 
k=1 
其 中 qlz) 由 (12. 34) 给 出 . 这 时 可 解 条 件 (12. 56) 或 (12. 57) 分 别 成 为 
DR | Ca Wes| =| pF)ds 13.21) 
k=1 Lo Lo 
或 
Dee Crq (tO XE Cd 一 | pC p00%, (21)ds, 


j= 1,2. (13. 21)7 
现在 r = 2k 一 1 (2k 十 1). 
这 样 , 不 论 哪 种 情况 , 我 们 总 有 


定理 2.13.2 如 果 DH 问题 (13. 1) 中 7y(i) 的 指标 为 k, 则 其 解 的 广义 自由 度 
为 2x 一 1， 且 当 可 解 条 件 满足 时 ,其 一 般 解 中 任意 ( 实 ) 常数 的 个 数 当 


158 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 3 封闭 曲线 情况 下 的 基本 过 


Kk 之 0 时 为 2kx 十 1, 而 当 % 二 0 时 只 有 1 个 . 


以 上 所 述 方法 为 构造 性 的 , 最终 将 问题 化 为 一 个 确定 的 Fredholm 


方程. 
注 我 们 当然 可 以 提出 MQ 函数 的 Hilbert 问题 . 但 因 这 时 MQ 正夫 

过 程 完全 与 2. 13. 1 段 中 一 样 ， 而 双 准 周期 性 可 合 在 一 起 , 所 以 没有 必要 晶 

讨论 . 


1 
. 
; 


章 ”封闭 曲线 情况 下 的 
奇异 积分 方程 


悍 
上 
相 


本 章 将 利用 上 一 章 中 的 结果 ， 讨 论 封闭 曲线 上 具有 连续 系数 的 Cauchy 
核 奇 异 积分 方程 的 一 般 理论 和 求解 方法 ， 包括 在 解析 系数 下 的 直接 解法 . 还 
将 讨论 周期 核 的 类 似 方程 . 


3.1 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 和 奇异 算 子 


。 3.1.1 一 般 概念 


在 本 章 里 ， 我 们 将 考虑 下 面 形式 的 积分 方程 


和 


一 pl) dt 一 flto), to E L, (1.1) 


Kp =alto)plto) + 二 | 


L 其 中 一 2 是 一 组 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 ( 均 已 取 定 正 向 ) 的 集合 ， 


gD 7) 已 给 在 L 上 ， K(t0; 引 已 给 在 LXL 上 , 都 EH, 而 gl2) 是 L 上 的 
和 玉 知 函数 ,假定 也 € 互 方程 (1. 1) 称 为 曲线 二 上 的 含 Cauchy 核 的 奇异 积分 
E 方程 , 而 KK 则 称 为 其 相应 的 奇异 算 子 . 当 f(z) 三 0 时 , 则 称 (1. 1) 为 齐 次 的 ， 
Ll 千 则 称 为 非 齐 次 的 . 
如 果 记 

| b(t) 二 K(t,t) (当然 也 € 万 )， (1. 2) 
E 则 方程 (1. 1) 可 改写 为 


Kp =alio)9(t) + | 2 de 十 | ko tg) dt 


Lt 
站 一 to)， to € L, (1. 1)" 
中 已 记 
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K(to,t) — Klto,to) 
一 加 “ 
设 K(lto,t) 的 Holder 指数 为 a (0<x 委 1， 即 
[Kltost) — Kt ,t) | <ACdw 一 总 |* 十 | 一 纪 |“)， 


klto ;£) 一 


则 显然 


|kCto ,2) | 0A=1—a<=1. 


< | 二 E ” 9, 
当天 (to,t) 三 0 即 6(10) 二 0 时 , (1.1) 便 是 通常 的 弱 奇 性 核 Fredho 境 
方程 ,其 性 质 已 为 我 们 所 熟知 (参看 附录 ). 
当 (zto ,2) 满足 条 件 (1. 4) 时 , 我 们 称 


kp =| klio, pd 
为 (第 一 型 的 )Fredholm 算 子 . 算 子 


Kp=alio) pl) + | Pa C1. 5 


称 为 算 子 天 的 特征 算 子 , 而 Kigp = g (对 任何 g) 则 称 为 特征 方程 这样 
(1. 1) 可 改写 为 

(CR 十 tp 一 太 
我 们 还 把 


+| KG a=0, EL .6 i 


Ky = ali) fi) 一 下 | 


UL 
或 即 


ewe, sd 二 | ktsto YE dt = 0, 


toEL, (1.6)  - 
称 为 (1. 1) 的 相 联 方程 而 KK 称 为 K 的 相 联 算 子 . 因此 , 特征 算 子 (1. 5) 的 相 
联 算 子 为 


Ky=al fi) 一 二 | UPDa, weEL, .7) 


L 了 一 加 
而 K*'y = 0 为 特征 方程 (1. 5) 的 相 联 方程 . 
要 注意 的 是 , 一 般 说 来 , K®" 关 有. 因为 


Ky =ali)g) — | La 


L t—to 


_ 1 68(t)—b(to) 
+ |e i | 


而 右边 最 后 一 项 是 一 个 具有 如 性 质 (1. 4) 的 核 的 算 子 , 这 是 由 于 
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A 


b(t) — b(to) 
— | 
| |t—~iol? 


t—to 


的 缘故 ， 所 以 
Ky=a(io) yto) -2 Pq, (1. 8) 


ti 一 加 
它 与 (1. 7) 一 般 不 同 . 
ee a 一 丰 (1) 关 0 于 LL 上 , 这 时 (1. 1) 称 为 正则 型 奇异 
积分 方程 . 
SG = a(t) +6), DCO) = alt) —b0), 
故 SG 隆 0,， D(z) 关 0 于 L 上 . 由 于 以 后 将 说 明 的 原因 , 我 们 称 


1 a—6b] -1 D | 
«= Zilog Fe] = 区 [age (1.9) 
为 方程 (1. 1》( 或 (1. 1)', 或 本 ) 的 指标 . 所 以 , K? 的 指标 与 K 的 指标 相同 . 对 


于 第 二 型 的 Fredholm 方程 来 说 , 显然 < 一 0. 但 k = 0 的 方程 (1. 1) 一 般 并 不 
是 Fredholm 方程 , 虽然 它 具 有 某 些 与 后 者 相似 的 性 质 , 这 在 以 后 将 会 看 到 . 


3.1.2 奇异 算 子 的 性 质 


为 了 以 后 的 需要 , 我 们 指出 奇异 算 子 K 的 若干 性 质 ， 
”1 若 pE 日 , 则 Kp EH. 此 可 由 (1.1) 中 Cauchy 主 值 积分 的 性 质 明显 
看 出 (参看 定理 1. 4. 1). 
2” 若 KK ,Kz 是 两 个 奇异 算 子 ， 则 Ki1Kz 也 是 奇异 的 . 设 
Kp = Ci) p(t) + |, gd, j= 1,2, 
则 由 Poincare Bertrand 积分 换 序 公式 ， 有 
及 Kg = [al (如 )az(t) + (io)bz (to) Jp(to) 
al (to) K, (to ,7) 十 Kl (to ,tay (2) 
TL t—to 
1 2 Ki (to,t1)K, (ti,t) 
十 (二 ) [由 es dn wodt， (1.10) 
其 中 已 记 bi (to) 一 Kj;(to ;t0). 记 
Flto st3t1) = Kilto sti)K,(t,t) € H, 


p(t) dt 


则 
Flto,t,ti) dt woltost) wlio,t) 
L (ti —to)(t—t) t—to 


其 中 已 令 
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_f Fto,t,ti)dt _f F(to,t,ti)dt 
wo (to ,) 一 L to w(tost) 一 L tt ~ 
注意 到 wo (to :to = w(to ,to)， 县 wyono 均 GE 互 , 因此 
Flto,t,ti) dt A 
~ Ty 0 牵 1. 
|， (下 Oto) 下 一 如 | SA< 


所 以 (1. 10) 中 最 后 一 项 是 ( 弱 ) Fredholm 积分 , 而 前 面 两 项 的 和 是 一 奇异 算 39 
. 但 要 注意 ， 一 般 KlK。 KK. 
3” 奇异 算 子 服从 结合 律 : (Ki Ki)Ks 一 Ki (KzKs), 其 中 K; ( == 1,2, 吊 
都 是 奇异 算 子 ， 此 由 直接 验证 可 知 ， 当 然 , 若 有 中 有 的 退化 为 Fredholm 算 ; 
子 , 则 此 式 也 成 立 . 沁 
4” 设 Ks 二 KK, 又 K; 的 指标 为 k; (J 二 1,2,3), 则 有 
ka 一 kK1 + K2. (1.11) 
以 oj 性 (以 及 5; 二 a; 十 bj,D; 二 aj 一 5;) 表示 下 的 相应 于 (1. 1) 中 的 系数 ， 
由 (1. 10) 易 见 】 
a3 一 0102 hbs, bs = aibz 十 ab， (1. 12) .: 
所 以 . 间 
. Ss = S15;, Ds = DiD,; (1. 12)” 
于 是 由 (1. 9) 立即 可 得 (1. 11). 
此 外 , 由 (1. 12) 还 可 看 出 ， 当 -Ki ,Ks 都 是 正则 型 时 ,Ks 也 必 是 正则 型 . 
5” 设 区 为 奇异 算 子 , 大 为 第 一 型 Fredholm 算 子 ， 则 KK 与 KK 都 是 第 一 
型 Fredholm 算 子 . 把 看 做 K;, 则 (1. 12) 中 的 az = 5s = 二 0, 从 而 KK 的 a 一 
b 二 0, 所 以 它 是 第 一 型 Fredholm 算 子 .kK 同 . 
6” 设 区 ,K 的 指标 分 别 为 kx ， 则 一 一 k. 
7°” (KK;) = KsKi. 


8” 设 sj 为 有 的 任意 二 函数 , 则 有 | JKp di 一 | yd 
性 质 .6 ,7 ,8 均 可 直接 验证 . 


3.2 ”特征 方程 及 其 相 联 方程 的 解法 


3.2.1 特征 方程 的 解法 


对 于 特征 方程 , 我 们 可 直接 求 得 其 解 (包括 可 解 条 件 ) 的 封闭 形式 . 
设 要 求解 特征 方程 
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Fp=ali)g) + du 一 GD，aeEL， (2.1) 
| 其 中 a,6,f 以 及 L 均 同 3. 1 节 , 且 设 它 是 正则 型 的 : az 一 多 夭 0 于 工 上 , 要 
求 未 知 函 数 也 € 了 HH. : 
这 方程 的 求解 问题 与 Riemann 边 值 问题 有 着 密切 的 关系 . 
暂 设 (2. 1) 确实 有 解 p(t) € 五. 引进 分 区 全 纯 育 数 
: G(z) = 元 90d, zEL, (2.2) 
于 是 由 Plemelj 公式 ， 有 | 
Plto) = Bt —B 0),) 

| oEL, 


. 2.3 
工 | 2 dy = gtr) + (to), .3) 
. nl Lt—to 
E 代入 (2. 1), 便 得 
| (十 从 对 DD— (aDE =, ti€EL, 
亦 即 
Fo fC2) 
(1) = GG D+ABTo’ i:€EL, (2. 4) 
这 里 已 令 . 
a(t) —b(?) . 
CW TFo’ (2.5) 


,县 由 于 (2. 2) 的 关系 ， 应 有 @(ec) 一 0， 这 就 是 说 , 如 果 方 程 (2. 1) 有 一 解 
“g(t) E HH, 则 由 (2. 2) 定义 的 分 区 全 纯 函数 $(z) 是 R 问题 (2. 4) 在 R_1 中 的 
一 个 解 . 

(反之, 如 果 问 题 (2.4) 在 Ri 中 有 一 个 解 8(z), 则 由 (2. 3) 的 前 一 式 得 
Lf“ 出 的 w(z) 便 是 方程 (2. 1) 的 一 个 解 . 这 是 因为 由 (2. 3) 前 一 式 (这 是 一 个 跳跃 
问题) 以 及 Boo) 二 0, 便 知 (2. 2) 成 立 ( 见 2. 1. 2 段 ); 于 是 (2. 3) 的 第 二 式 也 
EE. 成立. 再 把 (2. 3) 代入 (2. 4), 化 简 后 便 知 p(t) 满足 方程 (2. 1). 

这样 ,方程 (2. 1) 的 求解 问题 就 等 价 于 在 R_; 中 求解 问题 (2.4). 后 一 问 
LE 题 的 指标 ， 由 (2. 5) 式 , 正好 是 (1. 9), 即 算 子 Ke 的 指标 , 这 也 就 是 定义 K? 
”的 指标 的 由 来 . 

设 X(z) 是 问题 (2. 4) 的 典 则 函数 . 于 是 , 当 * 之 0 时 , 由 2. 3 节 , 问题 
lL 《2.4) 在 R_; 中 的 一 般 解 为 


2 _ X(z) f (Ddt 
二] 


其 中 Q，, 是 x 一 1 次 任意 多 项 式 (Q_ 一 0); 当 上 < 0 时, 当 且 仅 当 
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tf (2) 
L Lal) ry 
ma 1) 的 解 g(t0) = B+ (i0) 一 8 (to), 则 有 
XT) + Xt) fs) 
2[alto) + b(t0) Xt ~ 
Pe | (1) dt 
2xi 1L [ab 十 BCbD]X+CDCG 一 略 ) 
十 LX+(o) 一 和 (bo)]Q (0). 


一 0， 外 一 0,1，…… 一 kK 一 1 


p(to) 一 一 


Xt(t0) _ a(to) —6b(Co) 
X00) Gli) 一 alto) + b(to)" 
Z(t0) = [al(to) +b(t0) XT Ct) = [alto) —6b(0) X(t), (2. 9) 和 
一 ao) pr 一 bt) : 
“ 人 一 二 5 ?C0) BV) Bm 人 10) | 
则 (2. 8) 可 改写 为 


p(to) 一 玉 了 十 2 to)Z(b)P， 1 (to)， (2. 11) 
其 中 P(to) 又 是 一 个 < 一 1 次 任意 多 项 式 ， 而 
状 让 。， ， 关 _b*(to0)Z(to) J (ft)dz A 
Kf/ (0) fn) xi | zt )” 2) 
而 当 « 之 0 时 ,可 解 条 件 (2.7) 可 改写 为 


tf (0) 一 0,1 kp 
| ZC0) dt=0, k 0,1, 9 kx 1. (2. 13) 


Z(z) 称 为 方程 (2. 1) 的 标准 函数 . 
当 j 了 = 0 时 , 便 有 齐 次 方程 Kop = 0. 当 % 0 时 , 它 显然 有 «个 线性 无 
关 解 ， 
Hb*C2) Z(t), k=0,1,.,kc—m1; (2. 14) 
而 当 < 委 0 时 , 它 只 有 和 零 解 . 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 


定理 3. 2.1 齐 次 方程 本 pg 一 0 当 k 六 0 时 有 个 线性 无 关 解 (2. 14)，k 二 0 
时 只 有 和 零 解 ; 非 齐 次 方程 Kg 二 f 当 k 之 0 时 有 一 般 解 (2.11)， 当 一 


0 时 当 且 仅 当 满足 一 k 个 条 件 (2. 13) 时 才 有 唯一 一 解 (2. 12)， 总 之 其 一 般 
解 有 x 个 自由 度 . 
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”应 用 上 面 的 结果 , 可 以 很 简捷 地 导出 关于 Cauchy 主 值 积分 的 反 演 公式 
(参看 1.4.3 段 ). 设 工 仍 如 前 , f() € H 于 L 上 . 我 们 的 问题 是 要 求解 下 一 
特殊 的 奇异 积分 方程 : 


二 ,d= fli0), to EL. C2. 15) 


这 是 一 个 特征 方程 ， 这 里 aa 二 0, BD 二 所 以 还 是 正则 型 的 .现在 
GD = 一 1 为 一 常数 , 故 k 二 0. 因此 ，(2. 15) 有 唯一 解 . 由 (2. 11)， 它 应 
由 (2. 12) 给 出 . 但 这 时 易 见 生 (z) 可 分 别 取 大 小 相等 、 符 号 相反 的 非 零 党 
数 , 于 是 2( 也 可 到 成 一 非 常数 从 而 


gt) = 划 Ld, wer. (2.16) 
这 正 是 我 们 所 预期 的 结果 . 


3.2.2 特征 方程 的 相 联 方程 的 解法 


现在 来 考虑 Kop 一 的 相 联 方程 
Key = alio) Yo) 一 点 ,Sd = gt), EL (2.17) 


”的 解法 . 仍 设 g,y€ 也 . 如 5.1 忆 中 所 述 ， 此 方程 的 指标 心 一 一 K. 
为 了 求解 方程 (2. 17)， 自 然 会 想到 , 可 以 引进 

居 X(t) = 6b G1) 
”作为 新 的 未 知 函数 ， 于 是 (2. 17) 立即 可 化 为 


blto) 
i: bu al(to) X(to) 一 一 全 | pa dt = 一 b(to) g(to), to € L. 


bk 它 是 xCz) 的 一 个 特征 方程 , 故 用 3. 2. 1 段 的 方法 就 可 求 出 解 X(t) ， 于 是 C2 
| == 办 也 就 可 以 求 得 . 但 这 样 做 必须 要 求 5(#) 在 工 上 处 处 关 0 才 可 以 . 为 了 
车 免 这 一 不 必要 的 多 余 假设 ， 我 们 宁愿 采用 下 面 另 一 种 方法 来 求解 (2. 17). 
与 前 相仿 , 引进 

WW(z) = pi DW z 声 工 ， (2. 18) 
隐隐 (oo) = 0, 且 
b(to) = Vi 10) — WT (0), 

bOI DH) 

,de = wt) + we), 


| beEL (2.19) 
上 19) 的 后 一 式 代 人 C2.17)， 再 把 它 与 (2. 19) 的 前 一 式 相 加 减 , 便 得 
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2 g 2 g- 国 
yoreotato J abtas (2. 20) 
然后 消去 得 
Wt(t) = By (0) + aE, :EL, (2.21) ' 


式 中 GC) 仍 以 (2. 5) 给 出 . 相应 于 (2. 21) 的 齐 次 问题 正好 是 (2. 4) 的 相 联 买 1 
问题 ， 其 典 则 函数 为 1/X(z), 故 由 2. 3 节 知 ， 当 = 一 x 之 0 时 , 问题 (2.21》 : 
的 一 般 解 为 


1 Xb gt) Qe 2) 2 
Y(z) = Ee zi [La 全 《2.22 


而 当 * = 一 <<0 时, 当 且 仅 当 : 


XtBDgD a i 


满足 时 才 有 了 唯一 解 (2. 22) (Q，; 三 0)， 
回 到 yl) ,由 (2. 20) 中 的 任 一 式 ， | 得 (2. 17) 的 一 般 角 为 


一 1 (0) 
Z(t0) 


pto) = K*'g + (2. 24) 
其 中 K* 为 K" 的 相 联 算 子 ， 即 
K*’'g =a* (0)g(4) + 
这 时 可 解 条 件 (2. 23) 可 写成 
| ZCDb (Dg do0, k=0,1,, xk 1 (2.26) 


因此 定理 3. 2. 1 对 于 相 联 方程 Ky 一 g 也 是 成 立 的, 只 要 在 其 中 把 x 改 
为 x : : 


人 
1 
| 


-| Z(6*0) Dar, (C2.25) 
eX tto | 


3. 2. 3 ”特征 方程 的 Noether 定理 


如 果 比 较 特征 方程 及 其 相 联 方程 解 之 间 的 关系 ,可 以 看 出 以 下 一 些 事 

首先 , 齐 次 方程 Rp 二 0 与 K*'y 一 0 的 线性 无 关 的 解 的 个 数 都 是 有 限 的 . 
”其 次 , 车 设 Kg = 0 共有 /个 线性 无 关 的 解 ，K°*'y = 0 共有! 个 线性 无 
关 的 解 , 则 当 k 二 一 x 宇 0 时 , 1 二 x; ! 二 0; 当 k = 二 一 x 过 0 时 , !=0, 二 =x 
二 一 k， 因此, 不 论 哪 种 情况 ,总 有 /一 二. 

最 后 , 设 x 二 0, 于 是 Ky 二 f 的 可 解 条 件 为 (2.13). 但 由 (2. 24) 可 看 
出 , K"'y 二 0 的 x 《= 一 x) 个 线性 无 关 解 为 


， 
i 


0 
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rl 


OD = DD’ GD = ZJ D = Fy: 


因此 , 可 解 条 件 (2. 13) 正好 可 以 写成 
| wpropd=o， k=0,1,.,—k—l. (2. 27) 
这 样 ， 对 于 特征 方程 及 其 相 联 方程 而 言 ， 我 们 有 以 下 结果 ， 


定理 3.2.2 . 

I. Kg 一 0 与 KrY 二 0 的 (线性 无 关 ) 解 的 个 数 均 有 限 ， 

开 . 设 Krp 二 0 与 Kr'y = 0 的 解 的 个 数 分 别 为 1,L， 则 

1 一 上 一 we (2.28) | 

其 中 为 K? 的 指标 . : 

看 . K*g 二 f 可 解 的 充 要 条 件 为 (2.27), 其 中 (如 } 为 Ke'Y 二 0 的 全 解 
系 ， 亦 即 ， 方程 Kg 一 了 可 解 当 且 仅 当 了 与 齐 次 相 联 方程 Ky 二 0 
的 一 切 解 正 交 . 


以 上 这 些 结果 构成 了 Noether 定理 的 内 容 . 我 们 以 后 要 证 明 , 它们 不 仅 
对 特征 方程 成 立 , 即使 对 一 般 的 正则 型 奇异 积分 方程 (1. 1) 也 成 立 . 


习 题 
1. 求解 方程 
:一 28(D + ete pdr ml, :elL, 
nl Li™—t t 


其 中 工 是 一 条 光滑 封闭 曲线 ,以 反 时 针 疝 为 正 向 (下 同 ), z 二 0 在 其 内 部 ， 
z 二 2 在 其 外 部 . 


_ /2 _ 
包 g(t) = 龙 十 6 一 4 


8 一 2)2“ 
2. 求解 方程 
oz 四 一 二 下 Var = 2 —D), rer, 


其 中 工 是 一 条 不 通过 z 一 1 的 光滑 封闭 曲线 . 

答 当 z 一 1 在 工 的 内 部 时 , gl?) 一 妃 一 1 十 C8 一 了 其 中 C 为 任意 常数 ; 当 = 一 1 
在 工 的 外 部 时 ,应 取 前 式 中 的 C = 0. 

3. 如 果 工 是 一 分 段 光滑 封闭 曲线 ,本 节 的 结果 是 否 成 立 ? 

4 (K?')? 一 下 9 与 (Ko) 一 Ko' 是 否 成 立 ? 

答 前 一 式 成 立 , 后 一 式 不 成 立 . 
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3.3 奇异 积分 方程 的 正则 化 及 
一 般 的 Noether 定理 


3.3.1 ”奇异 积分 方程 的 正则 化 


对 于 一 般 的 奇异 积分 方程 (1. 1) 或 (1. 1), 求解 方法 的 思想 是 把 它 化 海 
某 个 Fredholm 方程 ; 对 于 后 者 , 我 们 熟知 , 已 有 较 完整 的 理论 和 各 种 求解 加 
法 . 把 奇异 积分 方程 化 为 Fredholm 方程 的 方法 ,叫做 正则 化 方法 . I 

有 各 种 各 样 的 正则 化 方法 , 下 面 只 讲述 其 中 一 种 . 仍 设 x 为 方程 (1.1) 的 1 
指标 . 和 
1"” 设 kx0. 设 R' 是 K 的 特征 部 分 K? 的 相 联 算 子 , 故 它 的 指标 x = . 
一 k. 在 方程 (1. 1) 的 两 边 作 用 K*, 得 1 

K°'Ko = K°’f. (3.1) | 
由 (1. 12) 容易 看 出 , 对 于 算 子 K* 息 来 说 , 它 的 b(t) 一 0, 故 它 已 是 Fredholm 1 
算 子 , 也 就 是 ，(1. 1) 已 正则 化 为 Fredholm 方程 (3. 1) 了 . 
显然 , 如 果 p 是 (1. 1) 的 解 , 当然 也 是 (3. 1) 的 解 . 反之 , 设 p 是 (3.1) 的 
解 , 于 是 1 
K’°’(Kp—f)=0. 
但 Kr?'y 一 0 的 指标 x = 一 < 委 0, 故 它 只 有 零 解 . 因此 , 从 上 式 便 知 Kp 一 了 
=0, 是 1) 的 解 . 于 是 ，(1. 1) 与 (3. 1) 是 等 价 的 . 
设 “< 0. 这 时 我 们 对 未 知 函 数 p 用 下 式 换 为 一 新 的 未 知 函 数 y: 
”9 一 K°’y, (3. 2) 
于 是 方程 (1. 1) 成 为 
KK"’y=/. (3. 3) 
与 1 中 同样 的 理由 ， (3. 3) 也 是 一 个 Fredholm 方程 . 我 们 要 证 明 : 它 与 
(1. 1) 是 等 价 的 ; 即 ，(1. 1) 与 (3. 3) 同时 可 解 或 否 , 且 当 yy 是 (3. 3) 的 解 时 ， 
则 由 (3. 2) 求 得 的 p 是 (1. 1) 的 解 , 反之 , (1. 1) 的 任何 解 均 可 用 (3. 3) 的 解 y 
代 人 (3. 2) 而 得 到 . 
如 果 (3. 3) 可 解 , 则 (1. 1) 必 可 解 . 这 是 显然 的 . 现 设 (1. 1) 可 解 , 且 gp 为 
其 一 解 . 由 于 K' 的 指标 x == 一 « > 0, 故 对 于 这 个 g, 方程 (3. 2) 是 可 解 的 ， 
即 (3. 3) 也 是 可 解 的 . 所 以 (1. 1) 与 (3. 3) 同时 可 解 或 否 . 且 由 于 (3. 2) 对 任 
何 p 总 可 解 , 所 以 , (1. 1) 的 任何 解 g 通 过 (3. 2) 所 得 的 yy 必 成 为 (3. 3) 的 解 ; 
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反之 ，(3. 3) 的 解 儿 通过 (3. 2) 求 得 的 8 显然 也 是 (1. 1) 的 解 . 这 样 ，(3. 3) 与 
(1. 1) 确实 等 价 . 
因此 , 求 (1.1) 的 一 般 解 时 ， 可 先 求 出 (3. 3) 的 一 般 解 (假定 可 解 ) 


$= op (3. 4) 
其 中 内 是 (3. 3) 的 一 特 解 ，(y;}7 是 KK 一 0 的 全 解 系 ， cj) 是 一 组 任意 
常数 . 然后 , 便 可 得 (1: 1) 的 一 般 解 
p= Root ok" jj .5) | 
如 果 (3. 3) 无 解 , 则 (1. 1) 也 无 解 . 


总 之 ,不论 < 如 何 ，(1. 1) 总 可 正则 化 为 等 价 的 Fredholm 方程 ,其 求解 
问题 随 之 转化 为 Fredholm 方程 的 求解 问题 . 


3. 3.2 ”Noether 定理 


现在 我 们 可 以 把 3. 2. 3 段 中 的 结果 推广 到 一 般 的 (正则 型 ) 奇异 积分 方程 
上 来 . 亦 即 ， 我 们 有 下 一 定理 ， 


定理 3.3.1 (Noether) 设 (1.1) 中 的 KK 是 一 正则 型 奇异 算 子 (L,a,b 等 均 同 
3.1 节 ), 则 
I. Ky 二 0 的 (线性 无 关 ) 解 的 个 数 必 有 限 ; 
I. 设 Kp 二 0 与 Ky 二 0 的 解 的 个 数 分 别 为 1 与 1， 则 
1 一 六 一 pk， 
这 里 xk 是 算 子 K 的 指标 , 而 K 是 K 的 相 联 算 子 ; 
区. 方程 Kp 二 f 可 解 的 充 要 条 件 是 


| gfa 0, 上 =1,2,.…,l,， 
其 中 人 J) 是 Ky 二 0 的 全 解 系 . 
证 工 是 显然 的 , 因为 Kp 二 0 经 正则 化 后 成 为 Fredholm 方程 , 而 对 后 
者 来 说 , 只 有 有 限 个 解 (参看 附录 定理 1). 


现 来 证 明 了 下. 先 设 < 之 0. 由 于 Ky = 等 价 于 (3.1), 故 由 Fredholm 方 
程 的 理论 知 , 其 可 解 条 件 为 


| wk pa =0, 一 12 (3.6) 
其 中 fw;}? 是 (3. 1) 的 相 联 方程 


170 封闭 曲线 情况 下 的 奇异 积分 方 各 


(RK°'K)w=0 即 KK?°w = (3.7) 1 
的 全 解 系 @. (3. 6) 又 可 写 为 ( 见 3.1.2 段 , 8") 
| fowdt = 0, j=1,2,,p. (3.6)/ 


由 (3.7), 显然 二 及 wwi 是 方程 KY = 0 的 解 . 反之 , 从 Ky = 0 的 任 一 解 
少 均 可 由 方程 K?w 二 y 找 出 茶 些 ( 个 )w 与 它 相 对 应 , 因为 x 宇 0 时 这 方程 总 是 
可 解 的 . 于 是 , f 与 一 切 Kw; 正 交 的 条 件 (3. 6) 也 就 是 f 与 Ky = 0 的 一 切 
解 正 交 的 条 件 . 所 以 x 宇 0 时 于 成 立 . 

现 设 << 0. 这 时 , 方程 (1. 1) 等 价 于 (3. 3)， 而 (3. 3) 可 解 的 充 要 条 件 为 


| fxjd =0, 7 一 1,2……9， (3. 8) 


其 中 {x;)? 是 方程 
CKK90 MX 一 0 即 KOKXY 一 0 (3. 9) 
的 全 解 系 . 但 因 k 二 0, 故 Kow = 0 只 有 零 解 , 因此 KoKX 一 0 的 全 解 系 也 是 
KX = 0 的 全 解 系 ( 故 g 二/), 此 即 焉 成 立 . 
最 后 来 证 明 了 [. 仍 先 设 x 之 0. 这 时 , K*'y = 0 的 指标 x 委 0, 故 它 只 有 
零 解 . 因为 这 时 Kp = 0 等 价 于 KKp 一 0, 故 后 者 解 的 个 数 是 1. 它 是 一 
Fredholm 方程 ,所 以 它 的 相 联 方程 


KK'w=0 (3. 10) 
也 有 /个 解 . 求解 这 方程 时 ， 显然 
Kw = cgitegt tergpr, (3.11) 


”其 中 yy 洗 是 Ky 一 0 的 全 解 系 , {cj} 是 一 组 任意 常数 . 因为 c 之 0, 故 (3.11) 
总 可 解 . 设 Krew = 0 的 全 解 系 为 wi ,wo，…,w， 且 取 定 K*w 一 yj 的 一 特 解 Xx ; 
G 一 1 2 0)， 则 (3.11) 的 一 般 解 亦 即 (3. 10) 的 一 般 解 为 
中 一 aloul 十 十 as 十 cx 十 十 coX1 
其 中 mn ,asia 也 是 一 些 任意 常数 (e 二 0 时 缺 这 一 部 分 )， 今 证 由 ia ， 
X1，…,Xr 线性 无 关 . 设 知 
pol 十 十 Rs 十 Xi 十 十 XeX2 = 0, 
经 算 子 K? 作用 后 , 得 
因 凡 十 十 Yrgr 二 0. 


@ 注意 , 我 们 曾 把 求解 范围 限于 满足 晶 条 件 者 . 但 在 所 设 条 件 下 , 这 里 得 到 的 
Fredholm 方程 的 任何 解 也 必 E 万. 
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但 {y} 是 线性 无 关 的 ， 故 二 "二 Yr = 二 0， 于 是 
Bo 十 … 十 Rs =0. 
但 {wn) 也 是 线性 无 关 的 ， 故 局 一 … 一 把 一 0 这 就 说 明 {w, 罗 } 是 线性 无 关 


的 . 所 以 ，(3. 10) 解 的 个 数 为 x 十 . 但 前 已 看 到 ，(3. 10) 应 有 7 个 解 ， 故 
1 一 “十 上 Bl/ = x. 

再 设 k 二 0. 我 们 把 Ky = 0 看 做 原 方 程 ,， Ky 一 0 则 为 其 相 联 方程 (因为 
显然 K 一 玉 ). 因 K 的 指标 x == 一 x >> 0, 故 由 前 面 已 经 证 明 的 , 应 有 . 

| [ /= 一 x =—k. | | 
所 以 开 仍 成 立 . 0 

特别 要 注意 , Noether 定理 中 结论 1 与 焉 是 和 Freadholm 方程 的 结论 相 
仿 的 , 但 结论 本 却 不 一 样 . 只 有 当 «% 二 0 时 , 它 才 与 Fredholm 方程 的 结果 相 
仿 :! 一/ 因此, 当 « 一 0 时 , 方程 (1.1) 也 称 为 拟 Fredholm 方程. 例如 , 特 
别 , 当 (1. 1) 中 的 a ,5 都 是 常数 时 , 它 就 是 拟 Fredholm 的 . 在 很 多 应 用 问题 
中 ? 常常 出 现 这 后 一 情况 . 

注 我 们 此 前 的 讨论 限定 奇异 积分 方程 的 解 E 五 . 如 果 人 允许 解 在 世上 可 
以 有 一 阶 奇异 性 , 结果 将 如 何 ?Noether 定 理 是 否 仍 成 立 ? 请 参看 后 面 5. 4 节 . 


习 题 
1. 把 下 面 的 方程 正则 化 : 
Kp= (+p + Pdrtai| sg(Ddr= 2 teEL, 
这 里 假定 原点 O 〇 在 的 内 部 . 
答 DO 十 二] (e* 一生 + 竹 )g(Dar 一 4 


2. 当 k 过 0 时 , 问 方程 Kp 一 /与 KKep 一 Kf 一 般 是 否 等 价 ? 


3.4 含有 周期 核 的 奇异 积分 > 方程 


3 4 1 Hilbert 核 的 奇异 积分 方程 


通常 所 谓 Hilbert 核 的 奇异 积分 方程 ， 都 是 指 在 实 域 中 的 方程 


4G)uC) 一 芭 2 | ua)cotz dr = f(s), 0<s< 2n. 
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我 们 这 里 将 讨论 积分 是 沿 着 复 平面 中 曲线 上 进行 的 , 因此 所 有 变量 与 函数 坦 ， 
是 和 的 这 是 我 们 在 [17] 中 最 先 讨论 的 . 本 段 将 限于 积分 曲线 为 封闭 的 情 
形 , 更 一 般 的 情形 将 留待 第 五 章 中 再 讨论 . 


设 L 一 Sr 由 平面 中 轧 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲 线 L) 所 组 成 , 而 且 把 
它们 沿 实 轴 方 向 平移 ax (a > 0) 时 ,也 互 不 相交 (图 3-1); 不 失 一 般 性 ,并 假 
定 诸 L 均 取 定 反 时 针 向 为 其 正 向 ， 且 都 不 通过 = 一 土 二 ax 及 其 周期 合同 点 
Cmod az， 我 们 要 讨论 下 _ Hilbert 核 的 特征 方程 的 求解 问题 ， 

p=A ge) + | po d=) WEL CD 


其 中 A,B,f 已 给 在 L 上 上, og 为 未 知 函 数 ; 设 它们 都 E 五 我 们 只 限于 讨论 正 
则 型 情况 ; A?(2) 一 B?(Gz) 子 0 于 工 上 ， 


注意 , 用 一 相似 变换 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 (4. 1) 中 的 a = 1. 但 为 了 
令 a 一 十 ce 时 可 以 和 Cauchy 核 的 特征 方程 进行 比较 , 我 们 仍 保留 a. 
为 了 求解 (4. 1), 仿照 3. 2. 1 段 中 的 方法 , 邻 


(2 = oi| ,peot 

则 B(z) 是 一 个 以 ar 为 周期 的 分 区 全 纯 函 数 , 其 跳跃 曲线 为 L 及 其 周期 合同 
曲线 . 因为 二 cot :一 的 奇异 部 分 与 一 相同 , 由 推广 的 Plemeli 公式 ， 

plto) = B00) Bt), tw EL, (4. 3) 


< dt, (4. 2) 


上 一 之 
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”而 (4. 1) 成 为 

EE Bt (to) = G(to)B (to) 十 g(to)， toEL, (4. 4) 

”其 中 

: _ AQ0) — Bt) __ f(t) 

全 Glto) 一 AG(o) + BOG)’ g(to) 一 Alto) + BOGo) (4. 5) 


注意 ， 因为 D(z) 以 an 为 周期 ， 所 以 如 果 把 Atlto) ,Blto) 从 而 G(to) ,g(to) 3 
作 ar 的 周期 延 拓 (这 时 工 成 为 L* )， 则 (4. 4) 可 看 做 二 上 的 周期 Riemann 
边 值 问题 . 此 外 ,由 于 


且 极限 是 一 致 成 立 的 , 所 以 
Bt od) = 士 直 | pd 


于 是 ， 
DB(— 01) 一 一 下 (十 cei). (4. 6) 
反 过 来 ， 如 果 BC(z) 是 一 以 ax 为 周期 的 分 区 全 纯 函 数 , 以 L (以 及 L"*) 
为 跳 牙 曲 线 , 满足 边 值 条 件 (4. 4) 与 附加 条 件 (4. 6), 则 由 (4. 3) 确定 的 plio) 
必 为 (4. 1) 的 解 . 事实 上 , 若 把 (4. 2) 右边 的 积分 暂 记 为 亚 (z)， 则 以 下 诸 式 
成 立 : 
一 coD =— Y(t 0d), 
p(t0) = WH) — YY (0), 
(A+Bwi—(A—B¥ = Ky. 
由 以 上 诸 式 得 知 , ®B(z) 一 亚 (z) 以 ax 为 周期 , 在 全 平面 全 纯 , 故 必 为 一 常数 ; 
而 它 在 z = 十 coi 处 大 小 相等 , 符号 相反 , 所 以 @B(z) 二 更 (z)， 于 是 得 (4. 1). 
这 样 , 我 们 有 


定理 3.4.1 方程 (4. 1) 等 价 于 周期 Riemann 边 值 问题 (4. 4) 以 及 附加 条 件 
(4. 6); 把 后 一 问题 的 解 求 出 后 ，(4. 1) 的 解 以 (4. 3) 给 出 . 


我 们 现在 可 以 用 2. 8. 3 段 中 3° 的 结果 来 求解 问题 (4. 4); 不 过 现在 工 不 
是 一 条 封闭 曲线 ， 而 是 p 条 , 但 做 法 是 类 似 的 . 

FE。 记 攻 所 围 内 域 为 ,而 记 S} 在 周期 带 形 中 的 外 域 为 S57， 注意 , 周期 带 
。 形 中 任意 一 点 , 对 于 不 同 的 j, 可 能 在 St 内 , 也 可 能 在 S7 内 , 但 土 coi 在 所 
FE ”有 的 SG 一 1,2,…,p) 中 . 令 

和 ki 一 率 [argGGD] ， 
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pb 
则 « == >%; 就 是 问题 (4. 4) 的 指标 , 也 是 方程 (4. 1) 的 指标 . 
j=1 


作 典 则 函数 时 , 可 仿照 2. 2.4 段 中 的 方法 进行 如 下 : 在 每 一 Sf 内 取 定 一 : 
点 之 1， 于 是 
CCb) 


(an 芋 一 an 一 ) 
. a a 
当 t 沿 L; 环行 _ 周 时 辐 角 不 变 . 再 令 


T(z) 一 zl], log —— 0 — 。 cot 一 dz， 
1 (tan 革 一 tan 妆 】 
a a 


Xi (z) = i®, 当 z€ SH 时; 
Xj;(z) = WD)=— es ， 当 zES 时 ， (4.7) 
之 Z \ 
(man 主 一 tan 互 ) 
a a 
则 . 
. X(z) = XI(z)Xz(z)…Xo(z) 《4.8) 


便 是 问题 (人 4 4) 的 典 则 函数 . 当 z E L; 时 ， 
X+(t0) = 和 (to) Xi Ct0) KF 0) Xn (to)…X (to)， 
其 中 X,(to) (r 关 让 究竟 用 (4.7) 中 哪 一 式 , 要 由 加 属于 S+ 或 S7 而 定 . 
由 于 z== 土 coi 属于 所 有 的 S;， 故 


ee 
X( 士 coi) = 一 过: 二 
(二 i 一 tm 到 
. a 
由 此 容易 算出 
| X(— cei 1A 
Go 一 区 二 一 (一 1)xe (4. 9) 
这 里 已 令 
p p 
y=») | log 一 一 一 4 一 人 zi 10) 
j1 Tb (圭一 ta 五) ?j= | 
a a 
下 面 分 几 种 情况 来 讨论 . 


I. 设 « 为 偶数 . 又 分 几 种 子 情况 : . 
1” 设 xk 这 0. 这 时 由 3.8.3 段 中 3" 的 讨论 , 知 问题 (4.4) 的 一 般 解 ( 略 作 
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变形 ) 为 
X(z) (2) 1—1 Zz 
$(z) = 2anil, O° 2 XP, (tan 7 )， (4.11) 
其 中 


为 任意 系数 的 “次 多 项 式 , 这 时 附加 条 件 (4.6 6) 成 为 


P.O) HGP OD) = iC SC dr， 


. “ CQX 包 XT CH 
四 或 即 
四 一 cos 冯 (CQ 一 C: 十 …) 十 sin 当 (Ci — Cj: -一 Ts 部 ，(4 12) 
li1{ gD 1 
fo axir rr . | ‘4. 13) 


当 取 定 Cy ,C1 ,i,C 满足 条 件 (4. 12) 时 ,方程 (4. 1) 的 一 般 解 为 “ 
Xt(t0) + X(t0) 


p(to) = 2 X70) gC) 
X+(1) — XC0) ED 一 加 

十 2ari 「 Xr d 

— 1[X+() — xX-(#)]P (tan 于 ) (4.14) 
和 2 . 0 : 0 “\ a ” ” 
如 果 令 
， Alt) 加 BC 

A 一 oo, ~ Duw9 .二 3 

Fe 0) Re Bm)’ Bm) 在 Co) 一 不 () 


Z(t0) 一 [L4(G0) 十 Bo) ]X (10) 一 [Ali) BO) JX C0), 
K*f=A*(G)fG)— 3 (0) Z(t0) BC 200) | {Wo 4 一 di， 


ani L ZD 
贡 方 程 (4 1) 的 一 般 解 (4. 14) 可 改写 为 


g(t0) 一 KJ 十 BCo)ZCo)Pe(tan 乌 )， (4. 14)/ 

能 -PP, 的 系数 Co ,Ci ,…,G, 应 满足 条 件 (4. 12); 这 时 ，(4. 13) 成 为 
| 了 工 f 7GD , 
f= | FD adr (4. 13) 


， 于 是 我 们 得 知 ， 当 k 之 0 时 , 方程 (4..1) 的 一 般 解 由 (4. 14)7 给 出 ， 其 中 
1 满足 (4 12) ， 故 共 含 k 个 独立 常数 . 
2” 设 < 一 0. 这 时 (4. 14) 或 (4.14) 中 的 了。 成 为 一 常数 Cu， 附加 条 件 
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(4. 6) 现在 成 为 
Cocos 注 =— fosin 分、 《4. 15) 
由 此 可 见 , 若 v 不 是 的 ( 实 ) 奇数 倍 ， 则 应 取 
Co 一 一 fotan 当 ， (4. 16) 
而 方程 (4.1) 这 时 有 唯一 解 . 
p(t0) 一 KR 一 Jotan 方 Be )ZC)， (4. 17) 


和 如果， 是 区 的 奇数 倍 ， 则 当 且 仅 当 万 一 0 时 方程 (4 1) 可 解 ,而 Co 可 取 任 何 
值 ， 这 时 方程 (4. 1) 的 一 般 解 为 
p(t0) = K*f+CB*(t0)Z(t0), (4. 18) 
其 中 CC 为 任意 常数 . 
3” 设 <<<0. 这 时 间 题 (4. 4) 当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 时 才 可 和 解 (x 一 一 1 时 
无 以 下 条 人 忻 ) : 


(区 st 
三 U， 一 ?2 一 一 工 
| Xr) 一 td 0， 了 一 1，,2 kK 
a. 
亦 即 
(2) 1t 1 二 -一 本 
| (ar 1 二 十 tani £)d =0, j=1,2,, —k—1. (4.19) 
当 这 些 条 件 满足 时 ,问题 (4. 4) 有 唯一 解 
= Xf 人 一 z zt 
8(z) 一 各 当知 C(t +tan dr. (4. 20) 


这 时 ， 容易 算出 附加 条 件 (4. 6) 为 
| LD ED {1+Go)tan £ +i(1—G.) |dt =—0, 


L Xt+() 
或 即 
sin (二 一 二 ) 

| £0 —\a 2 一 0. (4. 21) 

L Qt t 

coOs 一 

a 

如 果 记 

f(t) 

f.= 7 ,tn dt， (4. 22) 


则 条 件 (4. 19) 与 (4. 21) 可 合 写成 ( 共 一 x 个 条 件 ) 
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Josin 广 一 万 cos 六 ， 
(4. 23) 
fo =— f= fi= """, __ 
(下 到 一“k). . 
户 = 一 方 = 方 = 慰 最 多 到 
当 条 件 (4. 23) 满足 时 , 从 (4. 20) 容易 求 得 方程 (4. 1) 的 唯一 解 为 
p10) = K*f— fiB*(t0)26i0). (4. 24) 
注意 ， 如 果 v 不 是 的 奇数 倍 ， 则 由 (4. 23) 中 的 第 一 个 条 件 ， 还 可 把 解 
(4. 24) 写成 


p(to) =K “了 一 fotan 当 B* (0) ZC40), 


其 形式 与 (4. 17) 同 . 、 ， 

于 是 我 们 得 到 : 当 k < 0 时 ,方程 (4.1) 可 解 的 充 要 休 件 是 (4.23) 成 立 . 
( 共 一 k 个 条 件 ); 当 它 们 满足 时 ， 它 有 唯一 解 (4. 踢 ). 特别 , 如 果 v 丰 是 x 前 

奇数 倍 , 这 个 解 可 写成 (4. 17). 对 于 齐 次 方程 Kp 二 0, 当 k<0 时 显然 只 有 和 零 解 . 

易 见 ，(4. 1) 解 的 广义 自由 度 为 如. 

[1. 设 “ 为 奇数 , 这 时 , 只 要 把 工 中 的 vy 改 为 v 十 x， 就 可 得 类 似 结果 (这 

时 当然 不 会 出 现 < 一 0 的 情况 ). 详情 从 略 . 


习 题 


1. 试 论述 方程 (4. 1) 的 Noether 定理 . 

2. 讨论 方程 (4. 1) 的 相 联 方程 的 求解 问题 . 

3. 验证 当 a -> 十 co 时 本 段 中 结果 化 为 通常 Cauchy 核 特 征 方程 的 结果 . 
4. 从 本 段 结果 推导 Hilbert 核 奇 异 积分 的 反 演 公式 . 


8. 4. 2 ” 含 5 函数 核 的 奇异 积分 方程 


作为 双 周 期 Riemann 边 值 问题 (2. 9 节 ) 的 应 用 , 我 们 来 求解 含有 函数 
区 见 2. 9. 1 段 ) 核 的 两 类 奇异 积分 方程 . 
E 1° 求解 


Kp = alto)plt) + 


| pLEC — to) + Eto) Jdt 


。 = f(to), to €E Lo, (4. 25) 
为 半 本 胞 及 中 的 一 条 光滑 封闭 曲线 , 以 反 时 针 向 为 正 向 , 所 出 现 的 
丹 数 均 设 < HH, 且 a? 一 吨 尖 0. 

与 前 相仿 , 令 
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6(z) 一 过 |.， gL —z) + Jd zEL, (4.26) 


它 是 双 周期 的 分 区 全 纯 函 数 , 周期 仍 为 2w1 ,2wo， 它 在 z 二 0 处 至 多 有 一 阶 极 
点 . 于 是 (4. 25) 立即 可 化 为 DR 边 值 问题 (4. 4), 其 中 工 为 Lo 经 双 肝 期 延 拓 
后 的 诸 合同 曲线 之 并 , 而 


ali) bi) oo) fm) 
altto) Fb) 80 alt) tb)’ 


这 里 已 设 a,b,f 均 已 经 双 周 期 延 拓 ， 所 以 , 如果 wp(b 是 (4. 25) 的 解 , 则 由 
(4. 26) 求 得 的 BCz) 必 为 DRi | 问题 (4 4) 的 解 ( 即 要 求 在 x 一 0 处 至 多 有 1 阶 
极点 )， 

- 反 过 来 , 如 果 B(z) 是 (4. 4) 在 DRi 中 的 解 , 令 p(bD = (一 (2)， 
并 由 它 经 (4. 26) 作 出 的 靖 数 车 记 为 殉 (z), 显然 pC) 一 三 全 一 更 (2)， 从 而 
8B(z) 一 至 (z) 是 一 椭圆 旺 数 , 在 中 至 多 只 能 有 一 个 单 极点 z 一 0, 这 不 可 
能 , 除非 它 是 一 常数 C. 于 是 - 


so = 元 | POL —D +H Jt 


但 想 由 此 出 发 , 用 Plemel 公式 算出 的 p(?) 为 (4. 25) 的 解 , 通过 直接 验算 ， 
知 必 C = 09. 这 就 是 说 , 从 (4. 4) 在 DR! 中 的 解 B(z) 求 出 的 
p= 8B) —G 0), 1€ Lo, 


G(to) 一 


当 且 仅 当 
D(z) = ,LD (DO— (ILE 2 + cz) de, zEL (4.27) 


时 才 是 (4. 25) 多 注意 到 对 (z) 与 5(z) 的 性 质 , 可 知 (4. 27) 当 zE Si 时 


等 价 于 
1 


有 LD DUD =0, z€5.. 
又 因 
|, ®t—z) 6D —0, zES, 
上 述 条 件 又 可 简化 为 
: | ,$d =0. C4. 28) 
在 这 一 条 件 下 , 可 以 验证 当 zE So 时 条 件 (4. 27) 必 成 立 . 如果 以 ,ys 分 别 
记 卫 两 邻 边 一 一 ww 到 四 一 ww 和 ww 一 ww 到 wi 十 wo， 则 条 件 (4. 28) 又 可 写 为 


Q@ 已 假定 5b(2) 不 恒 等 于 零 , 否则 (C4. 25) 无 讨论 的 必要 . 
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二 n|, (Dd= oj $2) dt. (4. 28)’ 
这 样 , 我 们 有 


引 理 3.4.1 奇异 积分 方程 (4.25) 等 价 于 DRi 问题 (4.4) 以 及 附加 条 件 
(4. 28) 或 即 (4. 28) 


根据 这 一 引 理 , 区 别 < = Indr Gz) 的 不 同情 况 进 一 一 步 进行 了 讨论 就 不 再 
有 什么 困难 了 . 
我 们 只 来 应 用 这 一 引 理 于 下 一 反 演 问题 ， 已 给 GD E 万 , 求 p(GD EH 
使 适合 
| POL —t) FE)]dt = fl0), iELo. (4.29) 


现在 a 二 0, 5 二 1, 这 时 % = 二 0, 而 G() = 一 1. 由 第 二 章 (9. 23), (9. 28)，. 
(9.29), 得 G。== 0, h(z) 二 1， 从 而 可 令 
Fe) =f 当 zE St 时 ; 
0， 当 之 EE S 时 ， 
于 是 , 再 由 第 二 章 (9. 31) , (9. 32) ， 得 知 


Gt (z) 一 十 到 | fem) + ta) Jd tC, 
bE 其 中 C 为 某 常数 .从 而 
| (0) 一 二 /Cao) -| fet) + ts0) Jd—C. 
将 此 式 代入 (4. 28)', 便 可 求 出 附加 条 件 . 注意 到 
到 | $e tc) dn = KD), +E I 
(此 由 推广 的 留 数 定理 易 知 ) 以 及 
2, tlto) dto 一 】， 


并 且 这 时 (4. 28) 中 的 积分 次 序 可 以 交换 , 立即 可 以 看 出 这 一 附加 条 件 实 即 
EC 二 0. 于 是 我 们 得 到 反 演 公式 


g(t0) = 寺 。 FPCD[kG 一 it 十 ko)]d， ELo. (4.29)’ 


(4 29),(4. 29)' 显然 可 以 互 易 . 这 是 一 对 反 演 公式 
2。 作为 男 一 应 用 ,我 们 来 求解 方程 


alt0) p(t0) + to) 


Ef pI EE — to) dt 一 Fa)， to € Lo, (4. 30) 


180 一 一 一 一 一 EEEEB 封闭 曲线 情况 下 的 奇异 积分 方程 


一 切 假设 同 前 . 
设 g(t) 是 (4. 30) 的 解 ， 仍 令 (4. 26) 如 前 , 则 有 
Bt 10) = G0) (0) + /to) + 2 (to) bto) 


alto) Hom) 
其 中 G(to) 同 前 , 但 这 里 已 令 
=_1 
= 2], PD (4. 32) 


但 应 注意 , BC(z) 是 双 周 期 的 , 在 x = 0 处 可 能 有 一 阶 极 点 , 其 留 数 为 X. 
如 果 把 a(z) ,5Cz) 作 双 周期 延 拓 , 而 把 f(z) 作 如 下 的 延 拓 ; 
Ji t+ 2kiowi + 2kzws) = fto) — 2 (t0) 2kim + 2k2m), 
to €E Lo, (4. 33) 
则 (4. 31) 中 的 可 看 做 € L， 从 而 它 就 成 为 一 个 DR 问题 . 

反 过 来 , 设 8(z) 为 上 述 DRi 问题 的 解 , 其 中 4 暂时 看 做 一 已 知 常数 ( 它 
就 是 6(z) 在 z 二 0 处 的 留 数 ). 仍 令 g() = G+ (4) 一 (4). 首先 立刻 可 以 看 
出 ，(4. 32) 成 立 . 然后 与 1° 中 类 似 地 讨论 , 最 后 又 得 可 解 条 件 (4. 28) 或 即 
(4. 28).. 

于 是 我 们 有 


to €E Lo, (4.31) | 


引 理 3.4.2 方程 (4. 30) 等 价 于 DRi 问题 (4. 31), 其 中 了 已 如 (4. 33) 那样 延 

拓 ， 4 为 一 待定 常 元， 正好 是 B(z) 在 z 二 0 处 的 留 数 . 

由 此 出 发 就 可 详细 进行 讨论 并 得 出 结果 . 

下 面 也 只 考虑 反 演 问题 , 已 给 fi) € HH, 求解 

划 ， Pe = fl), tw ELo. (4. 34) 
这 时 可 得 
时 一 十 到 | Lf) + 2 JG + 5 d+ 
当 之 € ‘So 时 ， 
p= CD Et — 2) dt =— Lz), 
所 以 
gz) —— | ,fCOLEG— +0) Jet C. 
因此 ， 如同 1 中 反 演 问题 的 讨论 ， 附加 条 件 (4. 28) 也 是 C = 0. 所 以 ， 
gt (z) = | [Fa + 2262) J — 2) + ez) Jdz. 
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| . 它 在 z == 0 处 (可 能 ) 有 单 极点 , 其 留 数 显然 是 
二 | fC dt + aa. 
Lo 


27r1i 
为 了 满足 上 面 一 般 结果 中 的 条 件 , 它 必须 等 于 4， 即 


1 
4= 到 | fe daz. 


这 样 ， 
p10) = Bu) — B00) 
二 动 ， LFGo 十 2025(GD)]L5G 一 加) + Ct0) dt 


+t], FO td 
_1 _ 
= 于 f DL i) + tt0) Jd 
+ 于 EK) dt Ao C0) dt — X(to) 


| 一 fidet S| fedet aCeo). 
”于 是 最 后 得 


_1 _ Re 
pco) == 汪 | DEC 一 可 业 (4. 34) 
(4. 34),(4. 34)” 又 构成 一 对 互 易 的 反 演 公式 . 
习 题 


:1. 试 完成 1*,2" 中 的 一 般 讨论 . 
pa 2. 试 直接 验证 本 段 中 的 两 对 反 演 公 式 . 


3.5 ”一 类 奇异 积分 方程 的 直接 解法 


前 面 在 3. 3 节 中 , 已 讨论 了 奇异 积分 方程 
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1 K sT ， 
aDpW + Sn)dr = f(D, tel. (5. 1) 


在 正则 型 a(z) 土 5(z) 关 0 的 情况 下 (这 里 5b(t) 二 K(t, 四 ), 可 把 它 正 则 化 为 
Fredholm 积分 方程 , 这 里 二 可 为 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 , 而 a,K， 
f,g 均 € H. 但 这 一 正则 化 手续 一 般 说 来 比较 麻烦 ， 且 求解 后 者 一 般 也 较 困 
难 , 又 (5. 1) 的 可 解 条 件 是 要 求 f(t) 与 其 相 联 方程 的 所 有 和解 正 交 , 而 要 求 出 
这 些 解 又 是 麻烦 和 困难 的 . 因此 , 在 (5. 1) 的 系数 a(z) 与 核 密度 函数 类 (tr) 

的 某 些 特殊 情况 下 才能 找到 (5. 1) 的 某 种 直接 求解 的 方法 无 沦 从 实用 或 计算 
的 角度 来 看 都 是 非常 有 用 的 . 

设 L 已 到 定 正 向 如 图 1-19 (a), 使 其 正 ( 左 ) 侧 构 成 一 有 界 区 域 D*, 其 补 
域 为 D-. 若 K(t,r) 能 分 别 在 D+ 中 关于 : 作 解 析 延 拓 , 下 及 Taxos[a6] 曾 指 
出 : 与 通常 求解 特征 方程 时 类 似 ,问题 可 化 为 Riemann 边 值 问题 而 求解 . 这 
时 可 令 


Kz, 
ga) = a), EDp(r)dr, zEL, (5.2) 


然后 仿照 求解 特征 方程 时 的 方法 去 做 , 因为 对 于 (5. 2) 定义 的 B(xz)，Plemelj 
公式 仍 成 立 , 但 我 们 指出 , 问题 并 不 如 此 简单 ， 因为 由 (5.2) 定义 的 更 (z) 
在 z= oo 处 的 性 状 比 较 复杂 , 从 而 由 此 来 确定 求解 相应 尺 问题 时 产生 的 整 函 
数 (现在 一 般 说 来 已 不 再 是 多 项 式 了 ) 的 性 质 不 易 确定 , 这 就 给 最 后 求解 带 
来 相当 的 困难 . 

1965 年 , A. S. Peters[33] 讨论 了 这 样 的 情况 ， ab ,K(,r) Bt,r ED= 
Dr+ 十 工时 为 全 纯 函 数 ， 则 在 正则 型 情况 下 ，(5. 1) 可 以 既 不 必 正 则 化 为 
”Fredholm 方程 , 也 不 必 化 为 RR 问题 而 可 直接 求解 , 且 解 可 写成 封闭 形式 . 其 
后 不 久 , K. M. Caset* 在 类 似 条 件 下 , 把 方程 (5. 1) 部 分 地 化 为 及 问题 然后 
再 转化 为 Fredholm 方程 ,并 指出 后 者 易于 求解 ， 从 而 可 得 类 似 结果 .1969 
年 , C，F，Caxxor 再 次 考虑 上 述 问题 , 把 (5. 1) 整个 转化 为 R 问 题 , 指出 可 
以 把 解 写成 封闭 形式 , 并 对 a(z) 与 KGt,r) 所 要 求 的 条 件 稍稍 放宽 , 得 出 了 
一 些 结果 . 

继 Peters 之 后 这 些 人 的 研究 ， 除 较 简单 的 情况 外 ,并 未 把 解 特别 是 可 解 
条 件 写成 显 式 , 因此 运用 起 来 极 不 方便 , 就 是 Peters 本 人 , 虽然 在 正则 型 情 
况 下 把 解 写成 了 比较 便于 运用 的 形式 , 但 可 解 条 件 仍 显得 较 复杂 不 便 检验 ， 
且 对 2(6) 不 必要 地 要 求 它 在 L 上 不 取 零 值 , 同时 还 只 限于 a(t) 土 b() 在 Dt 


参看 后 面 引 理 3. 5. 1 下面 的 说 明 . 
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内 没有 公共 零点 的 情况 . 我 们 在 1975 年 [19],[20] 中 , 简化 了 Peters 的 方法 , 对 
之 作 了 仔细 的 分 析 , 解除 了 一 些 不 必要 的 限制 ,在 较 一 般 的 情况 下 , 把 解 及 可 
解 条 件 都 写成 了 明显 的 封闭 形式 , 因此 极 便于 应 用 . 本 节 即 将 论述 这 些 结果 . 

”以 后 的 论证 基于 下 面 这 一 推广 的 Plemelj-Privalov 引 理 . 


FE” 引 理 3.5.1 设 
一 8(z) = :| KERdr, z€ Dt, 


了 Tz 


其 中 有 ziD 当 CE 工 时 对 = CE D+ 全 纯 ， 对 = CE 万 时 连续 ， 且 
k(t,t) 当 t,t 都 EL 时 €H， 则 Blz) 在 DD 内 全 纯 ， 在 DL 上 E€ 有 H， 且 


Eo tis 1l 1[ kir) 
EE gt+(t) $k + | Sd, tEL. (5. 3) 


[证 在 第 一 章 中 ,在 略为 不 同 的 条 件 下 曾 证 明 (5.3) 式 ( 见 定理 
时 $4 2)@. 现在 用 直接 方法 证 明 本 引 理 . 由 Cauchy 公式 ， 


1 klt,r) 

- k(zst) = 元 | 多 EoD, xz E Dr rE 工 ， 

里 - 只 是 一 个 参数 .以 此 式 代入 @6(z) 中 , 可 得 

去 ki (7) kz (2) 
了 工 工 一 之 dr 十 元 | 上 一 之 


名 6(z) = dt, C8.4) 


有 CD = 元 ED kl) = aa 


L ti—Tt L T™™—t 

烙 和 f 设 条 件 下 ,ki(z) ,kz (zt) € 日 于 L 上 . 这 样 ， ce 4) 便 知 B(z) 在 Dr 内 
风 刺 , 在 D 上 EH. 

为 了 证 明 (5.3)， 只 要 在 (5.4) 中 运用 Plemelj 公式 , 然后 再 应 用 
” ncaré-Bertrand 积分 换 序 公式 即 可 . 口 
.如果 &(z:r) 当 r EL 时 , 对 z 只 在 L 的 正 侧 某 范围 内 可 以 解析 开拓 ， 则 
彼 有 (5. 3) 式 . 若 它 在 工 的 负 侧 某 范围 内 可 以 解析 开拓 , 则 也 可 得 另 一 
公式 . 


习 题 
让 引 理 3. 5. 1 中, 把 D+ 改 为 D- ,并 理解 万 为 D- 十 上 (这 时 设 A(zyr) 当 
有时 对 z 在 D” 内 包括 co 点 在 内 全 纯 )， 求 证 引 理 仍 成 立 . 


用 由 定理 1.4. 2, 立即 可 知 (5. 3) 成 立 , 但 不 能 得 出 gz) 在 万 上 € 日. 
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人 


3.5.2 求解 的 一 般 方 法 


设 工 如 前 , 已 取 定 正 向 , 使 其 左 侧 为 一 有 界 区 域 D+. 现 设 a(z) 在 D+ 内 
全 纯 , 在 万 = Dt 十 L 上 € HH; K(z, 当 5E 万 时 对 = 在 Dr+ 内 全 纯 ， 当 
z ED 时 , 对 5 在 Dr+ 内 全 纯 , 且 在 万 上 对 z,5E H; f(t) € 有 H 于 L 上 . 记 
b(z) 二 K(z,z), 它 在 口内 全 纯 , 在 万 上 € H. 我 们 将 假定 (5. 1) 是 正则 型 
的 : 

a(t) +tb(t) 0, ttEL. 《5. 5) 

问题 的 关键 在 于 a(z) 土 b(z) 在 D+ 内 零点 的 分 布 . 设 a(z) 十 b(z) 在 D+ 

内 以 a1 ,a2 ，… yan 为 零点 ， 分别 有 重 数 入 ,和 4，… hm aCz) 一 6(z) 在 Dr 内 以 

BisPBe ,PB 为 零点 , 分 别 有 重 数 L192 ”Lin 这 里 a 与 BB 间 可 能 有 相同 
者 . 方程 (5. 1) 的 指标 容易 算出 为 


2ZOD 一 5 
«= IndL 0 FB 了 ZX p—A. (5. 6) 


暂时 假定 (5. 1) 有 解 g(t) ( 它 必 E HH), 以 (5.2) 式 定义 @(z), 其 中 xz € 
D+ , 则 由 引 理 3. 5. 1，G@(z) 在 D+ 内 全 纯 , 昌 在 L 上 有 左边 值 


二 1 上 天 (tr) 
D0) = Fb PD) + plDdr, 1EL. (5.7) 
它 也 必 € 昌 . 以 此 代入 方程 (5. 1), 可 知 
_ {WW—28+10) 
PD TD oD ~ (5. 8) 


青 代 回 (5.2), 则 有 


1 K(z,D flr) 
Bz) 一 过 | Lal7) ye Cp 


1 K(z,D Bt (r) 
riL [La(r) — b(n J(r— 2) 


ll K (zr f(r) dr— 2b(z) Bz) 
2xijr [alr) —b(7) |(r— 2) a(z) — b(z) 


n 证 
—2D)res| K(z,sn)@ (7) | 
j=1 r=B 


dr 


Lalr) ~—b(7) J(r— z) 
(这 里 已 设 z 关 B， 而 令 @(B;) 为 当 z—pb 时 其 极限 值 )， 或 即 


al(z) 十 5Cz) 
az) 一 区 坊 昌 (2) 


9 


n wl ” 和 
K(z,r)(r—p;) .人 《8 
= F(z) 22) re tac pe Tz) a 


. J=1lr=0 
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这 里 已 令 
ll K(z,D) flr) 
， Fz) di|, [ar) SE, zED， (5. 9) 
EE 它 是 D* 内 的 已 知 全 纯 函 数 . 
: 于 是 我 们 得 出 
_ a(z) — Pb(z) _ (7) 
Plz) 一 Tp 2 ra 2y， Sp, (z)G4 (8;) |， (5. 10) 


j=1r=0 


Bj (z) = 1 Eres( K(z,0) (tr—pBi)” | 
=p 


[alr) 一 Cr)](r 一 2 
__ 1 Eee 下 (zyr) | 

mr —r—D! Loarw™! D;(D(r— 2) |,p 
r=0,l p13;j=1,2, Nn, (5.11) 
这 里 已 令 a(r) 一 b(7) = (rz 一 B)5Dj(D). 
为 使 方程 (5. 1) 可 解 ， 显 然 以 下 两 点 必须 满足 : 
” 当 把 z= 二 BG = 二 1,2,…,n) 代 人 (5.10) 及 其 直到 一 1 阶 导数 时 ， 
两 边 不 能 出 现 矛 盾 ; 
EB ”2” (5. 10) 右边 确实 是 D1 内 的 全 纯 函 数 . 
[ ” 令 C; 二 @" (8) 为 待定 常数 . 根据 这 两 个 要 求 可 得 出 C;, 的 一 线 代数 方 
卢 组 .这 方程 组 的 相 容 性 条 件 因而 是 (5. 1) 有 解 的 必要 条 件 . 我 们 来 证 明 , 这 
内 相 容 性 条 件 也 是 (5. 1) 可 解 的 充分 条 件 . 设 这 方程 组 相 容 , 并 把 解 得 的 Cy 
胞 替 (5. 10) 中 的 6 中 (8 )， 则 得 
入 G(z) 一 202 下 人 | ro -2 So ,Bi C0) | (5. 12) 
区 此 式 中 令 = -> : 取 边 值 (由 引 理 3.5.1, 对 F+ (z) 的 Plemelj 公式 成 立 , 且 
Cz》€ 电 无 疑 ), 代入 (5. 8), 便 得 


DA Lt DO- de 
9 二 人 十 Ki [Lat —b( Jr) 


+ Bj; (2), (5. 13) 


j 一 1 r 一 0 


已 令 CY = 4C;.. 所 以 , 如 果 (5. 1) 可 解 , 必 是 (5. 13) 的 形式 . 但 若 pg(z) 
要 (5. 13) 给 出 ,既然 1' 已 告 满足 ， 从 而 (5. 8) , (5. 10) 均 成 立 , 因此 (5. 2) 
(5. 7) 也 成 立 ， 最 后 便 知 (5. 1) 成 立 . 

:于 是 ,我们 不 仅 证 明了 由 要 求 1 ,2 所 得 的 Cr 的 线 方程 组 相 容 性 为 方程 
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(5. 1) 和 的 当 要 训 分 条 作 ， 且 知 当 它 们 满足 时 ，(5. 1) 的 一 般 解 就 是 
(5. 13)， 其 中 C;, = 二 C% 则 是 该 方程 组 的 一 般 解 组 .这 就 构成 了 求解 方程 | 


4 六 
(5. 1) 的 一 般 原则 . 
具体 运用 上 述 原则 时 ,注意 到 下 述 情况 就 可 使 方法 大 大 简化 ， 即 ， 对 于 
a(z) 一 b(z) 的 那些 零点 8 ， 而 不 同时 又 是 a(z) 十 bCz) 的 零点 ai 来 说 , 要 求 - 
1° 肯定 满足 ,因而 不 需 检验 . 我 们 来 证 明 这 一 点 . | 
设 某 有 不 等 于 任何 w. 对 于 这 个 B 来 说 , 要 求 1 部 和 要求 下 下 一 关于 


[a(z) + 6(z) J@(z) 与 一 2La(z) -0B, (2) 8" (8) 


在 z 二 BB 处 从 0 阶 直到 ;一 1 阶 导数 分 别 有 相 同 之 值 ， 因为 (5. 10) 右边 其 他 
各 项 在 B 点 有 jj; 阶 零 点 . 今 改 写 
1 | am 1 《3 

rll 一 rr 一 1 有 La 1 D;(r) (rz) 

a K(z,r) | 

ar 1 Di;(r)(r—z) -8 
则 根据 同样 的 理由 ， 中 要 比较 西数 b(z)g@B(z) 与 

了 36 一 1 blOD) ; 

一 [ae(z) 一 xo] HDL DOE 林 | op . $7 (8), 
或 者 , 着 记 间 (2) 一 访 光 5 ， 则 只 要 比较 (为 简明 起 见 ， 下 面 暂 时 略 去 附 标 放 
F(z) = H(z)®(z) 与 


B;, (z) 一 


1 3! HC) ; 
Fa(®) -pr 二 


就 可 以 了 . 但 


(pl) 
Fa(®) = [HB HH BPD+ + BJ 


十 | HO Cz—B + HB (z—B)’ + Le 


(12) 
+ eB jy + 


+ HB (2— A 人 


= H(BEB) + {LH BC ) ,sz—B) + 


上 1 
+([HG8(2)J 上 A 


一 类 奇异 积分 方程 的 直接 解法 固 时 -一 一 187 


正好 是 已 (z) 在 z 王 8 处 的 Taytor 展 式 的 前 y 项 .这 就 证 实 了 我 们 的 论断 . 
对 于 那些 同时 也 是 a(z) 十 6(z) 的 零点 的 By 要 求 1 就 不 能 说 是 无 条 件 
成 立 的 了 . 总 之 , 要求 1 可 简化 为 

1” 把 同时 又 为 a(z) 十 6b(z) 的 零点 的 B 代 人 (5. 10) 及 其 直到 一 1 阶 
”导数 时 , 两边 不 出 现 矛盾 . 


至 于 条 件 2" 则 很 清楚 . 因为 &424 二 4 在 = 一 ok 处 可 能 有 hf 之 Xs 阶 极 


[点 (也 可 能 根本 不 是 极点 )， 因 此 , 为 了 保证 BCz) 在 Dr 内 全 纯 ， 只 须 (5. 10) 
右边 方 括号 中 的 函数 有 允 阶 零点 即 可 (如 果 a 不 是 它 的 极点 ， 则 2" 对 于 这 个 
各 而 言 ， 也 无 条 件 成 立 )， 


3.5. 3 “a(z) 士 6(z) 无 相同 零点 的 正则 型 情况 
这 一 情况 就 是 前 面 提 到 的 Peters 曾经 不 完全 地 研究 过 的 . 
这 时 要 求 1 自动 满足 . 因此 (5. 1) 的 可 解 条 件 就 是 由 2 引出 的 线 方程 组 
3 Sp (yc: | f(r) | Es ep | dr， 
xi 


j=1r=0 La(lrD)—ob(r) Laz tz 
s=0,1,* “Ak 1; k= 1,2,:,m (5. 14) 


EL 和 容 .为 便于 应 用 , 我 们 还 可 将 (5. 14) 稍 加 简化 . 记 
7 天 (zyr) 
K;(z) = | 一 一 一 一 ， 
六 | |] 


之 一 


7 (5. 15) 
jr 

B;, (z) = 2 Ki (2), 

聘 中 yp 是 某 些 常数 . 于 是 和 

De Bi (z) = ogy 

中 是 一 此 新 的 和 定数 这 样 ， 可 解 条 件 (5.14) 现在 可 改写 为 

光 Hk ee -| -Bs[ 老 KG] dr， 


j= 六 ULa(r) 一 Dr)Laz tz 
一 0 一 2 (5. 16) 


2Z—=a% 


二 ， 由 (5. 15)， 
区 astr KG . 
adtdr Tt ~% 


KP Ca) 一 | 
肢 当 这 些 条 件 满足 时 ，(5. 1) 的 一 般 解 (5. 13) 现在 可 改写 为 


《5. 17) 
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(2) 一 a(t) Ct) 1 K (tt,7) / (zt) 
了 a BG aa Te 2 ri La) 6 jr 
n pl 
orop pe -Kj (t), C5. 18) 

其 中 cr 是 方程 组 (5. 16) 的 任意 解 组 

下 面 举 两 个 例子 说 明 上 面 方法 的 运用 . 

例 1 求解 奇异 积分 方程 


p+ 二 | Ef gdr = /C2), :EL, 


其 中 工 为 单位 圆周 |t| = 1, 已 取 定 反 时 针 向 为 正 向 , 而 /1 一 之 是 当 z 二 0 或 
5 一 0 时 取 十 1 的 那 一 支 ( 它 在 |z| 委 ]1 与 | 引 委 1 中 符合 我 们 的 要 求 ) , 且 f(z) 
EH. 
解 这 里 K(tr) ==V1 一 iz 符合 我 们 的 要 求 . 注意 现在 
alt) =1, b(t) 一 V1 一 纪 ， 

易 证 <(z) 十 6(z) 在 |z| 过 1 内 无 零点 , 而 a(z) 一 5(z) 在 z= 0 处 有 一 个 二 
重 零点 . 这 时 可 解 条 件 (5. 16) 不 存在 ， 即 方程 无 条 件 可 解 .这 时 对 于 B=0 
〈 略 去 下 标 站 ， 由 (5. 15) ， 容 易 算出 


Kal) — KD 1 


3 


9 K(t,r) 上 龙 一 2 
有 0 一 [去 工 一 万 ] 2 
因此 , 由 (5. 18) 知 , 方程 的 一 般 解 为 
. AD 1 1 — Yl if(D) 
ob = 


2 IR A VD 
Un 一 2 ， 
(1 十 VI1 一 万) 如 
其 中 cl ,cz 为 任意 常数 . 
例 2 工 同 例 1, 求解 方程 
‘pW +E pW = f), tel, 


其 中 /二 趣 仍 取 例 1 中 的 那 一 支 ， f(D 仍 € 本 
解 本 题 中 a 一心 6b =y 1—£， 易 见 在 | z| < 1 中 ， a(t) 十 b(t) 有 唯一 单 


1 一 单 零 点 一， 这 ; 
零点 万，aG) b(t) 有 了 瞧 一 单 零点 B 万: 这 时 (5. 16) 成 为 
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由 此 立 得 


fc V2+V2rg. z， 
-fil r 一 TI 一己 1 十 V2r 


其 中 /2 十 V2r 为 当 r 一 0 时 取 /5 的 一 支 此 外 ,由 (5. 17) 求 得 的 - 


1 
Kio(t) = (| = 
° 1_, 1—V2t ， 
这 里 /2 一 /2 为 当 ; 一 0 时 取 /2 的 一 支 . 于 是 ,由 (5. 18) 知 , 所 求 方程 的 一 般 
i 解 为 
g(t) = tif) 1 Vl—irf(?) 
2 一 1 TREE wir (z 一 1 一 它 DD 
2V2 


0 


V2+ V2rf (a) 
-二 J) 


习 题 
1. 求解 方程 
r+ dc 十 | esinr g(r)dr 


一 (1 十 去 cost)cott 一 594， t€EL, 


sh 工 为 | 二 1， 并 已 取 定 反 时 针 向 为 正 疝 . 
中 答 9p(D = coti. 
2. 在 (5.1) 和 二 Go ED) 并 沿 工 对 t 积分 ,将 会 得 出 


方程 ? 可 和 否 用 此 法 求解 (5. 1)? 
区 “3. 设 工 如 图 1-19(b). 车 把 本 段 中 讲 到 的 区 域 理解 为 所 围 的 外 域 ( 包 
So 点 为 其 内 点 )， 则 可 作出 怎样 的 类 似 结果 ? 
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3.5.4 alz) 土 blz) 无 相同 零点 的 非 正则 型 情况 


L 仍 同 前 . a(z) ,KCz,& 的 假设 条 件 也 同 前 . a(z) 土 6(z) 在 D+ 内 的 零 
点 oam 纲 和 及 其 重 数 和 1 ，…,4n;p4，…,pn 均 同 前 ; 但 现 设 它们 在 
上 还 分 别 有 单 零点 amn ，…samtp ;Bt1,…,Brrg， 因 此 我 们 可 以 写 
a(z) 十 DCz) = (z—ar)sSi(z), So) 0 (kmNHA, = 1); 
a(z) — bz) = (z—B)SD;(z), DB) 0G>nNHp; = 1). 
为 简明 起 见 , 我 们 仍 只 限于 所 有 oar Bi 的 情况 .此 外 ， 我 们 还 假定 
了 (4) E HH, 并 仍 要 求 方程 (5. 1) 的 连续 解 ， 当 然 也 必 p(t) € H. 
仍 令 @(z) 如 (5. 2). 取 其 边 值 代入 (5. 1) 后 仍 得 (5. 8). 将 它 代 回 (5. 2)， 
由 推广 的 久 数 定理 (1 7.3 段 ), 我 们 得 到 (注意 (5.9) 式 ) 
G(z) = F(z) 一 dH, rr SRST 


_ 26(z)B(z) _ K(z,n Bt (r) 
= PT To) DPI 


_ 3 sR | 
;所 Lacn) b(n) J(r—2) AB 
由 此 即 得 
,一 1 
a(z) —b(z) op (op 
D(z "SL" ) 2 Br (0 (Bi) 
一 3 Bj(2)8* 8) |， (5. 19) 
了 一 ?1 . 
其 中 已 令 | 
Kz Crop) 
Br = jres pac ST) 
1 [2 K(z,7) ] 
rl —r—D! Low ™! Di 一 zj 8 
r=0,1, ,po —1; J 一 1 2，……7， (5. 20) 
B= KEP) ,jntlynt2ntg (5.21) 


D; (B;) (Bi; — z) 
但 应 注意 , 为 了 保证 gp(z) 在 工 上 连续 , 由 (5. 8), 必须 


B+(B) 一 壮 7(8)， j 一 了 十 1 十 2 十 9. (5.22) 


这 样 ，(5. 19) 可 改写 为 


0 
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,一 上 
a(z) 一 0(z) SS 《 (mm 
Bz er 2 ,2 Bi C2) (8;) 


一 工 二 Bi(z) (Bi) | (5..19)" 


Lo, 全 1) 可 解 ， 以 下 三 个 原则 必须 得 到 满足 ， 
” 当 把 z==B G 一 1,2,…,n) 代入 (5. 19) 及 其 直到 jy; 一 1 阶 导数 时 ， 

了 两 过 不 能 更 

2 在 (5. 19) 右边 令 z -BB (zE DT,j ntl) 时， 必 
须 确保 (5. 22) 成 立 ; 

3” (5. 19) 右边 确实 是 D+ 内 的 全 纯 丽 数 ， 且 在 万 上 e H. 

在 现在 的 情况 下 , 与 上 段 中 相似 ， 仍 可 证 这 时 1 无 条 件 成 立 . 

现在 我 们 来 验证 ，2- 也 无 条 件 成 立 ， 令 z 一 户 (z€ D+ ,jj 之), 注意 到 
(5. 21), 得 


DG 1f Kaora 1 
$8) = 到 多 加 开 | D;(® (a Ja 和 


一 到 7B) ， 


为 了 使 要 求 3 满足 , 在 (5. 19) 中 记 有 9” (p) = , 式 中 [- -] 在 z= 一 a 
(1 之 上 m) 处 必须 至 少 有 4 重 零点 , 即 必须 


n pl 3 
4>， 2 BY Cao)C;, 二 革 | [ 志 en | f(D dr 


9z TZ ja akr) — br) 


j=1r=0 


一 加 Bf (as) f(8,), 
0 "从 从 一 1; k= 1,2,.. ni. (5. 23) 


这 样 ， $B(z) 就 必定 在 Dr+ 内 全 纯 . 又 为 了 保证 @() 在 万 上 连续 ， 必须 (5. 19) 
右边 […] 中 的 函数 当 = > a (之 m) 时 极限 为 零 : 


n pl 
< K (a sT) Cr) 
2 2 Br (a)C —— 和 到 fen + 六 L [alz) ob Tr aoa) 


一 $4 Bj (a) f(B;), 
j=nt1l 
k= 二 mw 十 l,m 十 2,…,m 十 也 . (5. 24) 
以 后 我 们 会 看 到 ， 当 这 些 条 件 满足 时 ,的 确 能 保证 B(z) 在 D 上 连续 ( 且 € 
H). 
(5. 23) , (5. 24) 合 在 一 起 是 (C wz) 的 一 线 方程 组 .如 果 它 们 相 容 ,这 时 ， 


1 一 二 情况 下 的 坷 内 各 


在 (5. 19) 中 令 z 一 1 以 关 @p，k 之 m; tbB, i>n). 由 Plemelj 公式 全 


+t) = LoD BD DAD 1 KoFoD 
$ (= a (+ 5 Lac) —bn) lr De 


n pl nhg : 

—45 WB, WC, — I Be) f(8)|. (5. 

. j=1lr=l j=ntl - 1! 

以 此 代入 (5. 8), 得 | 3 
aDfe) 1 1 入 (tr) Cr) 

?00 TF PG a Fo 于 [a BID i 


4 »n pl 
TaD to BOC 
1 开 ， | 1 
nore BF (8). . (5. 26 
此 式 当 1 一 ok>m) 或 B (j >) 时 本 无 意义 . 今 将 证 明 当 t 沿 着 赵 
于 这 些 点 时 , 它 确 有 极限 , 且 g(t) € HH. 当 :不 在 这 些 点 附近 时 , p(t) E 殉 
Bt (1) € 五 就 行 了 , 这 里 Gt Cay) 暂时 只 能 理解 为 limg+ (2); 可 以 证 明 , 下 列 
函数 均 E H@. 人 


B; (1)—B, (a ) 

By (ak)， 当 上 一 ak 时 ， 

| 当 t 关 ai 时 ; 
BY (1) = fa 

Bi (as)， 当 t = a 时 . 


由 于 条 件 (5. 24) 满足 , 因而 , 要 证 明 gB+ (2) 在 t= 二 a 附近 € 日, 由 (5.25), 只 
要 证 明 函数 
bELfC) 一 ra)] 十 寺 [aCD) 十 5CD]Fas) 
a(t) 6) 


@ 易 证 , 对 于 下 面 形式 的 Cauchy 型 积分 
i 一 一 上 zz Lg, t; EL, zEL, 
XL 

TI —#) Co— 2) 

j=l 


Plemelj 公式 仍 成 立 . 参看 定理 1. 4. 3. 


@ 确切 说 来 还 要 假定 工 是 Lyapunov 曲线 , 即 其 上 各 点 切线 的 倾角 作为 弧 长 的 函数 - 
时 € 日 , 参看 1.2.3 段 , 例 5. 
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或 者 


f(2 一 cs) 
一 CQ 
以 及 函数 
1 ( 寺 KC,r) Fr) dz 一 二 | Ka Df oo 
t—a, lxilr [Lalr) — bl) Jr—t) rir Lalr) — br) rm a) 


( 当 :二 oy 时 它们 的 意义 如 上 面 那 样 ) 在 上 一 必 附 近 E 五 即 可 . 因为 f(t) € 
五 ， 故 前 一 函数 E 五; 后 一 函数 (…}) 中 第 一 项 在 上 一 只 附近 其 导数 可 证 明 € 
H， 因此 这 后 一 函数 本 身 在 t 二 ow 附近 也 E HH. 这 就 证 实 了 Ct) 从 而 gt》 
在 t= 二 az 附近 € 五. 

再 考虑 gC) 在 :二 B (这 nn) 附近 的 情况 . (5. 26) 中 右边 第 二 项 可 证 其 
E 五 , 第 三 项 无 颖 也 € 五 ; 最 后 一 项 和 式 中 也 只 要 考虑 附 标 为 7 的 那 一 项 . 
所 以 , 为 了 证 明 p(G9 在 t= B 附近 € 互 ,只 要 证 明 函 数 


— _alt) f(t) | | 
以 划一 2 BD +B;(t)f(B,) 


— af 天 BA) 
alt) —b(t) D;(B;)(t—B) 


1 (2) _ Ap) 四 
| 各 CC 一 Ap D BLK tp) 6(B;)] 


ab _ a(p,) 
+ 高 区 一 方才 < 区 


再 根据 前 述 理由 , 可 知 它 在 上 = B 附近 的 确 € H. 

这 样 , 我 们 便 证 明了 在 整个 二 上 p(b € 昌 , 从 而 B+ (t) € 互 也 无 问题 . 

现在 来 证 明 B(x) 在 整个 万 上 连续 . 由 于 (5. 22) 已 经 成 立 , 且 G(z) 在 
D+ 内 全 纯 也 无 问题 , 所 以 唯一 要 讨论 的 是 在 z 二 ai《k 之 mm) 处 的 情况 . 显然 
(5. 19) 右边 […] 中 的 函数 在 z 二 a 处 属于 万 的 邻 域 中 € 日 , 因为 By (z)， 
B;(z) 在 DD 中 在 z = as 附近 € 日 无 问题 , 而 其 中 第 一 项 F(z), 根据 核 密度 
带 参 数 的 Plemelj-Privalov 定理 , 可 知 它 在 t = as 附近 也 € 电 . 再 注意 到 
(5. 24) 现在 已 成 立 , 这 样 , 我 们 便 知道 , 在 整个 DD 上, 有 


1@G(z) | < 0 1l,k>m. 
k 


再 注意 到 G+ (t) E 日 于 L 上 , 这 里 B+ Ca) 暂时 理解 为 当 t 沿 L 趋 于 a 时 
G+ (4) 的 极限 值 ， 由 定理 1.7.2 知 , B(x) 在 D 上 连续 , HB € H. 

这 样 ,容易 得 出 ，(5. 26) 确实 是 方程 (5. 1) 的 解 . 因为 , 定义 "(zt) 如 
(5. 25) ,既然 要 求 1° 一 3” 均 满 足 , 我 们 确 知 它 是 (5. 19) 中 消 数 B(z) 的 边 值 ; 
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又 由 (5. 26)， 故 (5. 8) 也 成 立 ， 从 而 (5. 2) 也 成 立 . 于 是 gl) 满足 (5. 1). 至 
此 问题 已 完全 解决. 
如 果 记 


Om Tl T 一 z 
r= 0 —13j=1,2 (5.27) 
由 于 Bj;(z) 是 Kj;, (z) 的 线性 组 合 , 则 可 解 的 相 容 性 条 件 (5. 23) ,5. 24) 可 改 
写 为 
n pl - 5 
>》， :4 (ap)c; = 4 [去 er | — AD dr 
j=1 r=0 z= 


nijLL9oz’ Tz a at 一 区 rr) 


Ki (2) = Ee K(z,7) ] ， 


ng 
一 >， BY (os) f(8,), 
j=ntl 


s=0,1,° A —1; k=1,2,.,m, (5. 23) 
以 及 
n 1-l 
ol KDfo 
OK Coe 加 fGen) 十 二 |， [ar) 一 Ar) J(r— oa) 7 


ntg 
一 > Bi(a) f(8,), 
j=nt1 
k= 二 m 十 l,m 十 2,…,m 十 思 . (5. 24)’ 
当 且 仅 当 这 方程 组 相 容 时 , 方程 (5. 1) 可 解 ， 且 一 般 解 为 


(DHD=—2D7D 1 二 | KGDfO) 4 
7 Cl2 (四 一 好 (有 ab 十 的 xiL Laz) 一 6(r)j(r 一 力 


n Fi. 


. 1 
. 1 
ta FD 2 Ki 


1 如 ea 
: ta Ho, 2 8 BOD, (5. 26) 
其 中 {c;.} 即 上 述 方程 组 的 一 般 解 组 . : 
注 如果 a(z) 土 bz) 在 L 上 有 不 到 一 阶 的 零点 ， 上述 论证 完全 成 立 . 例 
如 , 设 
‘alz)—b(z) = (z—PYD(z), 0<v<1, D(AK0, BEL, 
则 因 | 
K(z,r) Bt (7) =0 
Lal) — 6b(7) Jr— 2) /gp ， 
故 (5. 19) 仍 成 立 , 但 不 会 出 现 相 应 于 8 的 项 . 对 于 要 求 2" 而 言 , 在 8 处 应 要 求 


res 
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对 (8 = 去 fCB). 


但 这 确实 无 条 件 成 立 , 因为 
mz pl K(zD)f (0) _ bfB) 0 
lim(z—A) ee ~ 上 Tc 二 可 下 DB 
如 若 a(z) 十 &z) 在 L 上 出 现 不 到 一 阶 的 零点 z 二 a, 为 使 要 求 3" 在 该 处 
满足 ， 则 必须 在 (5. 24) 中 添加 w = a 的 一 方程 . 
例 1 求解 方程 
+i Ded + Ear £0), rEL, 


-一 
其 中 工 为 单位 圆周 |jt| = 1, 已 取 定 反 时 针 向 为 积分 路 径 . 
解 这 时 
ab 十 5 = 2 alt) —bt) = 2(—1), 
于 是 m= 二 1,a = 二 0, 和 一 2, 二 0;n 二 0,g 二 1, 有 二 1. 这 时 


Bi (z) = ZT: 


现在 不 存在 条 件 (5. 24) ,而 (5. 23) 经 化 简 后 为 
工 LD qr 二 0， 
T 


TL 


1 f (0) 
划 ， BD /A 


这 就 是 方程 的 可 解 条 件 ， 当 它们 满足 时 , 原 方程 有 唯一 解 


Ce (trtDfD AD 
9 42C 二 T 4 这 Jr 二 TD(Cc 一 沪 RD 


例如 , 当 Fo = 忆 y(2), 其 中 yb) 在 Dt 内 全 纯 , 在 万 上 E 日, 则 易 见 
可 解 条 件 满足 ,并 容易 算出 gC) 一方 JC). 
。 例 2 求解 方程 
(+ DoD+E| Ert yar = /0), teL, 
”其 中 工 同 例 1 
解 这 时 


a(t) +6(t) 一 2 十 1)，a(b 一 8 = 240 一 1)， 
于 是 m= 0, pp 二 1, aa 一 一 1 2 一 1 记 一 0 和 二 19 一 1 应 一 1 因此 


@ 参见 [42]，8$ 26，(26. 22) 式 . 
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有 


t 


r=0 


工 一 i 
1 


—K(z,1) 一 
Do(1)(z 一 1) 1 一 2 


现在 不 存在 (5. 23)’, 经 化 简 后 (5. 24> 成 为 


工 | AD gel 1 pc 
二 全 5 和 一 到 AD) 十 到 /一 D， 


而 原 式 中 的 co 二 < 可 以 任意 ， 上 式 就 是 方程 的 可 解 条 件 . 当 这 条 件 满足 时 ， 
方程 的 一 般 解 为 


四 一 下士 DAD 1 人 一 所 十 :十 z 十 Den， 
” 4 1) dariGGiD)r tr—l) -a 


B, (z) = 


f(1) CC 
ta a) tz 
其 中 c 为 任意 常数 . 


例如 , 当 7D 在 Dt' 内 全 纯 , 在 万 上 连续 且 广 (D € 五 (至 少 在 := 一 1 
附近 如 此 时 ), 方程 的 可 解 条 件 为 F( 一 1) 一 0; 而 当 它 满足 时 , 方程 有 一 般 解 


fH ec 
PD = gD 


但 g( 一 1) 要 理解 为 
limp(D 一 Ff De 


3.5.5 akz) 土 bbz) 有 相同 零点 的 情况 


这 时 要 求 1 一 般 不 能 无 条 件 成 立 , 从 而 也 要 构成 可 解 条 件 的 一 部 分 . 
为 了 简略 地 说 明 这 一 点 , 我 们 只 考虑 a(z) ,6(z) 在 Dt 内 有 唯一 的 一 个 
”而 且 是 公共 的 零点 8, 且 它 至 少 是 其 中 之 一 的 单 零点 的 情况 . 注意 这 时 
”a(z) 土 b(z) 之 一 仍 可 能 有 重 零点 , 但 无 论 如 何 , 4,w 中 至 少 有 一 个 等 于 1 (以 
下 将 略 去 附 标 & = j = 1). 
我 们 记 
6 = 6 (8 = Ki (P,P + KB,B) = Ki 二 Ki, (5. 28) 

a(z) 十 6(z) = (= 一 PS(z)， 

a(z) 一 5(z) 一 op | 
且 SC9)D(p8) 关 0. 若 再 记 


k(z,t) 一 


(5. 29) 


K(z,r) 
Dr “ 
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则 由 (5. 11) 知 ， 


加 1 awk- 一 1 k(z,t) 
B,(z) = Er 工 一 之 ]_， 
1 kzB) _ 1 kp 
中 (z—P’™ 7! (z—B 
ol 3), op Ga 
B Ca =— ci Sep. : (5. 31) 


_ KC(zsB _ KBB, _ p12 
k(z,B) DO bp (z—P +OCz— Bl’), - 


K’ K. (BP) 


k’ Cz,B) = ki (B,B) + OC(|z— BI) = -5 


考虑 到 (5. 28) ， 因 此 
B,(z) 一 一 


十 OC(|z 一 B81)， 


Ca +ol(- 
r! D(A (z—P +0(Te=ar3) 


0 委 r<</ 一 1， (5. 32) 
Ki 
| Bi(z) 一 一 已 万 而 +0(= 一 Bl). (3. 33) 
EE” 以 C5. 29) ,C5. 32),(5. 33) 代入 (5. 10)，, 便 得 


$2) = (z—P)! Ke 


D(z) 
t+2 30 S(z) 过 [二 


-es (z 一 及 一 42 十 O(|z 一 有 9 |y GD (8) 


D(z) Ki _ 
十 2 S02) [ DDE A 
十 O(|z 一 Bl ) | er (8). (5. 34) 
以 下 分 几 种 情况 讨论 . 
I. 先 设 4 二 y= 二 1. 这 时 (5. 34) 成 为 


D(z) DF Ki _ 
SE F(z) 十 2 Bes [DS +O Bl) [Bp). 


这 时 @(z) 在 D+ 内 确 已 全 纯 、 以 z 二 8 代入 上 式 , 记 住 必须 要 求 C, = @6()， 


G(z) = 


加 / Kl ,T) (tT) 
[SC(B) —2K1]Co = 38 TaD br rme 
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所 以 又 有 两 种 可 能 : 
a) 如 果 Pe, 则 


2f KBOfD 
0 aR [Lat ~ Jr TB $3) 


而 原 方程 有 唯一 解 ， 由 (5. 13) ， 此 解 现 为 


(1t) = aDfD) 1 1 天 (tr) fr) 
9 a2(t) —b(t) alt) tb(t) riLLa(r) 一 pO TD 
Ce Bo (2) 
ta) 十 5b() (5. 36) 


其 中 Ce 以 (5. 35) 给 出 . 
b) 如 果 2Ki = S(B), 那么 ， 


《1) 若 
K(B,r) f(r 
| La(r) 一 EE 中 
则 原 方程 无 解 ; 


(Ci ) 若 上 面积 分 为 零 , 则 原 方程 的 一 般 解 为 (5. 36), 其 中 Ce 为 任意 常 
数 . 
“II. 设 p> =1. 这 时 (5. 34) 成 为 


D(z) = (2—p FC) 


tS [se 一 及 "十 O(lz 一 8 Jo™ 0) 


S(z) 
2D(z) Ki 1 
SCz) [一 DIDEB TH 


十 O(| z 一 Bl | (A). 


这 时 GB(z) 确 在 DY 内 全 纯 . 将 上 式 及 其 两 边 逐 次 取 导 数 到 jy 一 1 阶 的 式 子 以 
z 二 8 代入 ， 并 记 住 C = 8B (6)， 便 可 得 下 列 线 方程 组 


C= 0 十 Li(CCo)， 


3 


C2 = Ce 十 上, (Co ,C1), 


ye 


eo, 


一 SO 十 Ly (Co ,C1 9 ”9 3 3 
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Cc. = DD) 1 | KBDfT) jy 

(9) 2riJLta(r) 一 8r) (Cr 一 及 
2 天 1 
S(D) 
其 中 二, 为 其 变 元 的 某 齐 次 线性 函数 . 
但 要 注意 , 在 现在 的 情况 下 ， 
al(f) +b(t) 一 (一 站 SG， 
ab 一 5 一任 一 DoD(D >); 
容易 验证 , 这 时 必 有 


十 


Cr 二 Li1(Co CC1 2)， 


27 = S(B). 
因而 上 面 这 一 方程 组 实际 上 就 是 
Li(Co)= 0, 
L2(Co ,C1)= 0, 
了 -2 Co CCr3) 一 0， (5. 37) 
SC(BL a CoC ,C2) + [2Ki — SCP JIC 


,DB KBD 
yD! gil oI De 


此 方程 组 的 系数 矩阵 为 左下 三 角 的 ， 故 极 易 找 出 其 相 容 条 件 并 进一步 求 出 其 
一 般 解 . 例如 , 当 2Ki 关 S(B) 时 ，(5. 37) 肯定 可 解 , 解 得 C, 后 便 可 写 出 原 方 
得 的 解 (5. 13), 但 要 记 住 C7 = 4C,. 

年 ” 陡 . 最 后 设 4 之 py 二 1. 这 时 由 (5. 34) 和 (5. 10)， 


FE: 1 D(z) 2K’ 
CB SC (Fw+ [5 


D(z) 


$B(z) = 


+0dz—BD) Jocp | 


一 Cp Sa LF 一 2Co Bo (z) ]， (5, 38) 
中 Co = 8B(8). 注意 ， 
B,C) = Ks) Kz,8) 


a DB)(z—P) 


T 之 


t: | 1 OQ—1) 
1 pK ni. KY oa 
一 Dm Ki+ta 月 十 …… 十 六 (一 月 
(A) 
+ (ep 十 …|， (5. 39) 
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KY?” 本 [去 
为 了 保证 8(z) 在 厅 内 全 纯 , 故 原 方程 可 解 条 件 的 一 部 分 为 


(r+1) T 
2Ki C, 一 1 [去 全] 1 (7) dr， 
D(B) (Cr 二 1) 2riJLLax tz jpalrt) —b(lr) 


r=0,1,,A—2. (5.41) 
暂 设 这 些 条 件 成 立 . 这 时 昌 已 保证 B(x) 在 DY 内 全 纯 , 但 仍 不 能 保证 
(5. 38) 两 边 不 矛盾 . 这 时 ,我们 把 (5. 38) 改写 为 


A—1l 
oa 一 | 1 1 [a Ke ] _fD gi 


a K (Cz,8) | . (5. 40) 
z 一 月 1 


SCz) 1 一 D1 2riuLam rz 一 z J galr)— blr) 
2 天 人 CGC, 加 
+ em + OCs 8) 


or DWF To! Klz,r) (了 
[us 一 2KP]G — BR | | 2 ] a 


(5. 42) 
,《5. 41) 连同 (5. 42) 构成 原 方程 的 可 解 条 件 . 因此 又 可 分 为 下 列 两 种 情 
况 : | 
(a) 如 果 这 些 方程 中 Co 的 系数 都 是 零 , 即 
开 人 > 一 0， 7 一 0 1 人 一 1; 2KW 一 人 SC9) 一 0， (5. 43) 
则 原 方程 的 可 解 条 件 为 
1 Es Ten | f (0) dz = 0, 


2xiLLazr rt—z z=p aT) — b(t) 
- 7 一 0, ,人 一 工 . 〈5. 44) 
这 时 原 方程 的 一 般 解 为 


(1) 一 a(t) ff 加 1 1 K(t,D fC) dr 
PUT BO a Ho) ri [ar —b) (Cr 二 及 
CB 
+ py (5. 45) 


其 中 Co 为 任意 常数 . 
《b) 如 果 (5. 43) 诸 式 左边 的 值 有 些 为 零 , 例如 当 二 ri ,rz，…,r; 时 为 

零 ( 可 能 包括 7 = 4)，, 而 男 一 些 又 不 为 零 ,， 则 可 解 条 件 为 
1 ES Eten | f(r) di = 0, 


2xiJLLaz” rz 一 z jp alr) 一 pr) 
而 从 另 一 些 r 中 由 (5. 41),(5. 42) 算出 的 Co 值 必 须 相 同 . 这 时 原 方程 有 唯一 


LA 
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” 解 (5.45), 其 中 Ce 一 4Co. 


奇异 积分 方程 直接 解法 的 一 般 情况 较为 复杂 , 钟 寿 国 在 [8],[70] 中 有 全 
面 的 讨论 , 特别 还 推广 到 方程 组 的 情况 ， 


3.5.6 一 些 应 用 


我 们 将 对 本 节 中 所 得 结果 作 一 些 简单 的 应 用 
1) 反 演 问题 ”我 们 再 次 来 考虑 奇异 积分 的 反 演 问题 : 


当 | KD (Dd f), tel, (5.46) 


LL. Tt 、 
其 中 LL,K,f,p 等 所 满足 的 条 件 均 如 前 . 我 们 来 讨论 , 对 一 切 .Ap 来 说 , 关于 
(5. 46) 成 立 反 演 公 式 


二 | SDDar= yp), teL (5.47) 


L 工 一 上 
的 必要 充分 条 件 . 
我 们 先 设 5(z) 二 K(z,z) 在 D 上 无 零点 ， 由 于 现在 a = 0, 不 存在 a ,BB 
诸 点 , 故 由 (5. 18) 知 ， A 46) 有 唯一 解 


一 1 K(t,rc) (zt) . 
9 一 7 2r 这 7 pO dr (5.,48) 


为 要 (5. 47) 对 任何 fC2) 成 立 , 须 且 只 须 
bl)b(7) = 1， 
亦 即 56(z) = 土 1, 此 在 (5. 48) 中 令 f(t) = 45(2) 立即 可 知 . 因此 得 到 


(5. 47) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 b(t) = 十 1 或 一 1 于 上 上 . 


在 1.4.3 段 中 曾 获得 此 定理 的 充分 性 部 分 . 
现在 来 考虑 5Czx) 在 DT 内 有 一 单 零 点 8, 但 在 L 上 无 零点 的 情况 . 我 们 将 
证 明 这 时 (5. 46) 不 可 能 有 反 演 公式 (5. 47). 
按 3. 5. 4 段 中 记号 , 这 时 a = 0, 对 于 8, 我 们 有 4 一 六 = 1, 而 
blz) = (z—P)S(z), S(B) 天 0. 
如 果 2K1 一 2K’ (8， 9 天 SC ， 则 由 (5. 36), 方程 (5. 1) 有 解 


(0) 一 | KDfD I Bo 
人 ey TUL be ed Tb) ， 


其 中 Ce 为 由 (5. 35) 给 出 的 常数 . 
为 要 (5. 47) 对 任何 f(z) 成 立 , 须 且 只 须 
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b(t) =+1, CGC =0. 

但 这 样 一 来 ,必然 在 整个 万 上 8(z) = 土 1, 这 与 z 二 B 是 b(z) 的 单 夫 点 天 

可 见 不 能 有 反 演 公式 (5. 47). 1 

如 果 2K1 一 SCB), 由 3. 5.4 段 知 ,(5. 46) 不 可 能 对 任何 Fi) 有 解 ， 反 
公式 更 不 可 能 成 立 . 

于 是 有 


定理 3. 5.2 在 所 设 条 件 下 , 若 b(z) 在 六 内 有 一 单 零点 ， 而 在 了 上 尖 0,， 册 
反 演 公式 不 会 成 立 . 


i 


显然 , 当 b(z) 在 D+ 内 有 多 个 单 零点 时 , 情况 也 是 如 此 . & 
2) 应 用 于 Fredholm 积分 方程 ”我 们 来 考虑 第 二 型 的 Fredholm 积分 方 | 
程 


alDpD+A| hp = DD, teL, (5. 49) | 


这 里 工 同 前 , a(2) ,k(t,7) 对 其 变 元 在 D 上 全 纯 , 4 为 一 复 参数 . 它 可 以 看 成 
方程 (5. 1) 的 特例 , 这 里 . 本 
天 (tr) = WROD (rt); (5. 50) 
因此 465() =0, 而 ab 士 5b = ab 

如 果 a(bD 在 D 上 无 零点 , 则 由 3. 5. 5 段 (也 易 直 接 看 出 ) 有 明显 的 结果 ; 
(5. 49) 无 条 件 可 解 , 且 有 唯一 解 


p00) 一 £0 — a 工 | 和 os (ndr， (5.51) 


alt) al(lt) ruUL ar) 
而 (5. 49) 无 特征 值 . 
现 设 a(z) 在 Dt 内 有 一 单 零点 B, 而 在 L 上 无 零点 , 并 记 
alz) 一 (z—PAC(z), ACB) 0. 
按 3. 5. Pe 可 得 
=K’ (8,8) 一 一 次 (8,8)， 
So =D() = AQ), 


_『 K(z,r) _ Mk(z,P) 
Bo -Do 一 


(5. 52) 


AC(B) 
以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
(a) 设 2KT 沽 ACB, 由 (5.52), 此 即 
AQ@ 
8, 


这 时 由 (5. 35),(5. 36) 知 , 方程 (5. 49) 有 唯一 解 
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一 AD 1 eo J (T) ee 人， 
9 人 一 zn) 25 2 Ti acCz) dr 十 92 《5. 53) 


其 中 


2 工人 Ca {9 i 
% 7 ABTFMEB,D 划 : :act dr (5. 54) 


(b) 设 2K; = A(09， 即 


一 4AG 
4 一 一 殴 ( 历 (5.55) 


这 时 方程 (5 49) 的 可 解 条件 为 (注意 这 时 人 尖 0) 


| £(B,T) f(D — 0， (5.56) 
L alt) 


而 这 时 (5. 49) 的 一 般 解 仍 以 (5. 53) 给 出 , 但 这 时 co 为 任意 常数 . 

可 见 , 在 后 一 情况 下 , 方程 (5. 49) 有 唯一 的 一 一 阶 特征 值 (5. 55), 而 其 特 、 
征 函 数 为 k(t,B)/alz). 

于 是 我 们 有 


定理 3.5.3 在 所 设 条件 下 ,Fredholm 积分 方程 (5. 49) 至 多 有 一 个 特征 值 . 


- 习题 
1 设 当 tur 万 时 ,QCr 一 人 ) 是 其 变 元 的 解析 函数 ， 且 0(z) 在 = 一 0 处 
澳 一 单 极 让， 其 窗 雪 为 十 1 或 一 1， 而 当 = 一 一 ! 为 前 的 值 时 无 奇 点 ， 求 证 下 
党 六 对 反 演 公 式 成 立 : 


和 评 . | 划 jaoc 一 DCDd = f(D), 1E€EL, 


| oc 一 DoDdr =9(t), 1€EL. 
2. 设 F(z) 为 DD 上 的 单 叶 全 纯 函数 . 求证 : 对 于 
1 F’(7) 一 | 
| Fe pr de /Ds El 
县 成立 反 演 公 式 . 
3. 在 上 题 中 , 车 把 F(T) 改 为 已 (i) 将 有 什么 结果 ? 


第 四 章 ”一般 情况 下 的 边 值 问题 


本 章 将 把 第 二 章 中 的 一 些 基本 边 值 问题 推广 到 所 涉及 的 曲线 为 非 封闭 曲 | 
线 的 情况 (包括 开口 弧 段 和 县 有 节点 的 情况 ) 以 及 有 关系 数 具 有 间断 点 的 情 
况 . 


4.1 Cauchy 型 积分 在 端点 附近 的 性 质 


4.1.1 核 密度 属 态 类 的 情况 


在 第 一 章 中 我 们 讨论 Cauchy 型 积分 的 性 质 时 , 虽然 对 Plemelj 公式 、 
Poincaré-Bertrand 积分 换 序 公 式 等 也 包括 了 积分 路 径 为 开口 曲线 的 情况 , 但 
主要 仍 是 限制 在 积分 路 径 为 封闭 曲线 的 情形 .本 节 将 进一步 讨论 积分 曲线 为 
开口 时 的 Cauchy 型 积分 在 积分 曲线 端点 附近 的 性 质 . 也 要 讨论 Cauchy 主 值 
积分 的 类 似 性 质 . 

设 L 二 色 为 一 开口 光滑 弧 段 (a 关外, 并 设 已 取 定 自 a 到 5 为 其 正 向 . 本 
段 中 仍 设 f(z) € 瑟 于 L 上， 而 来 讨论 Cauchy 型 积分 


D(z) 一 元; HD qr, zEL (1.1) 
ARlULt—z | 
以 及 Catichy 主 值 积分 | 
sc) =| {DIr, 1EL,tzab (1. 2) 
TUVLTZT 一 上 


的 性 质 . 


由 第 一 章 中 的 讨论 , 将 全 平面 沿 工 剖 开 后 所 形成 的 区 域 S 中 , $(z) 是 全 
纯 函 数 , 且 6(co) 一 0. (1) 一 般 说 来 不 会 在 整个 L 上 € 万, 因为 , 当 t 一 a 
或 5 时 , B(+) 甚至 可 能 无 意义 (积分 发 散 ). 但 车 在 L 上 a,5 附 近 各 取 一 点 4a”， 
(图 4-1), 并 记 L = ax 全， 则 可 证 明 B() E HCL'), 这 是 因为 , 如 果 我 们 
把 延伸 即 补充 一 光滑 弧 段 厂 , 使 十 厂 成 为 一 光滑 封闭 曲线 , 同时 把 f(7) 也 
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” 延 拓 到 矿 上 , 使 延 拓 后 的 Fo 在 整个 L 十 上 
E 昌 (这 是 可 能 的 , 例如 可 以 定义 Fo) 于 下 
上 为 一 线性 函数 ,并 保持 f(a),f(6) 的 值 不 
变 ). 于 是 ， 


wD= | ADq, teEL+r 


2ril pHr 一 上 


将 是 工 十 P 上 E 五 的 函数 . 但 对 于 :EL 来 说 ， 


(DD 一 志 FADg, 1EL 
nr—t 
是 i 的 全 纯 函 数 ， 当然 也 € 日 于 L 上 ， 从 而 BOD 二 玉 ( 信 一 吏 (D EH 于 


L' 上 . 

以 下 , 我 们 将 着 重 研究 (1. 1) 与 (1. 2) 在 端点 < 和 2 附近 的 性 质 
首先 我 们 注意 到 ,如 果 Fa) = 0, 则 

(1.2) 中 的 Bla) 就 有 意义 了 . 这 是 比较 明显 

的 . 因为 , 如 果 我 们 把 工 在 端点 a 处 光滑 地 延 

伸 一 小 段 弧 y = wm 使 不 与 的 其 余 各 点 相交 

(图 4-2), 并 认为 FoD 二 0 于 yY 上 , 则 

g(D) = + | CDdr， 


， 2r1 1Hy 工 一 上 

这 时 f(t) € H(L 十 7), 从 而 由 前 所 述 , BCa) 的 确 有 意义 . 不 仅 如 此 , 由 此 还 
条 进一步 看 出 ，(1. 2) 定义 的 BCz) 这 时 在 包括 端点 a 在 内 的 弧 段 上 也 € H. 
村 端 点 6 处 也 可 有 类 似 情况 ， 特别, 如果/Fa) = f(6) 一 0, 则 GB(z) 在 整个 了 
上 也 E 万 . 此 外 , 由 Plemelj 公式 ， 


es B+(z) 一 土 fC) + @(2), 
县 因 f(t) € H, 故 @+(z) 也 有 与 BCt) 相 类 似 的 性 质 . 因此 我 们 有 


引 理 4.11 若 f(t) €E 日 于 L = 她 上 , 则 对 于 由 (1.1) 定义 的 函数 客 (z) 来 
Bey 说 , 当 Fa) (或 (5)) = 二 0 时 , Bz) ,B+(1) 都 在 上 L 的 包括 端点 a (或 
的 子 弧 上 E 万 ; 特别 , 当 f(a) = /Go) 一 0 时， 它们 在 整个 世上 E 万 . 


ei: 


“注意 ,即使 f(a) 或 (6) = 0, 仍 不 能 得 出 结论 说 B(x) 在 a 或 5 处 解析 . 
四 下 面 将 讨论 Fa) 或 f(2) 关 0 的 情况 . 

LE“ 设 *e 工 在 a 点 附近 , 由 第 一 章 (2.6) 式 ， z 

BL) = 1 | 大 一 f(D EAC dr 


2xijL 工 一 上 2ri JI rr 一 上 
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dr + f(a) (Filog $= :十 二 1 )， 


= 下 让 Tt a—t 2 

其 中 对 数 分 支 仍 如 那里 那样 选取 . 由 上 述 引 理 ， 此 式 右边 第 一 项 在 t= 二 a 附近 
(包括 a 点 在 内 ) € 互 . 由 此 立即 可 知 

Bt) = 一 友人 Ylog(a—D) Ge， (1. 3) 
其 中 加 (1) € 日 于 t = a 附近. 这 样 , BQ) 在 上 一 a 附近 一 般 有 对 数 型 的 奇 
异性 . 由 (1. 3) 还 可 看 出 ， lim(t—a)°® (2) 一 0 对 任何 se 之 0 成 立 ， 且 导 一 0 
可 取 任 何 分 支 ,或 即 在 上 一 a 附近 ， | 

8 二 下 全 (4 为 常数 ) 


这 时 我 们 也 说 @(D 在 1 二 a 附近 几乎 有 界 . 
同样 ， 在 t=6 附近 ， 则 有 


20 = flogG -D+ (0, (1.4) 
其 中 (4) 也 E€ 日 于 t = 二 5 附近 . 即 @(2) 在 t= 二 5 附近 有 对 数 型 奇异 性 或 几 - 
乎 有 界 . 
对 于 由 (1. 1) 定义 的 BCz), 也 可 作 类 似 的 讨论 . 可 以 得 知 , 在 z 二 a 的 邻 
| Bz) 一 一 Kao D+ + (2) .5) 
其 中 @* (z) 在 z 一 a 附近 沿 L 前 开 的 邻 域内 全 纯 ， 且 当 z->a 时 有 确定 的 极 
限 ， 而 在 之 一 b 附近 ， 
G(z) = FO log(s— 2) + gy (z), (1..6) 
2B (z) 在 z 一 5 附近 也 有 类 似 性 质 . 
简单 说 来 , 我 们 有 


定理 4.1.1 GB(z) 与 @(1) 在 端点 a 与 b 附近 ,一般 均 有 对 数 型 奇异 性 ， 或 说 
几乎 有 界 . 


习 题 


1. 如 果 Fa) 二 0, 则 由 (1.1) 定义 的 BC(z) 在 z 无 论 以 何 种 方式 趋 于 a 时 
( 包 播 > 可 取 世 上 的 点 ) 恒 有 确定 的 极限 . 求证 之 . 
2. 试 证 (1. 5),(1. 6) 式 成 立 . 


| 
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3. 当世 为 开口 弧 段 时 ，1. 3.1 段 中 的 Privalov 定理 是 否 仍 成 立 ? 应 如 何 
修正 ? 


4.1.2 H* 类 函数 
为 了 以 后 的 需要 , 我 们 要 引进 开口 弧 段 工 = a5 上 的 一 类 新 的 函数 . 


定义 4.11 设 /(?) 定义 于 L 一 ab 上 (可 能 除去 端点 1 二 a 或 外 )， 如果 
(CD 在 不 包含 1 二 a 的 、 在 a 附近 的 任何 一 段子 弧 上 日, 而 在 1 二 a 附 
近 ， 
2 = 全 0a 过 1,. (1.7) 
其 中 "(Ct) 在 包含 1 二 a 的 一 段子 纹 上 蕊 昌 , 划 称 f(t) 在 1 一 上 附近 
E Hz 类 .同样 可 定义 f(t) 在 上 一 已 附近 E HS 类 .如果 f(t) 在 不 包 
含 ae, 的 任何 子 听 上 6 万 ， 而 在 ca 附近 都 E H2， 则 称 f(z) 在 整个 工 
上 EH*. 还 可 定义 
H* =U 万。 
(无 论 在 a 附近 、 电 附近 或 整个 直上)， 
显然 H2 与 互 都 是 互 ” 的 子 类 . 
为 了 方便 , 我 们 还 给 出 下 一 定义 . 
ff) 中 J, 
/0 = ， 7 二 a 二 iB, 0 委 c< 必 1]， (1. 8) 


则 称 Fi) 在 t 二 a 附近 蕊 卫 ; ， 在 1 一 已 附近 或 在 整个 上 上 , 也 可 有 如; 
的 类 似 定 义 . 并 记 . | 


一 一 


H* =U FH:}. 
7 


关于 H2 与 万 ;7 类 之 间 有 如 下 的 一 些 关系 ， 但 为 了 说明 它们 起 网 ， 我 们 
先 证 下 一 引 理 … 


@ ”以 后 永远 把 (x 一 a)7 理解 为 从 a 起 沿 并 伟 向 无 穷 远 剂 开平 面 后 在 > = “附近 的 
lb ” 任 一 单 值 连续 分 支 , 而 把 Cz 一 a)” 理解 为 此 分 支 在 t 一 “ 附近 的 正 ( 左 ) 侧 的 边 值 ， 对 
(= 一 已 7 与 人 一 为? 作 类 似 的 理解 . 9 
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引 理 4.1.2 设 g(t) € Hr 于 L 二 上 的 t 二 a 附近 , 且 g(a) 二 0, 而 (1) 
为 工 上 的 函数 ， 满 足 条 件 


vol< ir, 

(K 为 常数 ), 0 壕 e 二 ， (1. 9) 
dl -天 - 
di| 个 | 一 al lt 


则 必 wb = 二 p(y(2) € Hr 于 L 上 的 t 二 a 附近 . 


证 设 i,t =z 十 有 为 L 上 任意 两 点 , 沿 正方 向 依次 为 a,t,t. 设 
pz — op) | SAA. 

在 工 上 以 上 = 4a 为 起 点 引进 弧 长 参数 ;, 对 应 于 z,t 分 别 有 参 数 ;,s 一 * 十 As 
(As > 0), 于 是 | 站 | 一 |# 一 t| < As, 由 第 一 章 (2.9) 式 ， 
| s 之 |i~-al 宇 G (0<C<1). 

所 以 
Ki K1 1 | 
1 |< < Ce GHAD 
我 们 写 
wf) — wt) 一 [PC — pe) + op LY) — yp) 
二 卫 十 IL， 
由 引 理 条 件 与 (* ) 式 ， 


A 
上坟 有 [| 


Iai 
< 入 区 


《Al 及 下 面 诸 Ai 都 是 某 些 正常 数 ). 为 主旨 ， 只 须 估 计 | 7z|. 因 g(a) 一 0， 
故 


Ailhle . 


il<AiNt—alrlyt) — yl. 
车 ji 一 a| 志 hh, 则 ” 
| 委 41 一 al2CEAG + |y0)1] 


_ -1 1. 
= Azlt lr [Gras + Tar] 


As|t—al: <Alh|. 
车 |t 一 a| 之 hh 记 Wt) = yls). 不 妨 设 ys) 为 实 值 函数 因而 可 应 用 中 值 定 
理 , 因为 否则 的 话 , 可 将 其 实 部 、 虚 部 分 开 分 别 讨论 . 这 样 ，(1. 9) 中 后 不 
等 式 等 价 于 1 VS 入 所 以 - 


| 1 委 AmpCG 十 As) — ys)|= Assriy’ (s+0As) |As 
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AgesAs AeAs As 
GTO TT sleep ~ 


SA:| (0<0<1).0 口 
在 引用 这 一 引 理 时 , 我 们 常用 到 下 列 事实 . 由 于 | 
log(t—a) = In|t—al+i (0 = arg(t— a)), 


A 


故 > 
1 dd .dg 
一 一 也 | aj| 十 i 避 ， 
从 而 
Gln|i—al |< ;|< .10) 
因此 89《2) 从 而 log(t 一 a) 主人 YE) 打 要 交角 件 (对 任何 0)， 
因为 
[nlt—al| 所 一 人 一， 
lt—als 
] (K 为 某 常数 ). 
[inls—e Tal < 1 一 at 


现在 我 们 来 证 明 以 下 一 些 性 质 . 
1” 设 f(t) E HY 于 t= 二 a 附近 (y= 二 ga 十, 则 必 (12) E HS。 Ft 一 
a 附近 ,其 中 e 盖 0 可 任意 小 . 
我 们 将 (1. 8) 改写 为 
ft) = 广 (exp( 一 (a 十 (nlt 一 al 十 认 ) 


一 Texp{—i(pIn| 1 一 a| 十 79)). 


， 性 一 
Y(t) = exp{~ i(pln|t—al 70)} 

为 有 界 函 数 . 且 由 (1.10)， 它 满足 条 件 (1.9)， 因此 对 任何 s > 0， 
一 alsy(GD € 于 (由 引 理 41.2) 于 i 二 a 附近. 所 以 
f= 


|t—al®t’ 

人 中 (4) 二 (DD 一 |i 一 ajy(z》€ HH 于 L 上 a 的 附近 , 即 Fo € H*,. 
2” 设 fC) E 有 7 于 1 一 a 附近 (Y 二 a 十 汉 , 则 必 了 0 € 有 于 L 上 
bt 二 a 附近 , & > 0 可 任意 小 . 


@ 本 引 理 当 s = 0 时 为 已 知 结果 , 推广 到 = > 0 的 情况 是 由 林 玉 波 提供 的 . 
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将 (1. 8) 改写 为 


(一 a)ate 
因 (t 一 a): € 于 ,县 上 一 a 时 为 零 , 而 
.fh) = (a) = exp{B(0 ~—iln|t—al)} 

满足 条 件 (1. 9), 可 知 结论 显然 成 立 . 

3"” 若 FnD E Hs* 于 L 上 的 1 一 a 附近 , 则 必 CD E 五 4 于 上 一 上 附近 ， 
s 之 0 可 任意 小 . 

将 (1.7) 改写 为 

ft = Oe 一 f*(1) (t— a)re 


一 CQ) (t—a)te 
用 类 似 于 上 面 推理 ， 本 可 得 由 所 委 的 结论 
综合 以 上 诸 性 质 可 知 , 在 上 一 a 附近 ， 有 下 列 关 系 成 立 : 
末 CH CHi, CHE, (1.11) 
:其 中 0 二 a 之 1, 0 之 el <es 之. 
如 果 不 记 指数 ， 则 由 (1. 11) 可 知 , 在 t 二 a 附近 ， 
H* = H*. 
基于 这 一 原因 ， 今后 若 无 特别 需要 明确 指数 时 ， 就 可 不 必 采用 记号 H*7. 
以 上 所 论 ， 当然 对 于 上 二 5 附近 或 整个 人 上 自然 也 同样 成 立 . 


习 题 


1. 在 定义 4.1.1 中 , 假定 f(t) 在 不 包含 a 的 、 在 a 的 附近 一 段子 弧 上 
E 顾 是 可 以 省 去 的 , 它 可 以 从 (1.7) 及 其 下 面 的 说 明 中 推出 试 证 之 . 

2. 试 证 : 在 性 质 1 一 3° 中， 如 果 还 已 知 f°(a) 二 0， 则 所 有 其 中 的 e 均 
”可 取 成 零 . 


9 


4. 1.3 ， 核 密度 属 采 ” 类 时 Cauchy 型 积分 的 性 质 


人 Cauchy 型 积分 在 x 二 a 附近 的 性 质 : 


了 (9 4 
.BB(z) = i 了 Ga Y a+iBA0, 0<a=1， (1. 12) 


其 中 工 = 他 同 前 ，FCy e H， 亦 即 , 在 + 二 a 附近， 


首先 考虑 一 特殊 情况 : f(t) 一 1, 即 ， 令 
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dt 
天 L (t—a)’(t—2z) 
注意 (一 a)? 为 (z 一 a)? 当 z 从 LL 的 正 ( 左 ) 侧 趋 于 L 上 一 点 1 时 的 极限 值 , 故 
可 记 


Di (z) 一 (x*) 


[Ga T= (Ga). J 
注意 平面 已 沿 工 齐 开 , 故 当 z 从 L 上 一 点 自 

其 正 侧 绕 a 转 一 图 (当然 是 反 时 针 向 ) 到 达 L 上 ,~、,, 7 
同一 位 置 1 时 , 9 = arg(t 一 a) 增加 了 2x (图 \ Qt | 
4-3). 因此 ， 
[Ca] 一 ezri[ (一 a)7] 二 一 ezry(t 一 a)7. 
所 以 ， | 

[Go—oO7?T— [Gao)7T = (eV a)7. (1.13) 
我 们 如 果 记 (注意 7 关 0) 

(z—a)” eiyr 1 

1] 一 er2ri 2i sin yr (z—a)?’ 
| 则 有 : 
VD — YW 0) = CD 
另 一 方面 ,在 (* ) 中 引用 Plemeli 公式 , 则 有 


】 Foy nel 
i Di (DO— (2) Ca 


和 守 是 B(x) 一 (x) 在 工 上 4。 的 附近 也 是 解析 的 ,而 以 z = a 为 其 孤立 奇 点 . 
在 > 二 a 附近, 若 记 z 二 a 十 pe”?, 则 可 写 

€ (z—a) 7 =o°h(z), hz) 一 exp( 一 iplnp 一 iyp}， 

区 (>) 显然 有 界 , 故 


| 到 Cz)| 二 到 (0 委 wc 一 1). 
p” 


， 若 记 |t 一 a| 二 7, 并 取 v 使 z <v< 1， 我 们 来 考虑 


y ph (tydt 
Cg9142 一 2a, a “(tC— z) 


加 i, : Fe + ， 

六 = 万 十 J2. 

车 x{ 见 1. 2. 3 段 例 1 中 的 说 明 ) 
iIp—r+|< |z—t|’, 
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且 a 二 1, h(i) 有 界 , 故 刀 是 有 界 的 , 再 因 hCt) 满足 引 理 4.1.2 中 ys) 所 满 
足 的 条 件 (e 二 0), 故 

”h(EH 
于 1 一 a 附近, 当然 也 E 玉 于 整个 L 上 , 且 它 在 t = a 处 为 零 , 故 知 J 在 
z 二 a 附近 也 有 界 . 于 是 


ole Cx x) 


这 样 ,$1 (z) 一 更 (z) 在 z= 二 a 附近 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 .此 不 可 能 , 除非 z 二 
a 是 它 的 常 点 . 即 
el + (z), (1.14) 
21 sin yx (z—a)” 
其 中 B(xz) 为 一 a 处 的 全 纯 函 数 . 

现在 回 到 一 般 的 积分 (1. 12). 把 它 写成 


2xL (tC—a)’(t— 2) 2riJL (t—a)’(t— 2) 


= Bz) + fla) D(z). 


Dl (z) = 


我 们 要 求证 
D(z) 一 | : _fD— fo) 


2xL (t— a)’(t— 2) 
在 z= 二 a 附近 有 界 . 先 设 y = a 十 讼 中 的 a = 0. 这 时 
1 (02) — fla)j(t—a) 
5.CD = 如 | [f/®— fg, 


we:4 
` 这 里 核 密度 函数 显然 € 日, 且 当 上 一 a 时 它 为 零 , 故 Bz) 确实 在 z= 二 a 附 
近 有 界 , 且 当 zx ->a 时 它 有 确定 的 极限 . 
以 下 设 w>>0. 设 Fo E He, 取 e>>0 充 分 小 ( 比 psa 都 小 即 可 )， 可 
以 证 明 
p(t) 一 人 一 ee EH (1. 15) 
—a 


(事实 上 , 由 引 理 4 1. 2, 立刻 可 知 g(t) € Be) 因此 


_1 plDdt 
Blz) |， (t— a (tz) 


与 证 明 ( x * ) 式 时 类 似 , 可 知 


车 上 之 a， 则 证 明显 然 . 以 下 不 分 je 就 大 熟 小 . 且 若 pa， 当 z 一 a 了 时, BB.(z) . 
也 有 极限 . 
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|®,.(z) | 过 


|z—al”’ 
其 中 > 一 se. 当然 也 可 取 ， < 这 样 一 来 ,可 写 
6(z) = -Ka | gx (2), ‘01.16) 


21 5 (z—a)’ 


其 中 Bz (z) 在 沿 前 述 剖 开 的 平面 中 在 = = a 附近 全 纯 , 且 在 = = a 附近 ， 


I@: WI< Er (< oa). (1.17) 


注意 : 当 a 二 0 时 , 由 前 所 述 , $8*(z) 当 z 一 a 时 还 有 确定 的 极限 ， 
剩 下 的 还 要 证 明 (1. 15) 式 . 我 们 先 证 , 如 果 在 (1. 15) 中 把 (t 一 a)* 改 为 . 
一 al* 时 它 的 确 成 立 . 设 在 LL 上任 取 两 点 +,t 十 h， 其 相应 缴 坐 标 为 s,s 十 
As, 且 As > 0. 于 是 


1pCG 十 万 一 wCD |= 区 Ad 十 用 一 Fa) 7D 一 Fo) 


[t+h—al: |t—al* 

<| HG 十 及 一 FD| ,1fW— /fo)| 
上 十 天 一 Cj |t+h—al:|li—al* 
| 十 h 一 al*- 


A(h)* A( 一 a)A 
Slrpalt feth—a 
一 6 十 22. 


Fe lt al 一 fa 


由 于 
请 的 上 十 产 一 上 | CG 十 Ar > CAs > Clh|, 
i 故 


. - 0 Alh| 人 AA. 
现在 估计 8. 如 果 |z 一 a| 志 |h|, 并 注意 到 | 一 al* € H:, 立即 可 见 
| 2 < A Nhl. 


| 埋设 |i 一 a| > 1h|， 则 > 14|, 又 4s 过 世 ! | ,， 故 


;< 


(5 十 As)* a| 
A elh | Ass"! 阿 
(十 As)e 外 一 a| (十 As) 
As|h 
< 人 和 <hlh 


bX 样 ， 我 们 证 明了 
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1 ~ f(a) € Be. 


一 dj 
由 此 立即 可 证 明 (1. 15) : 
0 0 fla) _ [GD — fla) le 
—a): lt—al: 
=[A2— /0 tale®, 
|t—al* 
再 引用 一 再 用 过 的 引 理 ; 可 知 右边 分 子 EH, 因此 根据 已 证 的 结果 知 7 EH. 
至 此 我 们 的 结论 已 全 部 证 明 . 
如 果 我 们 考虑 = 一 8 附近 的 情况 ， 可 得 一 类 似 于 (1. 14) 的 公式 :. 


f(b) px 1 
G(z) = cs + Cz), (1.14) 


有 关 说 明 同 前 . 这 里 右边 出 现 了 两 个 负 号 ,是 因为 5 是 的 终点 , :从 L 上 正 
侧 绕 过 5 到 负 侧 同一 点 时 ,是 顺 时 针 向 转 一 圈 ， 故 
[GD = eG bt, 


从 而 代替 (1.13) 有 
[G7 [Gm (1 一 ex) 一 0 一. 
”于 是 我 们 有 


定理 4.1.2 对 于 Cauchy 型 积分 


f(t) 
D(z) 一 | Ga 


z 蕊 了 一 外 ,7y 一 ax 十 四 关 0, 0 和 aa<lc 一 a 或 50， (1.18) 
其 中 f(t) E 万 , 且 工 取 定 自 a 到 的 方向 为 正 向 而 (tf 一 0)7 理解 为 从 
c 沿 工 伸 向 无 穷 远 剖 开 的 平面 上 (z 一 c)7 的 一 个 全 纯 分 支 在 L 正 侧 的 边 
值 , 则 在 z 二 c 附近 ， 有 


D(z) 一 


” _AO gp*(z), (1.19) 


. -+ sin yx (z 一 c)7 
其 中 正 号 或 负 号 随 c 二 a 或 5 而 定 , 四 *(z) 则 在 zx 一 c 的 剖 开 的 邻 域 中 全 
纯 ， 并 且 
(1) 若 a 一 0, 则 当 zz 以 任何 方式 趋 于 c 时 , B*(z) 有 确定 的 极限 中 ， 
(i)〉 若 a 之 0, 则 在 z 一 < 附近 ,下 式 成 立 : 


| 盏 5(z) | 去 0<v<a. (1. 20) 


下 
|z 一 cl 


@ 实际 上 , 当 f() € 环 而 wx 时 , 结论 (1 ) 也 成 立 , 见 第 212 页 底 注 . 
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推论 4.1.1 假设 与 记号 同 定理 4.1.2, 但 w 盖 0. 则 (z 一 c))? 鲍 (z) 在 上 述 剖 
开平 面 中 在 z 王 5 附近 全 纯 ， 且 可 连续 延 拓 到 了 的 两 侧 ， 且 
(z— cc) (zz) =+ Ef oz cl), 


~ 21 sin yx 


其 中 e 之 0 可 任意 小 , 正 、 负 号 取 法 同 前 . 


利用 (1. 19) 与 (1. 20) 立即 可 证 此 推论 , 只 要 注意 6 二 < 一 "> 0 可 任意 小 . 
以 后 对 我 们 来 说 , y 一 去 的 情况 最 为 常用 , 这 时 我 们 有 


站 一 co gp: ， 1. 21 
Bz) 2 to?) . 《1.21) 
其 中 c= a 或 5, 8*(z) 的 说 明 如 前 . 
FE 4. 1.4 ” 核 密 度 属 条 ”类 时 Cauchy 主 值 积分 的 性 质 


下 面 考虑 Cauchy 主 值 积分 


_1 ra) _ ~ 

二 $2) = | avn t€EL=ab, ta (1.22) 
钴 上 一 上 附近 的 性 质 , 其 中 记号 与 条 件 均 同上 上段 , 由 Plemelj 公式 , 与 (1. 12) 
枇 较 , 知 

: 
ec = FOE 
相册 (1. 16) 知 ( 记 住 (1 一 4)7 一 [Gz 一 a)7]+)， 


ep fa) x 十 
(4) D1 In yn dar t® (1)， 


/ew fa) x* 
$8 (1) = Din Gay te (1)， 


Bt) = Ot fDi), (1. 23) 
21 (一 Q)7 


G*(i) 一 [®"+() +@*-(2)]. 
L 三 a 十 讼 中 的 a 一 0 时 , 由 于 @*(z) 当 z->a 时 有 确定 的 极限 , 故 @*(z) 
和 沿 工 趋 于 a 时 也 有 这 同一 极限 D; 当 o > 0 时 , 由 于 (1. 20) 的 关系 , 在 


有 当 /op e EH 而 4 >a 时 也 是 如 此 . 见 第 214 页 底 注 . 
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t 二 a 附近 , 也 有 


oO ov<e (1.24) 


还 可 证 明 , 在 前 一 情形 , 86*() 在 t= 二 a 附近 € 日 ; 而 在 后 一 情形 , @*(1) € 
H* (< oa), 但 证 明 比 较 复 杂 , 这 里 从 略 , 读者 可 参考 [42]，》 25. 
对 于 上 一 附近 ,也 有 类 似 的 结果 : 


_ cotyrx DO) 
®t) 一 阿 Go te (1)， 


其 中 @*Q) 在 t= 5 附近 有 类 似 性 质 . 
总 之 我 们 有 
定理 4.1.3 对 于 Cauchy 二 和信 
GD = -Am di 


i L Cr 
L=abd, t:€L, t¥a,b, y=atiB, Oa<1, c=a 或 5p， (1. 25) 
GD E 日, 则 必 


B00) + LE HO 4g), (1. 26) 
， 2 (一 7 
其 中 正 号 或 负 号 随 c 为 上 的 起 点 a 或 终点 已 而 定 ， 且 
(| ) 当 a 二 0 时 , @B*(1) 在 1 二 cc 附近 € HG; 
(ii) 当 a 半 0 时 , *(1) 在 1 二 c 附 近 E€ 万 *， 这 里 正 数 ,< au 可 任意 . 
由 (1. 26) 可 以 看 出 ，(t 一 中 BG) 在 t ==c 的 割 开 的 邻 域 内 是 有 界 的 , 且 
. 当 : 沿 着 L 趋 于 c 点 时 , 它 有 确定 的 极限 士 337Kc); 更 由 引 理 4.1.2 知 , 它 
还 EH.. 
这 样 , 我 们 有 
推论 4 工 2 假设 同 前 (a > 0), 则 (一 cB() EC 日 于 t 一 c 附 近 , 和 
(GB =+ Sf) +O— el )， (1. 27) 
其 中 省 0 可 任意 小 . 


1. 讨论 Cauchy 型 积分 


@ 见 第 215 页 底 注 . 
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| RAG) df，z 七 L, 革 一 倪 


2xi 


LVO— Da)(t— 2) 
在 二 的 端点 a 与 已 邻 近 的 性 质 ， 这 里 根 式 是 指 治 工 剖 开平 面 后 取 定 
VD 一 z)(z 一 a) 的 一 连续 分 支 在 上 正 侧 的 边 值 , 而 AD E H 于 L 上 . 

2. 类 似 地 讨论 Cauchy 主 值 积分 
(7) 


] 
-一 一 d 9 t L, t b 
i|, (b—7 rt—a)(r—t) 本 了 . 


的 性 质 . 
4. 1.5 ”积分 路 径 具 有 节点 的 情况 


以 后 我 们 还 会 遇 到 这 样 的 情况 ，Cauchy 型 积分 (1. 18) 或 主 值 积分 
(1. 25) 中 , 积分 路 径 由 聚会 在 同一 点 c 的 若干 光 少 弧 段 工 ; 构成 , 即 工 = 


5)L, 而 每 一 均 以 c 为 起 点 或 终点 (图 4-4).c 称 为 的 节点 (或 结 点 》. 


我 们 设 Fo) 在 每 一 L; 上 € 日 , 意 即 ， 
当 z 沿 某 一 L; 趋 于 c 点 时 ， f(z) 有 确定 的 
极限 值 f;《c), 但 对 不 同 的 7， fj (co) 也 可 以 
不 同 , 且 若 以 fjCc) 作为 f(z) 在 L; 上 c 处 L 
之 值 时 , 它 在 L; 上 € 五 ,这 时 我 们 也 称 
f(D 在 LE 类 

同样 可 定义 f() 在 L 上 t= 二 c 附 近 E€ 
五 ,. 相应 地 也 可 定义 Fa) 属于 HH* ,He* 等 在 L 上 (或 在 c 附近 ). 

现在 我 们 来 看 Cauchy 型 积分 : 

@(z) = | Ld 


Zr (一 7 一 z) 
z€EL,7=at+iA0, 0 委 a<<]， (1. 28) 
这 里 工 如 上 ,cc 为 上 的 节点 . 又 设 f(1) € Bo 于 上 一 < 附近 . 这 里 (一 c)7 要 
这 样 理解 : 对 每 一 7)， 当 #E Lj 时 , 若 把 平面 沿 工 ; 剖 开 (当然 还 要 如 前 延伸 到 
无 穷 远 痢 开 )， 它 就 是 (一 c)7 在 > 一 c。 附 近 的 一 全 纯 分 支 [(z 一 "Jj 在 L; 正 
人 笛 的 边 值 , 不 妨 记 为 Ltz 一 oj;. 这样， 从 定理 4. 1 2 立刻 可 以 推 得 


图 4-4 


定理 4.1.4 对 于 Cauchy 型 积分 (1.28), 在 z= 二 cc 附近 ,有 
— . esiyri 万 (c) 六 

Pz) 一 2 2i sinyr [(z 一 c)7; + D(z), (1.29) 

其 中 6 = 二 十 1 若 c 为 Lj 的 起 点 , ej 一 一 车 c 为 Lj 的 终点 ， 而 BD*(z) 在 
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沿 荆 剖 开 后 的 c 的 令 域 中 全 纯 , 并 且 B*(z) 在 z 一 < 附近 仍 有 定理 4 1.2 
中 所 述 的 性 质 . 


对 于 Cauchy 主 值 积分 
f C7) | 
古 ( 一 |， (r— Olr— 5 t€1lL,tc, (1. 30) 
也 可 得 一 些 结论 . 不 过 要 注意 , 当 t € L; 时 , 我 们 应 把 (1. 30) 拆 开 写 成 
一 了 1 
Bt) 一 动 |， 十 2ri LL 


对 于 右边 第 一 积分 ,可 应 用 定理 4. 1. 3; 而 对 于 后 一 积分 , 由 于 i: € L 一 LL， 
故 应 该 应 用 定理 4. 1. 4. 详细 结论 自明 . 

以 上 所 论 节点 情况 ,当然 也 包括 = 他 而 c 为 弧 L 上 的 一 内 点 这 情况 . 
又 若 工 有 若干 个 类 似 节 点 ， 对 于 其 中 某 一 个 节点 < 来 说 ，(1. 28) 与 (1. 30) 仍 
有 类 似 结论 . 


习 题 


， 设 工 为 一 光滑 封闭 曲线 , c 为 上 上 一 点 , 试 讨论 积分 (1. 28),(1.30) 在 c 
附近 的 性 质 . 


4. 2 一 般 Riemann 边 值 问题 


”4.2.1 开口 弧 段 上 的 尺 问 题 


本 段 将 讨论 一 条 开口 光滑 弧 段 L = a ( 自 a 到 6 取 作 正 向 ) 上 的 
Riemann 边 值 问题 ， 即 求解 . 
GD =0DG 0 +e 1€EL= ,tab, (2. 1) 
其 中 G(#),g(1) € 有 H 已 给 于 L 上 , 且 G() 关 0, 而 @(z) 为 全 平面 用 工 剖 开 
后 所 成 的 区 域 S 中 的 全 纯 函 数 ，B+(z) 仍 表示 它 在 工 正 、 负 侧 的 边 值 .为 确 
定 起 见 , 若 无 特别 需要 , 我 们 总 是 在 Ri 中 求解 问题 , 即 要 求 BC(oo) 二 0. 
注意 , 我 们 并 没有 要 求 (2. 1) 在 1 二 a 与 6 处 也 成 立 . 一 般 , 对 于 B*(#) 在 
端点 ap 附近 , 要求 它 有 可 积 奇异 性 ， 亦 即 不 到 1 人 阶 的 奇异 性 , 例如 , 在 z= 
a 附近 ,要求 


|@(z) | 过 0 过 a<=l1, (2.2) 


_k | 
|z 一 al 
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”当然 也 有 在 + 一 a 附近 ， 
[B+ (2) |< 


pt 0<a<l. (2.2)/ 


在 6 点 也 有 类 似 要 求 . 不 过 ， 有 时 为 了 某 种 特殊 目的 , 我 们 也 可 要 求 B(z) 在 
z 二 a 或 (与 )z 二 5 附近 保持 有 界 ， 当然 这 时 8B+(z) 也 有 类 似 性 质 . 我 们 把 要 
求 在 z= 与 5 附近 都 有 界 的 解 类 记 为 h = h(a,b); 把 在 a 与 5 附近 都 允许 
无 界 (但 有 可 积 奇 异性 , 下 同 ) 的 解 类 记 为 ho; 而 把 在 = 二 a 附近 要 求 有 界 ， 
在 z 二 5 附近 可 以 无 界 的 解 类 记 为 h(a). 同样 也 可 定义 解 类 h(6). .显然 ， 
hs Ch()Ch, c=a 或 b. | 
我 们 先 来 考虑 齐 次 尺 问题 (g 二 0):; 
B+) = GE (2). (2. 3) 

求解 的 关键 仍 是 要 把 Gz) 分 解 为 X1 (2)/ X- (2) 的 形式 , 其 中 X(z) 在 S 中 全 
纯 , 在 工 两 侧 存在 有 边 值 X*(z), 且 在 S 中 X(z) 与 1/X(z) 都 没有 零点 . 

由 于 GC) 壮 0, 因此 可 以 在 L 上 取 定 logG(?) 的 一 单 值 连续 分 支 . 引进 
函数 | 


Fa = po ce lo JogGod 


zEL (2.4) 
ar LE 


T(2) = yalogla —z) + D(z), | (2.5) 
[人 09 人 在 z 一 6 附近 ， 
其 中 已 令 z 
yy 一 十 设 二 lo Ogee2, 
(2. 6) 
% = 二 + = sal 


而 于 (z) ,B(x) 分 别 在 z 二 a,b 附 近 沿 L 剂 开 的 邻 域 N, ,Jp 中 全 纯 ( 见 (1 5) 
与 (1. 6) 式 ), 且 对 数 的 取 法 如 4.1 节 . 由 Plemelj 公式 ， 
TT —T 0) = logG0). 
于 是 , 令 X(z) = er 时 , 就 有 
: Ga = 之 GD， 
X(t) 
且 X(z) 具有 以 上 对 X(z) 提出 的 要 求 , 这 样 ， 由 (2. 3)， 


D0) _D G0) 
XD x 
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此 即 表示 JKz) 一 2 在 全 平面 中 可 能 除去 a,6 外 全 纯 ， 且 /cc) 一 0. 我 们 


要 特别 注意 X(z) 在 z = a,65 附近 的 性 质 . 由 (2. 5) 知 ， 
XCz) 一 (= 一 a2X (2)， 在 zx 一 a | 
X(z) 一 (z 一 DD%Xs(z)， 在 z 二 5 附近 ， 
其 中 衣 (2) ,为 (z) 分 别 在 NN, ,Ns 中 全 纯 ，(z 一 a)”*,(z 一 5)”% 则 又 是 按 4.1 节 
中 的 方法 所 取 的 分 支 中 . 
下 面 先 设 在 hs 类 中 求解 . 我 们 定义 一 整数 4 如 下 : 如 果 w 是 整数 , 则 令 
ha 一 一 aa; 如 果 a 不 是 整数 , 则 令 使 0 二 十 as 过 1. 对 于 1 由 as 作 类 
似 规定 .再 令 


(2.7) 


| X(z) = aro (2. 8) 
并 记 

= 一 (十)， (2. 9) 
称 为 问题 (2. 3) 在 hs 类 中 的 指标 . X(z) 仍 在 S 中 全 纯 , 而 在 a,6 附近 有 界 ， 


县 于 多 有 不 到 1 阶 的 零点 ,并 仍 保持 GG) 一 2 六 《人 2 以 及 前 面 对 XCz) 提出 的 
要 求 . 这 样 一 来 , 如 果 @(z) 是 ha 类 中 的 解 , 则 (z) 一 委 c2 将 在 全 平面 全 
纯 , 但 在 > = a,5 处 至 多 只 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 从 而 在 a,6 处 也 全 纯 、 由 于 
要 求 (cco) 二 0, 而 X(z) 在 吕 处 有 一 k= 二 入 十 阶 , 因此 业 (z) 在 co 处 至 
多 有 «一 1 阶 , 从 而 是 一 个 «一 1 次 任意 多 项 式 (x 二 1 时 它 为 0). 于 是 , 齐 次 
”问题 (2. 3) 在 hs 类 中 的 一 般 解 为 
D(z) = Xz) P, 1 (2), (2. 10) 
其 中 P_， (z) 为 e 一 1 次 任意 多 项 式 (e < 1 时 它 恒 等 于 零 )，X(z) 也 称 为 原 问 
题 在 hs 类 中 的 典 则 解 或 典 则 函数 . 
再 设 在 各 类 中 求解 . 这 时 我 们 重新 规定 如 下 : 如 果 a 为 整数 , 则 仍 令 
Xa 一 一 aai 如 果 o 不 是 整数 ， 则 令 和 使 一 1 过 和 十 as 二 0. 对 于 因 也 作 类 似 
规定 . 仍 以 (2.8) 式 定义 X(z)， 以 (2.9) 式 定义 如 类 中 的 指标 . 这 时 XX(z) 仍 
满足 前 面 提出 的 要 求 , 且 在 = = a 或 5 处 有 界 ( 当 w 或 ws 是 整数 时 ), 或 者 有 
不 到 一 阶 的 奇异 性 ( 当 a 或 ms 不 是 整数 时 ), 我 们 称 X(z) 为 ho 中 的 典 则 函 


@ 这 里 我 们 已 把 4 一 <,6 一 2 分 别 改 为 2 一 a,z 一 如 这 没有 关系 ,所 差 常数 因子 可 分 ， 1 
别 归 人 人 Xs (2) ,Xs(z) 中 . 
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数 . 于 是 ,Y(z) 一 到 2 在 全 平面 全 纯 ( 包 括 a,6 在 内 )， 在 co 处 仍 至 多 有 


k 一 1 阶 , 从 而 仍 是 一 < 一 1 次 多 项 式 , 这 样 , 问题 (2. 3) 在 ho 类 中 的 一 般 解 仍 
以 (2. 10) 给 出 , 且 易 见 @(z) 确实 在 = 一 a;b 处 至 多 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 

类 似 地 可 讨论 在 h(a) 或 h(5) 类 中 求解 . 

特别 要 注意 , 如 果 a。 是 整数 , 则 Bz) € ho 仍 在 z= 二 a 附近 有 界 . 这 就 
是 说 , 在 名 类 中 求解 时 , 虽然 我 们 允许 B(z) 在 z 一 4 附近 可 以 有 奇异 性 , 但 
实际 上 求 出 的 解 必然 在 这 里 是 有 界 的 . 这 种 使 o = Rey, 是 整数 的 端点 a，, 称 ， 
为 特异 端点 .同样 可 定义 什么 叫做 6 是 特异 端点 .既然 在 特异 端点 附近 (2. 3) 、 
的 解 总 是 有 界 的 , 因此 就 不 必 列 人 类 的 括号 中 . 例如 ， 如 果 < 是 特异 端点 ， 
而 5 不 是 , 那么 求 h(6) 类 中 的 解 就 意味 着 求 在 a,5 附 近 都 是 有 界 的 解 ; 又 如 ， 
车 a,5 都 是 特异 端点 , 则 我 们 不 写 h(a,6) 类 而 直接 写成 ho 类 : 

此 外 , 如 果 a 是 一 个 普通 端点 ， 即 不 是 特异 端点 ， 则 在 h(a) 类 中 的 解 
BB(z) 必 有 gla) = 0,， 意 即 ， 当 = 以 任何 方式 趋 于 a 时 , B(xz) 的 极限 都 是 零 . 
这 是 因为 ， 相 应 于 这 个 类 的 典 则 函数 XCz) 中 含有 因子 (z 一 a)*1%， 从 而 
X(a) 一 0. 且 易 见 零 点 阶 数 不 到 1. 

综 上 所 述 , 我 们 可 小 结 如 下 : 


定理 4. 2.1 对 于 齐 次 R_i 问 题 (2.3), 我 们 可 先 算出 (2.6) (其 中 logG(2) 可 
任意 取 定 一 支 )、 如 果 oa: (或 as) 是 整数 ， 即 a (或 如 是 特异 端点 ， 则 令 
ha 二 一 Qa (或 罗 一 一 四 )， 如 果 as (或 o) 不 是 整数 ， 即 a (或 0). 是 普通 
端点 ， 则 如 下 方法 规定 1。( 或 16): 车 要 求 钙 (z) 在 a (或 人 附近 有 界 ， 则 
应 使 0 过 aa 十 过 1 (或 0 之 op 十 及 二 1); 否则 ,应 使 一 1 过 as 十 和 a 去 
0 (或 一 1< 十 1 过 0). 问题 相应 类 的 指标 k 由 (2.9) 给 出 ， 相应 的 典 
则 函数 由 (2. 8) 给 出 ,其 中 


Xlz) 一 exp| 元 pi rt (2. 11) 


上 -一 之 
这 时 ， 问 题 (2. 3) 在 相应 类 中 的 一 般 解 由 (2. 10) 给 出 (x 忒 0 时 只 有 零 
解 ). 而 且 ， 在 普通 端点 处 有 界 的 解 一 定 在 该 点 等 于 0( 且 阶 数 小 于 1)， 
而 在 特异 端点 处 的 解 总 在 该 处 有 界 . 


(2..8) 式 中 (属于 一 确定 的 解 类 ) 的 典 则 函数 X(z) 具有 以 下 的 性 质 ， 
”1°%, X(z) 在 S 中 全 纯 , 处 处 不 等 于 0; 


@ .一 般 说 来 并 不 一 定 有 确定 的 极 根 , 除非 相应 于 该 点 的 Y= ac 十 好 一 0. 
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2”XX(z) 与 1/X(z) 在 上 的 端点 附近 至 多 有 不 到 一 阶 奇 异性 ; 


。 XT+ (1 
3 划一 = G(1); 


4”XX(z) 在 z= 二 oc 处 有 一 k 阶 . 

性 质 1 一 全 是 (相应 类 中 ) 上 典 则 函数 的 特征 性 质 ， 亦 即 , 如 果 另 有 一 函数 
Y(z) 也 满足 1° ~ 4, 则 了 (z) 与 X(z) 至 多 只 差 一 个 非 零 常数 因子 . 证 明 如 
下 : 设 Y(z) 也 满足 一 个， 则 由 3 ， 1 


YO _YO 
XIU) XC 1 
从 而 p(z) 一 去 2 在 整个 平面 全 纯 , 可 能 除 4,5 外 . 由 于 X(z) 与 Y(z) 属 同 


X(z) 
一 解 类 , 由 2"，p(z) 在 端点 a 与 6 附近 至 多 有 不 到 一 阶 奇 异性 , 于 是 也 在 a,6 
处 解析 .又 由 4, gp(z) 在 co 处 是 零 阶 的 , 因此 pCz) 为 一 常数 (当然 不 能 为 
0), 即 
Y(z) = CX(z), C0. 
以 上 证 明 中 没有 用 到 Y(z) 处 处 不 为 0. 但 X(z) 既 满 足 1", 显然 Y(z) 也 
满足 ,1". 即 , 任 一 Y(z), 若 满足 2" ~ 4 且 在 S 中 全 纯 , 则 必 Y(z) 关 0.、 
以 后 , 把 凡是 满足 1 ~ 42 的 函数 X(z) 都 称 为 问题 (2. 3) 属于 相应 类 的 
典 则 函数 ; 它 除去 一 个 非 零 常数 因子 外 ,唯一 确定 . 
现在 来 考虑 非 齐 次 R_1 问 题 (2.1). 仍 如 前 确定 在 某 一 类 中 求解 ,定义 
4a rhsoksX(z) 如 前 ，X(z) 仍 称 为 问题 的 典 则 函数 ,x 为 其 指标 .特异 端点 与 
普通 端点 也 仍 区 别 如 前 . 于 是 (2. 1) 可 化 为 
BD _ GO, gD) 


| KD HO + HG: (2. 12) 
记 . . 
g(t) 
0 = 二 | WGH 人 
则 由 Plemelj 公式 知 ， 
Q(z) = a — oz) 


可 能 除 a,b 外 在 全 平面 全 纯 ， Bo (z) 在 ce 处 为 0. 

车 .a 为 一 特异 端点 ,* 且 .BB: 关 0,, 则 由 (1,19), @0(z) 在 z= a 附近 有 
(z 一 a) 如 的 因子 , 所 以 它 有 界 ; 而 若 B, 二 0, 则 @(z) 在 z 二 a 附近 有 对 数 
型 奇异 性 . 因此, 不 论 怎 样 , 只 要 a 是 特异 端点 , Q(z) 在 z= 二 a 附近 只 可 能 有 
不 到 一 阶 的 奇异 性 (因为 B(z) 本 身 也 是 如 此 )， 从 而 QCz) 以 a 点 为 常 点 , 于 是 
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G(z) = Xz)[Q(z) + Bo (z) | (2. 14) 
必 在 z= 二 a 附近 或 者 有 界 ( 若 B, 闫 0)，, 或 者 有 对 数 型 奇异 性 ( 若 B, 二 0) , 总 之 
属于 H* 类 (e > 0 可 任意 小 ). 由 此 可 见 , 像 齐 次 问题 一 样 ,在 特异 端点 附 
近 ，(2. 1) 的 解 已 有 特定 性 质 , 而 不 必 另 加 限制 . 所 以 ， 这 种 端点 也 不 应 写 人 
hh 类 的 括号 中 . 
现在 再 回 到 问题 (2. 1) 的 求解 问题 . 设 a,6 都 不 是 特异 端点 , 而 要 在 
hla) 类 中 求解 . 在 z 一 a 附近 ，g(D/ Xt(t) 有 (一 am 的 因子 , 故 由 
(1. 19) ， : 


[|< ER 
又 因 X22) 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ,从 而 Q(z) 也 是 如 此 (因为 已 设 所 求解 
G5(z) 有 界 , 且 0 二 和 十 os 过 1), 于 是 QCz) 以 z 二 a 为 常 点 . 这 时 由 (2. 14) 
确定 的 5B(z) 也 确实 在 z 一 a 附近 有 界 (但 不 一 定 等 于 0). 至 于 在 < 一 5 附近 ， 
由 于 X(z) 确 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 故 gC2)/ X* (GD 以 zt = 二 6 为 其 零点 , 从 而 
Bo lz) 在 z 王 5 处 有 确定 的 值 . 考虑 到 @(z) 在 z==5 附 近 可 以 有 不 到 一 阶 的 
奇异 性 , 故 Q(z) 也 是 如 此 ， 从 而 它 也 以 z = 5 为 常 点 ， 于 是 Q(z) 在 全 平面 
(包括 a,b) 全 纯 由 于 在 > 一 处 1/X(z) 有 一 < 阶 , @ (co) 二 0, 又 要 求 
G(ce) 二 0, 故 0(Cz) 当 k 0 时 为 一 x 一 1 次 多 项 式 ; 当 k 才 0 时 , Q(z) 三 0. 
在 后 一 情况 下 ， 

Bz) 一 X(z)Do (z). 
但 x 二 0 时 , 因 X(z) 在 co 处 有 一 上 < 阶 极点 ， 为 了 保证 昌 ( 在 .ce 处 为 0, 应 
要 求 Bo (z) 在 ce 处 的 Taylor 展 式 中 所 有 zx! ,xz ?，*…,z* 的 系数 为 0， 站 加 


Hg) 1 ; 一 _ 
| 男 名 = 0， 了 一 0,1，， 一 “一 上 (2.15) 


以 上 的 讨论 对 于 在 别 的 类 中 求解 完全 适用 . 因此 , 我 们 有 


定理 4.2.2 ”对 非 蛮 次 R_1 问 题 (2.1), 在 某 类 中 求解 时 ， 设 相应 于 该 类 的 指 
标 为 x， 典 则 函数 为 X(z)， 则 当 k 渤 0 时 ， 在 该 类 中 的 一 般 解 为 


_ X(z) 人 
oz) 一 必 必 | es +X Pos, (2.16) 


其 中 1(z) 为 k 一 1 次 任意 多 项 式 ; 如 果 k 过 0, 则 当 且 仅 当 条 件 (2.15) 
满足 时 , 问题 有 唯一 解 (P, 1 二 0). 又 ， 在 特异 端点 附近 ， 解 (如 打 存 在 ) 
必 有 界 或 有 对 数 型 奇异 性 ,总 之 , € Hi. 


注意 , 与 齐 次 情况 不 一 样 , 在 普通 端点 附近 , 解 有 界 时 一 般 并 不 等 于 零 . 
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习 题 


1. 斌 证: 如果 7 一 于， 则 在 hla) 或 hla,5b) 类 中 (2.1) 的 解 BC(z) 必 能 
使 G(a) = 0. 

2、 试 证。 a 为 特异 端点 当 目 仅 当 G(a) 为 正 实数 时 . 
4.2.2 ， 带 节点 曲线 上 的 及 问题 

本 段 中 我 们 将 把 上 段 中 了 推广 到 带 节点 (或 称 带 结 点 ) 曲线 的 情况 .所 请 
是 一 带 节点 的 (光滑 ) 曲线 ， 即 把 图 4-4 中 的 情形 稍 加 推广 ， 它 是 由 有 限 条 
(开口 或 封闭 ) 光滑 弧 段 Li ,Ls，…,L, 组 成 , L 一 5)L;, 诸 L; 中 可 能 有 些 有 

j=1 


相同 的 一 些 端点 (图 4-5), 且 各 ; 已 取 定 正 向 . 注意 , 我 们 把 各 L; 的 单独 
端点 也 算 在 节点 之 中 , 仍 记 全 平面 除 掉 工 后 的 域 为 S; 注意 ,， 当 工 中 有 一 部 分 
围 成 封闭 曲线 时 ，S 并 不 连通 , 这 时 它 实际 上 是 一 些 区 域 之 并 . 


. i 
cm 
4-5 


我 们 来 求解 R_: 问题 
St) =CGDE (+g), 1tEL= DL, (2.17) 
J=1 


这 里 仍 设 CCD ,g(t) € Ho 于 L 上 , 亦 即 € 日 于 每 一 L; 上 , 和 且 GC) 关 0. 当 
然 仍 要 求 B(z) 在 各 节点 处 有 不 到 一 阶 奇异 性 . 

上 一 段 中 求解 的 方法 很 容易 推广 到 这 种 情况 . 首先 注意 , 现在 也 可 分 特 
异 节 点 与 普通 节点 . 设 c 为 L 上 某 一 节点 , 有 某 些 L; 以 它 为 端点 . 沿 每 一 二 
仍 任意 取 定 log Gt) 的 一 单 值 连续 分 支 ， 照样 如 (2. 6) 可 定义 


Yic 二 az + Bie = ， (2. 18) 
其 中 log Gi(o) 表示 当 t€ 万 时 logG(z) 的 那 一 支 在 t 二 < 处 的 值 , 且 式 中 负 
号 或 正 号 要 根据 c 是 L; 的 起 点 或 终点 决定 . 然后 记 


Y= eih. = > 7x = E2020 (2. 19) 
ceL; cEL, 2ri 
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其 中 》) 是 对 一 切 以 c 为 端点 的 Lj 求 和 ( 当 是 一 曲线 弧 中 间 的 一 点 时 , 应 看 
做 两 段 弧 的 各 自 的 端点 ). 如 果 a 是 一 整数 , 则 称 c 为 一 特异 节点 , 且 仍 令 
X。 二 一 ae， 以 后 我 们 将 会 看 到 ，(2. 17) 的 任何 解 (如 果 存 在 ) 在 < 附近 必 有 界 
或 有 对 数 型 奇异 性 , 总 之 其 性 质 是 确定 了 的 . 那些 使 a。 不 是 整数 的 节点 ， 则 
称 为 普通 节点 , 设 有 mm 个 , 记 为 c ,co，…,c. 在 求解 (2. 17) 时 , 在 诸 c (1 去 
-- j 声 m) 附近 , 可 额外 要 求 有 界 或 不 作 此 要 求 . 例如 , 我 们 可 要 求 6(z) 在 ci， 
7 Cz," ,Cg (9 魏 7) 附近 有 界 ， 而 在 其 余 的 co cots cn 附近 除 要 求 可 能 有 
- 不 到 一 阶 的 奇异 性 外 不 另 加 限制 . 这 种 解 类 称 为 hCc ,co cv) 类 . 当 g 一 
” 几时 An 一 ACcl,c cm) 是 最 秦 的 解 类 ,而 把 最 广 的 解 类 记 为 ho 类 , 即 对 
了 所 有 的 c; 都 不 作 额 外 的 要 求 . 于 是 ， 
癌 hn Chlc,c ,co) Cho. 

当 我 们 希望 在 hci ,cs，,… ,co) 类 中 求解 (2. 17) 时 ,对 于 每 一 c € {ci， 
cz，…sCo}( 故 a 不 是 整数 ), 定义 .使 0 二 a 十 4. 二 1, 而 对 其 余 的 普通 节点 
a c, 定义 和 使 一 1 过 a 十 X。 二 0; 对 于 特异 节点 c, 仍 取 a 十 %。 二 0. 同样 , 称 
.. 一 54。 (对 一 切 节点 < 求 和 ) (2. 20) 


为 问题 (2. 17) 在 hlel »C2 Cg) 类 中 的 指标 . 
- 仍 先 考虑 齐 次 问题 Cg 二 0). 仍 如 (2. 4) 那样 作出 FPCz)， 并 仍 令 x(z) 一 
eT? 9 再 记 
XCz) 一 [[ (z 一 0)*，X(z) (对 一 切 节点 < 求 乘积 )， (2. 21) 


不 难看 出 ， 上 段 中 有 关 X(z) 的 性 质 荆 一 人 仍 都 成 立 , 我 们 也 称 它 是 问题 在 
类 hlci ,cz，…ce) 中 的 典 则 函数 ， 最 后 ， 仍 如 上 段 同 样 地 讨论 ， 可 得 (2. 17) 
在 这 个 类 中 的 一 般 解 (2. 10), 且 它 在 各 个 节点 “附近 的 性 质 完全 与 上 段 所 述 
相似 .于 是 我 们 得 到 


定理 4.2.3 ”对 于 齐 次 民 _1 问 题 (2.17)， 如 果 在 hCci ,cz，…sco) 类 中 求解 ， 
则 如 上 求 出 指标 k 与 典 则 函数 X(z) 后 ,其 一 般 解 由 (2.10) 给 出 ， 且 在 
普通 节点 附近 有 界 的 解 必 在 该 处 等 于 零 ( 且 零点 的 阶 数 小 于 1)， 而 在 特 
异 节 点 附 这 ， 解 必 有 界 ， 


现在 考虑 一 般 的 非 齐 次 问题 (2.17). 我 们 仍 可 将 它 改 写 为 (2. 12). 由 于 
X(z) 的 性 质 (特别 是 在 各 节点 附近 的 性 质 ) 与 上 段 所 论 相 似 ， 所 以 由 (2. 13) 
定义 的 Bo(z) 仍 有 类 似 的 性 质 . 因此 上 段 中 有 关 的 讨论 全 都 成 立 ， 从 而 可 得 
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定理 4.2.4 对 于 非 齐 次 民 _ 问题 (2.17), 设 在 hlc1,cz，…,cg) 类 中 求解 ， 
相应 于 该 类 的 指标 为 k， 典 则 函数 为 X(z)， 则 定理 4.2.2 中 的 所 有 结论 


注 由 于 非 齐 次 问题 在 Ac ,cz，…ca) 类 中 的 一 般 解 (如 果 存 在 ) 可 写成 
其 一 特 解 与 相应 的 齐 次 问题 在 同一 类 中 的 一 般 解 之 和 . 而 h, 类 是 最 窗 的 解 
类 , 因此 类 中 的 任何 特 解 (如 果 存 在 的 话 ) 当然 也 是 上 述 解 类 中 的 特 解 ， 
因此 (2. 16) 即 问题 在 hlci ,cs ，… ,co) 类 中 的 一 般 解 也 可 改写 为 


Xz) g(t) | / 
一 - 9 2. 
Bz) 2fi J KT dt+ X(z)P 1(z) (2. 16) 


其 中 X,,《z) 为 类 中 的 典 则 哨 数 , 而 XX(z) 仍 为 hbci ,cz ,… ,cq) 类 中 的 典 则 
函数 . 


4.2.3 相 联 入 问题 


和 封闭 曲线 情况 类 似 , 对 于 带 节点 的 曲线 L 上 的 RR 问题 , 也 可 定义 其 相 
联 问题 . 亦 即 , 对 于 R 问题 (2. 17), 我 们 称 问题 


一 _ 1 
本 人 一 GD YD (2. 22) 


为 它 的 相 联 R 问题 . 
像 2. 3. 2 段 中 那样 ，(2. 17) 与 (2. 22) 之 间 也 有 密切 联系 .首先 注意 , 我 
们 这 里 是 要 求 = = oo 时 解 取 零 值 , 还 应 注意 , 讲 到 求解 一 个 尺 问题 时 , 一 定 
要 联系 到 在 某 一 类 中 求解 . 
把 (2. 22) 与 (2. 17) 相 比较 , 我 们 看 到 , 系数 GG) 现在 换 成 了 1/G(z)， 
此 logG(9D 换 成 了 一 logG(t)( 取 适当 分 支 ). 所 以 对 于 以 某 一 节点 c 为 端点 的 
_ 万 来 说 ,yx 现在 换 成 了 一 Yi， 于 是 7 也 换 成 了 一 %. 由 此 可 见 , (2. 17) 的 
特异 节点 与 普通 节点 , 仍 分 别 是 (2. 22) 的 特异 节点 与 普通 节点 . 仍 设 cl， 
cz，…scm 为 L 上 的 普通 节点 , 且 有 二 hbci ,cz ycy) 为 我 们 要 考虑 的 (2. 17) 
的 解 类 . 我 们 称 h = jcsa ,corz，…,cm) 为 相 联 问 题 (2. 22) 的 与 类 相 联 的 
类 . 并 且 总 是 以 带 撤 的 记号 来 表示 (2. 22) 在 相 联 类 A 中 的 相应 记号 , 例如 由 
X 二 一 定义 的 %'。、 指标 x 、 典 则 函数 X’(z) 等 , 而 把 不 带 撤 的 记号 仍 保留 
给 (2. 17) 的 h 类 中 的 相应 记号 . 
对 于 特异 节点 c 来 说 , 因为 w = 一 a。， 所 以 = 一 4。. 现 设 c 为 普通 节点 . 
如 果 c € {asco,… ,co)， 故 0 过 a 十 达 1, 但 这 时 c EE {ceri scorz cn》 
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故 一 1 之 a 和 十 A 过 0; 从 而 由 a 。 = 一 ac 仍 得 4 和 == 一 A 当 cE (coHycotz 
cm} 时 也 有 类 似 情 况 . 总 之 , 不 论 c 是 怎样 的 节点 ,总 有 X= 一 A. 于 是 ， 相 
联 问 题 (2. 22) 在 相 联 类 h 中 的 指标 kx 一 一 kx. 又 由 (2. 4), 很 明显 ， 

T(z) =— T(z), 


故 X(z) 二 一. 再 由 (2. 21) 便 可 得 知 ，X'(z) = 二 (当然 可 以 相差 一 个 
Xz) X(z) 1 


非 零 常数 因子 )， 于 是 我 们 得 到 , 齐 次 相 联 问题 (2. 22) 在 相 联 类 中 当 > 
0 即 二 0 时 有 一 般 解 


_ Pi(z) 
Pz) = ， | 
或 即 , 当 <k< 0 时， 
VW,(z) 一 起 5 k=0,1,.…,—x«x—1 


为 (2. 22) 在 hr" 类 中 的 线性 无 关 全 解 系 ; 而 当 w 志 0 即 x 之 0 时 , 它 在 有 类 中 
只 有 零 解 . 
但 对 于 非 齐 次 R 问题 (2. 17) 来 说 , 在 严 类 中 求解 时 ， 当 “ 0 时 无 条 件 
可 解 , 而 当 < < 0 时 ,其 可 解 条件 为 (2. 15), 现在 可 改写 为 


| gwd =o, k=0,1,.,—k—1. (2. 23) 
因此 我 们 得 到 与 定理 2. 3. 3 相 类 似 的 结果 ， 


定理 4.2.5 R 尺 1 问题 (2.17) 在 屎 类 中 可 解 的 必要 充分 条 件 是 g( 与 齐 次 相 
联 问题 (2. 22) 在 相 联 类 h 中 的 一 切 解 的 正 边 值 正 交 . 


习 题 


1. 车 不 要 求 @(oo) 二 0, 仅 要 求 B(z) 在 co 处 有 界 , 试 求解 问题 (2.17). 
2. 在 上 是 的 情况 下 , 是 否 有 类 似 于 定理 4. 2.5 的 结果 ? 


4.2.4 ” 几 种 重要 特殊 情况 


本 段 讨论 在 应 用 中 特别 重要 的 几 种 特殊 情况 下 的 R 问题 . 

1” 若干 开口 弧 段 的 情况 ” 设 工 由 条 互 不 相交 的 光滑 开口 弧 段 L; 一 
28; Gj 二 1,2,…,n) 组 成 , 各 上 ; 均 取 成 自 a; 到 5; 为 正 向 . 我 们 要 求解 及 问 
题 (2.17), 其 中 G(),g(z) 都 是 给 出 在 L 上 EE€ 玉 的 函数 . 仍 设 要 求 @(co) 一 
0. 现在 诸 a ,b; 都 是 节点 . 

这 种 情况 虽然 简单 , 却 最 常见 .因为 每 一 节点 即 端点 处 只 有 并 中 一 条 弧 
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以 它 为 起 点 或 终点 ，(2. 18), (2. 19) 现在 成 为 
Ya 一 Qa, 十 矶 ,一 一 8 ， ‘og Ga) 
logG(b,) (2. 24) 
Ys 一 Qbi 十 地 二 i : 
根据 所 要 求 的 解 类 定义 4。 ,和 与 <， 而 典 则 函数 (2. 21) 就 成 为 
X(z) = TT a) (z—b;)% el®, (2. 25) 
j=1 
其 中 PCz) 仍 由 (2. 4) 给 出 ， 
对 这 种 情况 我 们 不 再 作 详细 讨论 . 


2” 封 闭 曲线 情况 ” 现 设 工 是 一 条 封闭 的 (分 段 ) 光滑 曲线 , 已 取 定 反 时 
针 向 为 其 正 向 . GC(2) ,gC) 给 出 在 L 上 , 但 有 着 干 个 点 co ,cl，… ,cs〈 按 沿 工 正 
向 前 进 的 方向 排列 ) 为 GC) 或 g(O 的 第 一 
ci 类 间断 点 , 并 设 E Ho, 即 在 每 一 弧 段 L; = 
S- cc 上 € 日 (图 4-6)Q. 仍 要 求解 (2. 17)， 
L 使 解 在 某 个 类 中 , 且 G(co) = 0. 

现在 各 c; 是 问题 的 节点 . 我 们 可 以 用 下 

ct 面 方法 使 问题 求解 的 手续 稍为 简单 些 . 
呈 ”在 诸 L; 中 任意 取 定 一 段 弧 , 例如 工 ! = 
6a. 在 其 上 任意 取 定 log G(z) 的 一 连续 分 
支 , 它 在 co,c 处 的 值 分 别 记 为 logGlco 十 0)， 
log G(cl 一 0). 然后 接着 在 Ls = Ge 上 ( 若 n 之 2) 选取 logGC2)' 的 一 连续 分 
支 , 其 在 c1 ,cs 处 的 值 分 别 记 为 log Glci 十 0) ,log Gles 一 0), 使 满足 下 列 条 

件 : 如 果 c 是 一 特异 节点 ， 则 要 求 
argC(Ccl 一 0) = argG(c 十 0) 

《当然 ， GD 在 a 处 连续 , 但 g(2) 在 此 处 不 连续 时 也 属 此 情况 ); 如 果 c 是 一 
普通 节点 ， 则 根据 解 BCz) 要 求 在 cl 附近 有 界 或 允许 有 可 积 奇 异性 ,分 别 要 求 


0 一 到 [argGda -0 一 argG(a 二 00] 一 1 
或 
一 1 一 到 [arg Ga 一 0) 一 argG(cl 十 0)] 二 0. 


@ 一 般 ,，G(z) ,g(t) 可 有 不 同 的 间 其 点 ,但 不 妨 把 所 有 这 些 点 都 算 作 节点 ， 甚 至 坟 . 


上 的 角 点 也 可 列 人 节点 之 列 . 
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这 就 是 说 , 在 ci 处 , 我 们 已 做 到 Yo = au +iA ， 简 记 为 二 ai 十 设 时 其 中 
实 部 a 已 分 别 满足 a = 0, 0 过 a 二 1 或 一 1 过 a 二 0， 从 箱 按 以 前 的 记号 ， 
在 ci 处 应 取 和 (= ) = 0. 

然后 再 在 Ls = 4 (车 n 之 3) 上 选取 logG(D 的 一 连续 分 支 , 类 似 于 上 
面 方法 , 使 满足 类 似 要 求 , 从 而 42 = 0. 如 此 继续 下 去 , 直到 Pa = co 
上 也 已 选 定 了 logG(z) 的 连续 分 支 为 止 . 这 样 , 我 们 得 到 和 = ja 一 … 一 X。 
二 0. 这 时 ， 


?0 一 ao0 十 训 一 LiLlog Geo 一 0) 一 logG(co 十 0)] 


就 已 有 确定 的 值 . 再 根据 解 类 在 co 处 的 要 求 , 定 出 lo; 这 样 , x 一 一 加 就 是 
问题 的 指标 . 这 时 , 典 则 函数 (2. 21) 就 简化 成 

X(z) = (z 一 co) er ， (2. 26) . 
其 中 芽 (z) 仍 由 (2. 4) 给 出 ， 当 然 其 中 logG() 已 如 上 选 定 . 

我 们 甚至 还 可 这 样 做 . 一 开始 不 从 co 出 发 ,而 从 例如 二 上 的 一 个 内 点 c 
出 发 (G(z) 在 这 里 当然 连续 ), 好 像 把 它 也 看 成 一 个 节点 (必然 是 特异 节点 ). 
先 设 ci 上 取 定 log Gt) 的 任 一 连续 分 支 , 以 后 依次 在 Lz ,Ls,…,L, 以 及 coc 
上 取 定 logG(z) 的 连续 分 支 如 前 , 这 样 就 可 使 如 二 … 二 丸 二 0 二 0, 但 
logG(c 一 0) 与 logG(c 十 0) 一 般 并 不 相等 . 但 由 于 logG(z) 在 < 处 连续 , 这 时 


Y= a 一 元 [logG(c 一 0) 一 logG(c 十 0)] 
= 让 [arg Glc—0)—argG(c+0)] 


已 是 一 整数 . 现在 应 取 4 使 4 十 7. = 二 0, 而 指标 x = 一 4%。， 亦 即 , 这 时 间 题 的 
指标 有 简单 公式 


1 Glc— 0) 
k= ag Cec To (2. 27) 
而 典 则 函数 (2. 26) 则 要 改写 为 
X(z) = (< 一 c) er ， (2. 28) 


其 中 工 (z) 仍 由 (2. 4) 给 出 ,当然 其 中 logG(z) 也 要 如 上 取 定 . 

以 上 两 种 做 法 各 有 其 优点 . 前 者 比较 自然 , 不 需 引 进 本 来 不 是 节点 的 c 
点 . 特别 当世 上 仅 有 一 个 节点 ce 时 更 为 方便 . 后 者 做 法 对 各 节点 的 处 理 比较 
整齐 . 特别 当 原 有 节点 中 , 若 有 某 个 cx 是 g (2) 的 间断 点 而 并 不 是 GCz) 的 间 
断 点 时 , 就 可 取 这 个 点 作为 c 比较 方 使 . 

还 可 注意 , 1 的 情况 可 以 看 做 这 里 的 特例 . 因为 , 可 以 把 1 中 诸 二 补充 
连接 成 一 光滑 封闭 曲线 ,而 在 各 补充 的 弧 段 上 令 C(O 二 1, g(t) 二 0. 这 就 
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变 成 这 里 讨论 的 问题 了 . 

3” 无 穷 直线 情况 “当世 是 一 条 无 穷 长 直线 例如 实 轴 X 时 , 在 应 用 中 也 
常见 . 设 在 某 个 解 类 中 要 求解 R 问题 

D(x) = GE (x) gx), rEX, (2. 29) 

这 里 Gz),g(z) € 让 , 亦 即 分 段 E H (包括 co 点 附近 在 内 ). 这 也 是 2 的 
一 特殊 情况 . 设 G(z),g(z) 在 六 上 有 间断 点 (由 小 到 大 排列 ) ci cz， scx， 
同时 oo 点 也 可 能 是 间断 点 ， 即 在 士 co 处 它们 可 能 分 别 取 不 同 的 值 . 现在 ce 
点 属于 X, 故 不 能 要 求 8(co) = 0. 我 们 只 要 求 B(z) 当 z 万 XX 时 处 处 解析 . 
由 于 oo 点 有 某 些 特殊 性 , 故 须 稍 加 小 心 . 

我 们 不 妨 按 2° 中 第 一 种 办 法 来 做 : 把 co 点 看 做 co, 亦 即 , 在 一 co 委 z 反 
c 上 , 取 定 logG(z) 的 一 连续 分 支 , 然后 依次 各 取 它 在 上 志 工 过 cz,*…scn 三 
Zz 忒 十 co 上 的 一 连续 分 支 , 使 在 各 c; 处 log G(z) 的 跳跃 符合 2" 中 所 述 要 求 ， 
最 后 则 定义 


和 = a + Ro = iLlog G+ 00) 一 logG( 一 co)]， 


由 此 再 确定 整数 4 使 4o 十 cc 一 0, 或 者 0 一 Me 十 aco 二 1 或 一 1 < 过 oo 十 aco 
过 0, 视 oo 点 为 特异 节点 , 或 者 为 普通 节点 且 要 求 8(z) 在 oo 附近 有 界 或 允 
许 有 不 到 一 阶 奇异 性 而 定 . 然后 指标 为 
£ 一 Aw. 
仿照 2. 4. 1 段 , 按照 我 们 现在 的 要 求 , 可 以 得 出 如 下 结果 
设 要 求 问 题 (2. 29) 在 hc ,cs，…,co) 类 中 求解 (现在 c; 不 一 定 要 按 从 小 
到 大 的 次 序 排列 ，co 点 也 可 能 在 {ci ,cz ，… ,ca) 中 ). 仍 记 
' | ， 当 z 区 2Z+; 


Y(z) 一 ， :Kk (2. 30) 
(1 ) er ， 当 xzE€2-， 
其 中 
Fa = z+ti logGo lz),, (2. 31) 
去 一 oo z 十 i Xz 
GuCz) = (Ey GCz)， 
这 里 


logGo (x) = klog 过 十 : + logG(z) 


且 logG(z) 已 如 前 取 定 , log 生 十 | 也 在 整个 X 上 任意 取 定 一 连续 分 支 , 但 它 
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在 z = 十 ce 处 的 值 一 般 不 等 . 则 当 x 0 时 , 问题 42. 29) 有 一 般 解 


YaDfhez+i ga Y(2)Q, 2) 
5%) 一 | dt (2.32) 


其 中 Q(z) 为 k 次 任意 多 项 式 ; 当 < 一 一 1 时 , 应 肥 Q = 0; 当 k < 一 1 时 , 当 
且 仅 当 
to g(xz) 
oo YtCz) (z+ i) 
满足 时 才 有 唯一 解 (2. 32) (其 中 Q. = 0). 


习 题 


dz 一 0， 了 一 23，…， 一 K (2. 33) 


1. 试 论证 3° 中 的 结论 . 
2. 可 不 可 以 把 (2. 31) 写成 
十 co 十 ce 
re =| 琶 2 二 te 一 赤 | 王 汪 天 
从 而 略 去 其 中 最 后 一 项 (这 不 过 影响 改变 Y(z) 的 一 个 非 零 常数 因子 ， 但 这 是 
允许 的 )? 类 似 的 问题 也 存在 于 解 的 表达 式 (2. 32) 中 . 
3. 当 ee 点 不 是 节点 时 ， 上 题 中 提出 的 问题 又 应 怎样 回答 ? 


dz, 


4.3 间断 系数 的 Hilbert 边 值 问题 


4.3.1 单位 圆 情况 


设 工 为 一 封闭 的 Lyapunov 曲线 , 取 定 反 时 针 向 为 正 向 , 所 围 内 域 记 为 
S+， 我 们 再 来 考虑 Hilbert 问题 : ， 

Re{[a() +ib)]G (0)) = elt), teEL, (3. 1) 
但 这 一 次 a(#) ,6(#) ,c(t) 在 L 上 可 以 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 未 知 函数 B+ (2) 
是 S 内 全 纯 函 数 BCz) 在 L 上 的 边 值 , 但 在 上 述 各 点 处 , 它 至 多 有 不 到 一 阶 
的 奇异 性 . 

和 2. 6 节 中 一 样 , 用 保 形 映 射 , 可 以 把 L 及 其 内 域 St 变 成 单位 圆周 及 其 
内 域 . 这 时 a(z) ,58(2) ,clz) 仍 保留 着 同样 的 性 质 . 因此 ， 以 下 我 们 不 妨 就 设 工 
为 单位 圆周 |z| = 1，S 为 |z| 过 1. 我 们 设 a(2) ,8602),c() 在 L 上 coya,*…， 
cn 处 有 第 一 类 间断 点 , 仍 称 为 问题 的 节点 , 还 设 它们 € Ho 于 LL 上, 并 限于 考 
虑 正则 型 情况 : a(2) 十 5(2) 关 0 于 LL 上. 


232 一 般 情 况 下 的 边 值 问题 


与 2. 6. 3 段 中 类 似 , 把 B(z) 对 称 扩 张 成 全 平面 中 的 分 区 全 纯 函 数 
G(z)， 当 zE St 时 ; 
(2(z) =4_ 一 了 
5( 二 )= 9( 坪 )， 当 z ES 时 ， 
则 问题 仍 可 化 为 Ro 问题 ( 即 要 求 BC(oo) 有 界 ) 
(TO = GO (+ g(), (3.2) | 
其 中 


GO) = 一 2 一 这， sn = (3.3) | 


a 十 这 | 
且 要 求 Q(z) 满足 条 件 Q(z) = 5( 十 )， 所 不 同 的 , 现在 是 间断 系数 的 


Riemann 边 值 问题 . 问题 (3. 1) 的 解 也 可 分 成 一 些 解 类 , 也 是 Q(z) 所 属 的 解 
类 ， 例如 ， 要 求 属 于 六 (co ycl Cr) ， 即 ， 在 普通 节点 C09C1， ”Cg 附近 有 界 ， 
而 在 其 他 节点 不 作 此 限制 . 这 时 普通 节点 与 特异 节点 区 分 的 方法 就 按照 及 问 
题 (3. 2) 来 决定 . 

对 于 (3. 2), 我 们 可 按 4. 2.4 段 ,2" 中 的 方法 求解 , 这 时 


<“ 一休 [argG(D] 一 一 到 [we 这] (3. 4) 
名 是 问题 的 指 标 ， 但 要 注意 ,现在 « 不 一 定 是 偶数 .这 是 因为 在 讨论 
2 下 这 的 辐 角 的 晓 度 时 , 要 与 整个 函数 log 4 二 世 的 虚 部 的 了 唉 度 相 联 系 来 看 ， 


而 不 能 拆 成 两 个 消 数 log(a 一 认 ) 与 ca 未 看 

以 下 的 讨论 完全 与 2. 6. 3 段 类 似 . 要 特别 当心 的 是 : x 现在 可 以 是 偶数 也 
可 以 是 奇数 . 

现在 规范 化 典 则 函数 X(z) 仍 如 2. 6 节 给 出 , 对 于 齐 次 问题 (c 三 0), 当 
k 宇 0 时 , Ro 问题 (3. 2) 的 一 般 解 仍 如 第 二 章 (6. 17) 式 给 出 ; 由 对 于 Q(z) 的 


特殊 要 求 Q(z) 一 可 ( 荆 ) 以 及 和 (十 )= zeX(z) (参看 第 二 章 (6. 16) 式 ), 则 
所 求解 


2c 
Qa 十 记 ? 


Bz) = X(z)(Cz 十 Clzxc 十 … 十 C)，zEST， (3.5) 

其 中 
Ce 一 区 (3. 6) 
当 “ 为 偶数 时 , 这 又 和 第 二 章 (6. 18) 式 相同 (Cus 为 实数 ); 当 w 为 奇数 时 , 则 
(3. 6) 说 明 只 有 Co ,Ci，…,Co wyz 可 以 任意 选取 . 不 论 哪 种 情况 ，(3. 5) 中 共 
含有 x 十 1 个 实 常数 ， 当 «一 1 时 , 齐 次 问题 在 所 说 解 类 中 只 有 零 解 . 


in 


EE 


eR sb hs Ee oka 
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对 非 齐 次 二 问 题 (3. 1) 来 说 , 当 x 之 0 时 , 其 一 个 特 解 仍 如 第 二 章 (6. 22) 
表示 为 


XCz) cd | td 
和 (2 = oi [， GT aot", (a+ip)X (Dz) 


一 性 ! 
-zz at] (3.7) 
再 加 上 (3. 5) 式 就 是 所 求 一 般 解 . 当 « 一 一 1 时 ， 它 有 唯一 解 (3. 7), 但 这 时 解 
又 可 化 简 为 
X(z) cdr 
ri JL (atib) Xt — zz) 
当 « 志 一 2 时 , 又 和 以 前 一 样 , 非 齐 次 问题 (3. 1) 当 且 仅 当 满足 可 解 条 件 
大 
| L (a re 加 
时 有 唯一 解 ， 且 此 时 解 仍 可 写成 (3. 7) 


习 是 


Plz) = 


(3.7)  . 


0， k=0,1,.…,—x—2 (3. 8): 


斌 证; 在 (3.8) 中 , 当 & 一 j 与 上 一 一 < 一 2 一 ) 时 它们 只 表示 同一 式 子 . 由 
此 计算 出 (3. 8) 中 实际 上 共有 多 少 个 实 的 条 件 . 并 说 明 问 题 的 实 自由 度 .， 

提示 ”利用 等 式 (4 一 DX (2) = 一 《a 十 庚 )XX+ 2) 以 及 XTG) == rr 多-(z)， 并 注意 
当 «为 偶数 时 ，(3. 8) 中 当 关 = 一半 一 1 时 是 一 个 实 条 件 . 


答 实 自 由 度 为 x 十 1. 
4. 3.2 半 平 面 情况 


和 连续 系数 情况 一 样 , 半 平 面 中 间断 系数 的 H 问题 也 是 很 常见 的 . 仍 设 
了 一 X 为 实 轴 . 要 寻求 一 个 在 上 半 和 平面 24+ 内 全 纯 的 函数 @(z), 使 其 在 X 上 
的 边 值 满足 条 件 
Re{falx)+ibzr) Gr)} = clrx), xz EX, (3. 9) 
其 中 aCzx),5(z) ,clzx) 为 E 本 的 函数 , 在 关上 有 若干 个 第 一 类 间断 点 co， 
cly…cn (co 点 也 可 能 在 其 内 ), 在 这 些 节点 附近 ,允许 B(z) 有 至 多 不 到 一 
阶 的 奇异 性 . 
和 和 2.6.4 段 类 似 , 定义 
Q(z) -1 EZ 
Bz) = BD， 当 z€ 2-， 
则 问题 (3. 9) 可 化 为 R 问题 
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Cr(z) = GO (xr)+gelz), rz EX, (C3. 10) 
其 中 


G(xz) = 


一 记 2c 
aFib’ 8(D 24 
按照 问题 (3. 10), 也 可 把 节点 分 为 普通 节点 与 特异 节点 两 类 ， 并 规定 
(3. 10) 或 即 (3. 9) 所 求 的 解 属于 hlci sC2 Co) 类 ， 当然 C19C2， ”Cg 都 应 是 
普通 节点 . 于 是 可 求 出 (3. 10) 亦 即 (3. 9) 在 该 类 中 的 指标 


一 去 [argG(z)]x 一 去 [ arg2 让] ， (3.11) 


这 里 辐 角 的 选 法 见 4. 2. 4 段 , 3". 这 样 , Y(z) 仍 由 (2. 30) 给 出 , 其 中 (zx) 现 1 
在 可 写成 
rw = 1[ z+ti @cz)dz 十 C， C3.12) | 


下 _ 工 十 i 工 一 = 


这 里 . 

oo = Hel (om]- ol- (EE) 
为 一 实 函数 . 此 外 , 考虑 到 矿 (z) 可 相差 一 常数 因子 , 因此 我 们 在 (3. 12) 右 端 
添加 了 一 待定 常数 C 的 项 . 我 们 将 选择 C 使 结果 简化 , 要 求 民 z) 二 T(z). 但 
因 ， 


to vv 一 
Fa = 起 | 2 129dz 十 C， 


羡 一 下 并 一 之 
因此 ， eS 只 要 把 C 取 成 纯 虚 数 iy 就 行 . 这 时 


27= 却 一 (2 一 十 [SLE 2 一 i LE OT) 7, 


oo (i 工 十 1/ 工 一 之 -oo XT? 十 1 
从 而 . 
| 1 z+iQx), in Oz) 
D(z) 一 二 | zi rad 于 | 1d 
_1fP (t+ DOCz) / 
-| edz. (3. 12) 
这 时 , 如 2. 6.4 段 那样 , 也 有 
过 Z—i1\* 
Y(z) = (于 i) Y(z). (3. 13) 
这 样 , 对齐 次 R 问题 (3. 10) (c 三 0), 如果 w“0, 则 其 一 般 解 为 
Q(z) = (Gs 十 Giz 十 … 十 Cz*). (3.10 


但 对 fH 问题 (3. 9) 来 说 ， 
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6(z) = [Qkz) +6(z)]. 


于 是 由 (3. 13) 立即 可 知 ,(3. 14) 中 的 所 有 Co ,Ci ，… ,CG 均 应 取 成 实数 , 就 成 
为 齐 次 问题 (3.9) 在 hlci ,cz ，… ,cg) 类 中 的 一 般 解 . 注意 , 由 于 这 时 <E Zt， 
故 Y(z) = eN?3, 当 二 0 时 , 问题 显然 只 有 零 解 . 

对 于 非 齐 次 R 问题 (3. 10)， 当 “ 一 1 时 ,由 (2. 32), 有 特 解 


Q(z) = YC ti g(x) dz 
2xi J wx 二 i Yt(r) (zr z) 


_ Y(z) tes 十 i Cd 
ri -zz 十 i (十 这 )YHCz)(z 一 z) 


从 而 H 问题 (3.9) 在 所 求解 类 中 有 一 特 解 
@(z) 一 二 [OCz) + F(z)], 
再 加 上 相应 齐 次 问题 的 解 (3. 14) 即 得 其 一 般 解 . 注意 到 
YO = = (HF) 六 Co =— et (EF) 六 (Ca， 


《3. 15) 


工 十 i a—ib\z+i 
因此 Q(z) 可 由 下 式 算 出 : . 
5 =— 2 i 
Tl loXT1 (a—ib) Yr) (zr— 2z) 
= (车) (于 i) FE 
z 十 i Nl J-AZ 一 1 人 AZ 一 1 (CactibYt (xr) (zr 2) 
(3. 16) 


特别 ， 当 wx = 一 1 时 , 易 见 人 0(z) == 0(z)， 因此 这 时 H 问题 (3.9) 有 唯一 解 
人 2C(z) 由 (3. 15) 给 出 . 
当 w 一 一 1 时 , R 问题 的 可 解 条 件 是 
六 Cdz 
一 (a 十 iD)Y(z)( 工 十 iD 


一 0， 一 2)3，……， 一 Ap (3. 17) 


也 可 写成 


3) er em-" 
一 AZ 十 i (Catib)Yt Cr (rt)? 1 
了 一 0,1，… 一 < 一 2. (3. 17)’ 

它 也 是 H 问题 (3. 9) 的 可 解 条 件 . 当 它们 成 立时 , R 问题 (3. 10)》 有 唯一 解 
(3. 15). 但 易 证 Q(z) 也 是 其 一 个 解 , 因而 由 解 的 唯一 性 知 Q(z) 一 Q(z)， 从 
而 五 问题 (3. 9) 的 唯一 解 仍 可 由 (3. 15) 给 出 . 

为 了 检验 我 们 所 得 结果 的 正确 性 , 不妨 直接 验证 当 “ < 一 1 时 ,确实 
Q(z) 二 Q(z). 将 (3.16) 改写 为 
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Da = Ya (zt+i™* ); (zi)™ cdzx 
oz—D™! (r+ *Cr—z) (atib)Yt (zr) 
设 
Ci A. .A B 
(z+ “(rz— 2z) it ti {zz 
易 证 
_(z 一 D 
3 A TD 


再 利用 可 解 条 件 (3. 17)’, 便 可 得 到 
f(z) = Q(z). 
为 了 和 弄 清 楚 可 解 条 件 (3. 17) 或 (3.17) 中 究竟 有 多 少 个 实 的 条 件 ， 如 
2. 6.4 段 中 所 做 那样 进行 讨论 . 由 (3. 12) 知 ， 


Yt(z) 一 emp 人 二 8) 十 区 二 | zt! de]. 


eE 十 i E 一 并 
不 计 一 非 零 常数 因子 ， 又 可 写 
. Yt(z) = 一 /一 (于 ) 呈 人 过 b (7), 
其 中 
(tz 二 DO(E) 
:一品 | 直人 5 时 
记 . 


arg(z 二 i) = 0(7r), arg(z—i) =—0(7x), 
“其 中 bz) 已 取 定 一 连续 分 支 , 例如 0 十 co) = 0. 于 是 
Zi 


人 一 1 
可 解 条 件 (3. 17)’ 现 可 写 为 
| Ci 和 0 VCZ)C dz 
1 
— Ca? TP)2 Cr+i)? 
其 中 Ca? 十 太 )3 要 理解 为 
(a 十 只 六 = (a+ ib) “二 


一 0， 有 一 0,1…… 一 上 一 2， (3. 18) 


= (ae 士 认 eiec ， 


mw(z) = arg < 


4 
这 里 , 最 后 一 式 中 的 辐 角 已 按 以 前 规定 取 好 . 注意 


(a 十 忆 )? 一 士 V 亚 十 更 ， 


人 ep = 
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其 中 正 、 负 号 在 相 邻 节点 间 的 各 直线 段 上 可 能 各 自 取 得 不 同 . 记 


H(z) 一 y(X) _ (XE de 


(a? FPC 二 1D) 加 Ca 二 i 记 )Cre 十 1 
它 是 一 实 函 数 ( 在 节点 处 可 有 第 一 类 间断 点 ). 这 样 ，(3. 18) 可 写成 
十 co . Kk 
[eonc)er)dr =0, k= 0 ——2. 


当 为 偶数 时 , 写成 实 的 形式 , 则 为 


ea . 
. | H(zx)c(x)cos2j0(7x) dz = 0,， j 一 0 一生 一 1 | 
-co (3.19) 
[HOVe)sin2j0(z) dz =0, j — 1,2, 一 各 一 1; 


当 “为 奇数 时 ， 则 有 
十 co 
| BCz)cCz)cos (2j— 1)0Cx) dz = 0, 


十 co 
| 于 (zc(z)sin (2j — DOCx) dz = 0， 


j= 1,2 一 (3. 20) 


因此 , 无 论 < 为 偶数 或 奇数 ，(3. 19) 与 (3. 20) 都 表示 一 x 一 1 个 实 的 条 件 . 
由 此 可 见 , 原 HH 问题 的 实 自 由 度 为 x 十 1. 


习 题 


1. 试 作出 单位 图 中 间断 系数 的 解析 函数 Dirichlet 问题 的 解 . 
2. 同上 题 ， 但 单位 圆 改 为 上 半 平 面 . 
3. 试 研究 正文 中 Ca? 十 大) 一 十 /a7 十 本 的 正 、 负 号 究竟 如 何 选取 . 


4.4 其 他 边 值 问题 


4.4.1 一 般 复合 边 值 问题 
现在 我 们 可 以 把 2. 7 节 讨 论 过 的 复合 边 值 问题 推广 到 更 一 般 的 情形 . 仍 


设 DD 为 一 有 界 单 连通 区 域 , 其 边界 上 为 一 Lyapunov 曲线 . 又 设 F > 由 
j=1 
DD 内 一 组 互 不 相交 的 光滑 弧 段 T= 8 G = 1,2,…,n) 所 组 成 , 且 已 取 定 自 


| 
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aj 到 5; 为 其 正 向 (如 果 刀 中 有 某 些 为 封闭 曲线 也 无 关 紧要 ). 复合 RH 问题 提 


法 如 下 : 求 在 DD 一 本 内 全 纯 、 连续 到 工 与 卫 两 侧 ( 端 点 可 能 只 外) 上 的 函数 
G(z)， 使 满足 

1° Bi (7) = GDB (7) 二 g(r?),，tET, (4.1) 

2° Re(La(Gb +ib0) B00)) = ce), tEL, (4. 2) 
这 里 为 简单 起 见 ， 设 实 函数 a(t),b(2) ,c(t) E 是 于 L 上 , 上 生 a 十 记 关 0, 而 
GD ,g(t) E 日 于 上, 且 G() 关 0. 要 注意 的 是 : 在 了 的 各 端点 cj ,b; 附近 ， 
(lz) 可 允许 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 我 们 可 按 1° 的 要 求 , 仿照 R 问题 时 那样 ， 
把 各 端点 分 为 普通 端点 与 特异 端点 两 类 , 也 同样 称 为 上 述 RH 问题 的 普通 端 
点 或 特异 端点 . 求解 时 ， 也 应 要 求 B(z) 属于 某 一 指定 的 解 类 ， 例 如 
Aclycz，…cz)， 其 中 cycz， ,co 为 某 些 普 通 端点 ， 即 要 求 @6(z) 在 这 些 端点 
附近 有 界 , 而 在 其 他 普通 端点 附近 可 以 允许 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 而 在 所 有 
特异 端点 附近 ,以 后 可 以 看 到 ， 只 能 至 多 是 几乎 有 界 的 . 

2.7 节 中 所 述 的 消去 法 这 时 仍 有 效 . 

在 各 本 上 取 定 log G(r) 的 一 连续 分 支 , 记 

Re EC], 8 -Reseg] 


2ri 
使 得 
0<a<1l, a E (ac co); 
oj 二 0， 当 a 为 特异 节点 ; 
一 1 < 之 a; <0， 其 余 情 况 ; 
， 并 再 选取 整数 x;, 使 得 
0 过 房 一 所 所 当 6; € {a ,ca ,cg); 

Kj 二 Bj， 当 b; 为 特异 节点 ; 

一 1 之 Bi 一 x; 二 0， 其 余 情况 . 


于 是 , 二 2x; 为 相应 RR 问题 1 属于 Ac ,cz ,cv) 类 的 指标 . 再 记 
j=1 


k= Indla—ib) = [arg(a— ib)],, 
2 


我 们 就 可 称 KK 一 上 十 < 为 RH 问题 属于 Acl cz，…cy) 类 中 的 指标 . 
相应 R 问题 1 的 典 则 函数 现在 是 
X(z) 一 Tc ) en®, (4. 3) 
:1 . 


了 一 


其 中 
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r(z) = i| Pec, zEL. 


r 工 一 
在 hci,co，…,cg) 类 中 求 出 DD 中 相应 R 问题 的 一 个 特 解 


_ Xz) g(r) 
(2) 一 全 年 | (4. 4) 


利用 消去 法 换 元 , 令 
G(z) = Bz) + XC(z) Go C2), (4. 5) 

其 中 @(z) 为 D 一 下 中 新 的 未 知 函数 . 加 

和 2.7 节 中 一 样 , 易 证 在 各 弧 的 内 点 z 处 , (no 一 古人 故 加 (z) 
在 刀 内 单 值 解析 ,只 在 各 端点 wj ,5 处 可 能 有 奇 点 . 我 们 来 证 明 , Bo (z) 在 各 
端点 处 也 是 解析 的 . 

由 (2.7) 知 ,，X(z) 在 端点 c (= ai 或 5;) 附近 ， 

X(z) = (z— XxX.(z), 

其 中 Rey. 二 ,一 1 之 a 过 1, 而 Xe(z) 在 c 附 近 制 开 的 邻 域 中 解析 , 且 
关 0. 注意 到 Gi (z) € Acycz，…co)， 根 据 对 BCz) 的 要 求 ， 可见 应 要 求 
X(z)go(z) €E clycz sa). 

若 c 为 一 特异 端点 , 则 w 二 0, 因此 X(z) 在 c 附近 有 界 , 且 夭 0, 今 
Go (z) 既 以 c 为 孤立 奇 点 ,而 又 只 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ， 故 必 以 < 为 常 点. 顺 
便 看 出 ,因为 这 时 B(xz) 在 z = 二 c 附近 几乎 有 界 , 可 见 ， 如 果 RH 问题 有 解 ， 
则 解 B(z) 也 必 在 一 < 附近 几乎 有 界 . 若 cE {ci ;cz，…,cg}, 则 因 0 过 a 过 
1, 又 @(z) 在 这 里 有 界 ,， 故 为 了 保证 X(Cz)@o(z) 也 在 此 有 界 ，@(z) 也 必 以 
c 为 常 点 , 且 这 时 未 知 函 数 BCz) 也 必 在 此 有 界 . 车 c 不 属 以 上 两 种 情况 ，, 则 
一 1<w<0, @1(z) 在 c 附 近 有 不 到 一 阶 奇异 性 , 为 了 保证 BCz) 也 是 如 此 ， 
必须 X(z)Go (z) 也 是 如 此 ,从 而 Bo《z) 也 只 能 至 多 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 因 
此 也 必 以 < 为 常 点 . 

总 之 ,无论 < 是 上 的 哪 一 种 端点 ,Go (z) 总 以 它 为 常 点 , 因而 Bo《z) 在 
万 内 全 纯 .又 因 Bi(z) ,X(z) 都 连续 到 上 上 , 且 X(z) 关 0, 故 0(z) 也 必 连 
续 到 LL 上 , 而 Bo(z) 在 上 的 边 值 则 应 满足 条 件 

Re({[a(2) + XB DS= et), tEL, (4. 6) 
其 中 
c*(t) = cl1) — Re{[aQ) + 6 ]® (0)}. 
这 样 , 原 RH 问题 就 化 成 了 L 上 的 HH 问题 (4. 6). 这 是 一 个 工 上 连续 系数 
的 了 问题 . 由 (4. 3)， 
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Indr 和 (六 一 一 Di, 一 一 6 
j=1 
故 这 个 日 问题 的 指标 为 
Indr ([a(i) 一 这 (区 ] XO} 一 有 十 < 一天. 
以 后 的 讨论 与 2. 7. 2 段 全 同 ， 从 略 . 
且 可 看 到 ， 由 于 9 (z) 所 户 (cl 9C2 9 ,Ca) » 所 得 的 Bz) 也 的 确 属于 这 同 


习 题 


1.， 当 古 改 为 由 一 些 带 节点 的 光滑 弧 段 时 ， 本 段 中 的 论证 仍 是 有 效 的， 请 
补充 作出 . 

2. 如 果 aG) ,b(t) ,clt) 在 L 上 也 有 第 一 类 间断 点 , 且 E Ho, 则 相应 的 
RH 问题 会 有 什么 结果 ? 

提示 “特别 注意 指标 概念 的 差异 . 


4.4.2 一 般 的 PR 问题 


”本 段 考虑 开口 弧 段 或 间断 系数 情况 的 周期 Riemann 边 值 问题 ， 如 前, 仍 
记 为 PR 问题 . 

如 2. 8.1 段 中 所 述 ，| Rez| < 广 ax 为 一 周期 带 . 我 们 将 着 重 讨论 开口 弧 
段 情况 . 设 Lo 由 条 开口 弧 段 60.7 = 1,2,…,p) 所 组 成 , 它们 彼此 不 相 


， 交 , 都 落 在 上 述 基 本 周期 带 内 , 且 已 取 定 自 ar 到 5, 为 正 向 . 与 Lo 周期 合同 的 


曲线 的 集合 记 为 工 . 我 们 的 问题 是 : 求解 下 列 周期 边 值 问题 : 
B+) = GD tg teEL, (4.7) 

其 中 GQ) ,g(t) € 日 于 L 上 , 且 以 ax 为 周期 , GC2) 天 0， 而 @(z) 是 全 平面 
上 除去 上 后 的 全 纯 周 期 函数 . 

对 于 Lo 或 工 的 各 端点 可 与 通常 一 样 类 似 地 定义 普通 端点 和 特异 端点 ， 
且 要 求 (4.7) 的 解 属于 某 个 解 类 Acl,c co)， 其 中 qc2，,…sco 为 
{a,,b,)? 中 的 某 些 普 通 端点 .完全 可 同样 定义 问题 在 这 个 类 中 的 指标 . 

. 仍 用 变换 


£ = tan 之 ， r= tan 二 
a 


和 i 4 
变 到 5 平面 , 则 (4. 为 转化 为 通常 的 及 问题 
BH) = GD Bg rET,, (4.7)" 
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其 中 G.(tan 一 ) 一 GGD ,等 等 , [为 1 的 像 这 时 B,C 必 属于 hCe? , ,…， 


G), 这 里 必 = tan 芝 , 且 B.(oo) 必须 有 界 , 而 @.( 二 i) 亦 即 更 ( 士 cci) 仍 保 


留 有 任意 性 . 
工 ， 先 来 讨论 齐 次 PR 问题 (g 二 0). 不 论 对 @( 士 cci) 作 何 限制 , 此 问题 
的 解 B(z) 在 特异 端点 附近 必定 有 界 ; 在 普通 端点 附近 , 车 有 界 ， 则 必 为 零 . 
1” 要 求 B( 十 ooi) 有 界 . 这 时 (4.7) 在 hlc? ,cz … ,ce ) 类 中 的 一 般 解 为 
Db) = XO PV), | 
其 中 


2p : | 
X.(5 = 县 )5 ervD ， 


1 eC 
2rir, ce 
了 (5 为 5 的 < 次 任意 多 项 式 , 这 里 a 与 指标 w 的 确定 方法 均 同 4. 2. 2 段 . 
回 到 = 平面 ， 得 齐 次 PR 问题 (4. 7) 在 hlci ,cz，"… ,Cg) 类 中 的 一 般 解 为 


了 5) = 


Bz) = XCz)Pe(tan 这)， (4. 8) 
a [9 
其 中 
2p 
一 全 et? ， 
X(z) Bh: tang) 
加 4 
rz — 2 | , log G0) cot 2 dt (4. 9) 
不 难看 出 ，(4. 8) 也 可 改写 成 
2p i . | 
G(z) = Hsiw 一 于 er Qe( sn 三 ， cos 三 ) ， (4. 8) 


这 里 Q.CX,Y) 为 X,Y 的 xc 次 任意 齐 次 多 项 式 . 
当 k<0 时 ，(4. 8) 或 (4. 8) 要 理解 为 $B(z) 一 0， 即 这 时 齐 次 PR 问题 

(4.7) 只 有 零 解 . 

2” 要求 G( 十 cei) = (一 oo0i). 这 时 应 要 求 (4. 8) 中 的 P.(5 适合 条 件 

P.(+D = 一 GCP.( 一 D， 

其 中 
tan 乞 十 1% 

a 


2p A 
(一 cei 一 | xp 一声 | log G(7) dr| 
QTJ i, 


Ce 一文 二 = 站 一 


C; -> 
j=l\tan 才 i 
a 
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2i 她 1 
一 《一 Deem| 一 a 5 -去 | logG(1) df (4. 10) 
注意 , k 二 0 时 ，Pu = Co 为 一 常数 ,因此 齐 次 PR 间 题 有 非 零 解 的 条 件 为 
Cu 一 1， 亦 即 
天 |. logGCD dt =— Xs (mod ax). (4.11) 


当 k = 二 0 而 (4. 11) 不 满足 或 者 x 过 0 时 ， 齐 次 PR 问题 只 有 零 解 . 
3” 要求 B( 十 oo) = 一 下 (一 cebD). 这 时 应 要 求 
P,.(+) =— Go P,(—i). 
与 2 相仿 , x 二 0 时 原 齐 次 PR 问题 有 非 零 解 的 条 件 为 Ce = 一 1, 亦 即 ， 


ai|, log Ge) dt 三 竺 一 Sa (mod cr) ; (4. 117)7 


计时 着 它 不 六 下 宪 。 0 就 只 有 和 零 解 
4” 要 求 $B( 土 oo 一 0. 这 时 齐 次 PR 问题 的 一 般 解 为 
更 (z) 一 站 se 一 er Q, ， (sn 三 ,COS 三 ); (4. 12) 
当然 , 当 x 过 2 时 就 只 ,有 夫 解 

开 . 现在 讨论 非 齐 次 PR 问题 . 这 时 , 不 论 对 B( 士 co) 作 何 种 限制 , 在 特 
异端 点 附近 , 其 解 B(z) 一 定 至 多 几乎 有 界 . 

一 般 情形 下 的 讨论 , 完全 和 以 前 相似 . 

下 面 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 重要 特例 . 设 Lo 是 X 轴 上 一 线段 70: 一 l 寺 工 
.的 凯 其 中 !< ar, 且 G(z) = 一 K 是 一 负 实 常数 的 情形 , 并 要 求 在 ho 类 中 
求解 ， 即 在 zx = 士 ! 处 解 允 许 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 

现在 c; = 一 上 ,cs = 二 7. 取 log( 一 K) = IlnK 十 xi. 因此 ， 

mm 十 高 二 一方 十 设 ，ow 十 询 二 方 一 认 ， 


其 中 已 令 8 一 马上。 所 以 a ,cz 都 是 普通 端点 , 且 在 io 类 中 , 和 1 一 0, X 一 


一 1, 从 而 指标 x 一 1. 这 时 易 见 


T(z) 一 be cot >? 
Qi 


其 他 边 值 问题 本 于 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 — 243 


”从 而 


3» 


X(z) 一 (unt tn) (nz an) 


a 


lim tan 二 和 (z) 一 1. 


= 一 士 广 ax 
因此 , 若 补充 要 求 @( 士 cci) 有 界 , 则 问题 的 一 般 解 为 
X(z)f gz) 也 
9 一 | tr 二 Xe) (Cotan 2 +c) (4. 13) 
若 要 求 @(+ cei) 一 一 @( 一 ob， 则 因由 (4. 10), 现在 易 得 


Gu = 一 天- 19 
为 一 负 实 数 ， 而 在 (4. 13) 中 令 z == 士 coi 代 入 , 得 


coi) = HD ECz) DC 
BHD 一 全 32 | 本 2 dz 十 XCHcoD(Coi 十 CD， 


Co) =— XE H+ Xd Git), 


一 
因此 ,由 于 G.。 一半 (F99， 所 要 求 条 件 成 为 


Ce 一 [| gg GIGiFU+GIC. 


2ar J Xf(Cz) 
由 于 Go 过 0, 故 可 写 
1 [: g(xz) 1 十 Ce。 
Co 一 2axi 人 Cd -Gat 


以 此 代入 (4. 13), 最 后 可 得 


Xz)[!: glx) 
D(z) = Dani)_s Yr (cot = ot 


paxco (i111) 
(zf g (ZX) 工 
和 Xe X+ (zx) (oo 


CKCoD(ee Ge 全)， (4.15) 


十 
COS a 
其 中 C 又 为 任意 常数 ， 而 Go 由 (4. 14) 给 出 . 
特别 值得 注意 的 是 天 == 1 的 情况 , 这 时 Go = 一 1， 而 
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1 2 

X(z) = Ry” R(z) = tan 2 tan a (4. 16) 

于 是 , 在 @B( 十 ooi) = 一 B( 一 ooD 的 要 求 条 件 下 , 问题 在 ho 类 中 的 一 般 解 为 


D(z) =|, g(XT)VR(z) (cot <— 
2a xivVR(z): 


一 tan 兰 )dz 
C 
十 RE 

这 里 , 在 (4. 16) 与 (4. 17) 中 , VRCz) 可 在 沿 加 前 开 的 平面 上 任意 取 定 一 支 ， 
例如 , 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 ye 上 的 点 时 , 根 式 取 正 值 , 亦 即 , 在 (4. 17) 中 , 可 
以 认为 /KRCz) 0. 

最 后 我 们 指出 ， 如果 Lo 是 基本 周期 带 内 的 一 条 光滑 封闭 曲线 , 但 GC2)， 
g(t) € Ho 于 其 上 , 且 G2) 关 0, 这 时 间断 系数 的 PR 问题 完全 可 类 似 地 求解 . 


习 题 


1. 对 本 段 中 讨论 的 特殊 情况 ,分 别 在 补充 条 件 (十 coi) 二 B( 一 oo0i) 或 
GB( 十 coi) == 0 的 情况 下 求解 。 如 果 只 要 求 (十 coi) 有 界 又 如 何 ? 
'2. 对 间断 系数 的 PR 问题 作出 详细 讨论 . 


(4. 17) 


4.4.3 开口 弧 段 的 DR 问题 


本 段 讨论 双 周期 的 Riemann 边 值 问题 ， 即 DR 问题 . 仍 设 Im( 空 ] > 0. 


. 基本 胞 腔 P 以 及 记号 均 同 2. 9. 2 段 . 但 现 设 Lo = 他 位 于 这 胞 腔 内 , 取 定 自 
a 到 6 的 方向 为 正 向 . 基本 胞 腔 除去 Lo 后 的 区 域 记 为 5,, Lo 的 周期 合同 曲线 
族 的 集合 记 为 L, 全 平面 除去 二 后 的 区 域 记 为 S. 我 们 要 求解 下 列 DR 问题 
DP) = CDT (+e 1EL, (4. 18) 

其 中 GC),g(t) E H 于 L 上, 均 为 双 周 期 的 , G(z) 关 0, B(z) 为 以 L 为 跳 路 
曲线 的 双 周期 解析 函数 . 

本 段 结果 采 自 著者 的 论文 [18]. 虽然 我 们 限定 Lo 只 是 一 个 开口 弧 段 , 但 
所 用 方法 明显 可 推广 到 Lo 由 任意 个 开口 狐 段 组 成 的 情况 . 

与 通常 的 尺 问题 一 样 , 也 可 把 端点 分 类 ， 从 而 解 也 可 分 类 ， 以 下 为 确定 
起 见 ， 只 就 在 h。 类 中 求解 , 但 所 用 方法 对 在 别 的 类 中 求解 时 仍 有 效 . 

不 失 一 般 性 , 我 们 假定 O E Lo. BCz) 在 S 中 处 处 正则 的 问题 记 为 DR. 
而 若 允 许 @(z) 在 z 二 0 处 可 以 有 一 阶 极点 , 则 称 问 题 为 DR1. 我 们 将 只 考虑 
DR 或 DRi 问题 . 
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设 logG(?) 已 取 征 一 支 , 使 
-zilogG(®) = +， —1<o <0, 


四 
下 


并 设 
ilog GC6) = a 十 记 ， 
则 适合 一 1 过 a 一 « 志 0 的 整数 «为 问题 在 ho 类 中 的 指标 . 此 外 , 记 
_1l . 
G. = = logG(t) dt, ”4.19) 


y(z) = | logG(D tt—z)dt, zEL. (4.20) | 
易 证 , 在 端点 c(== a 或 5) 附近 ， 
er 一 (z 一 c)“+ 设 DCz)， 
其 中 0Q.(z) 在 z 一 < 用 Lo 前 开 后 的 邻 域内 全 纯 , 且 0Qo(c) 冯 0, 于 是 
le® |1 委 MIz 一 cl“. 


此 外 , 由 于 

ey(z 二 2ouj) 一 ar20C， ey(z) ， 了 一 1 ,2， 
所 以 ex” 一般 说 来 是 乘法 双 准 周期 的 ， 当 且 仅 当 

DG* 一 kjni, k; 为 整数 ， J 一 1,2 C4, 21) 
时 才 是 双 周 期 的 . 


我 们 有 下 列 诸 引 理 . 


引 理 4.4.1 当 且 仅 当 


六 太 
一 一， G 
m 名 
时 (4. 21) 成 立 ， 亦 即 er® 为 双 周 期 的 ; 又 车 G。 一 2liwl 十 2lyw2 而 
WG 一 多 iy 则 必 刀 一 一 Az， ly 一 kl (这 里 Ri ol; 均 为 整数 ). 


利用 熟知 的 关系 式 


# 一 2k]w» — 2k2 wi 


hw2 一 hw 一 ri 
立即 可 证 明 此 引 理 . 
引 理 4.4.2 设 
Vz) = ji (Op zd zeEL, c=adib, (4.22) 
其 中 p(t) E 如 ,> 为 一 正 整 数 ， 则 当 且 仅 当 
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| -op Od = 0 s= 0 1 (4.23) 
成 立时 ， 更 (z) 在 z= 二 c 处 至 少 有 几乎 r 阶 的 零点 ， 即 在 z 二 c 附近 ， 
到 (z) 二 (z 一 Oy(z)，e 之 0 可 任意 小 , 而 Uz) 有 界 . 
证 将 辫 (z) 改写 为 
Ya = 0" POG -D+ WD), C4. 24) 
其 中 | 
7 一 1 
Wz) = DA Geog sd 
k=0 
在 z 二 cc 处 是 全 纯 的 . 可 以 直接 验证 (* < 7) 
WO= CD -op od (4. 25) 
这 很 容易 ， 因 为 
s rns a 
yi ) (c) CCik | 3 
如 果 把 此 式 中 导数 用 Leibnitz 公式 展开 ,并 交换 求 和 次 序 , 经 化 简 后 就 可 得 
出 所 要 结果 . 
注意 (4. 24) 右边 第 一 项 中 的 积分 在 z 二 c 处 有 对 数 型 奇异 性 ,因此 这 个 
项 在 z = 二 c 处 有 几乎 r 阶 的 零点 , 而 当 且 仅 当 (4. 23) 成 立时 , Ta (z) 在 zx 一 ec 


处 有 r 阶 零 点 . 0 
此 外 , 由 (4. 25) 知 ， 类似 地 还 有 


[George] pq, 


引 理 4.4.3 ”函数 

| (9 一 | ops + 8 J 

当 且 仅 当 

eo do CD -op ?0, 
s = 0,1,.,7—1 


时 ， 有 几乎 r 阶 的 零点 . 


注意 , 如 果 c € Lo 不 是 端点 , 则 上 面 二 引 理 中 的 “几乎 ”二 字 均 可 去 掉 . 
现在 我 们 来 讨论 (4. 18) 的 求解 问题 ， 先 从 齐 次 问题 g 三 0 开始 : 

DD) =GDG0), teEL. (4. 26) 
I. 设 (4. 21) 成 立 ， 即 设 ex 已 是 双 周 期 的 . 由 引 理 4. 4.1, 这 时 必然 
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G» 0 (mod 2 , 20 ). 《4. 27) 
若 @(z) 为 (4. 26) 的 解 , 则 BC(z)e 7? 不 再 以 L 为 间断 曲线 . 注意 e” 在 z= 
a 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 而 在 z 二 5 处 有 (z 一 5)-% 的 因子 . 下 面 分 儿 种 情 
况 讨论 : 
1 设 kc=0. 这 时 GB(z)e 7 在 a,5 处 都 不 会 有 一 阶 奇异 性 . 由 于 不 存在 
非 退 化 的 一 阶 椭圆 函数 ， 所 以 不 论 在 DRo 或 DR; 中 ，(4. 26) 均 有 一 般 解 
G(z) = Cexc ， (4.28) 
其 中 C (以 及 后 面 带 下 标的 C) 为 任意 常数 . 
2” 设 <= 1. 对 于 DRo， 一 般 解 仍 为 (4.28); 对 于 DRi， 由 于 0 过 过 魏 
1, 所 以 @(z)e7 2 可 以 在 z 一 0 与 z 一 5 处 有 单 极点 ,因此 这 时 间 题 (4. 26) 
的 一 般 解 为 
B(z) = eH [Co 一 Ci5Cz) 十 Ci5Cz 一 从 ] (4. 29) 、 
3” 设 x 宇 2. 这 时 G(z)e7(2 在 z= 二 5 处 可 以 有 k 阶 奇异 性 , 所 以 (4. 26) 
在 DRo 中 有 一 般 解 
Bz) = ex [GO, tO z+ ‘二 Ct D(z 6b)]; (4.30) 
而 在 DR 中 有 一 般 解 
Bz) = er [Co 一 Ci5(z) + Citz—b) ， 
十 Czg8 (z 一 如 十 十 CD(z 一 5b)1. (4. 31) 
4 设 x 二 0. 这 时 B(z)e”? 至 多 只 有 一 个 单 极点 , 且 以 z 一 0 为 零点 ， 
故 (4. 26) 在 DR。 或 DR1 中 都 只 有 零 解 . 
I. 设 (4. 21) 不 成 立 . 由 引 理 4.4.1, 这 时 G。 关 0. 
1]” 设 «二 0. 又 可 分 两 种 情况 : 
(1) 设 G。 夺 0 (mod 2w1 ,2wz; 下 同 ). 我 们 令 


— GCCz) -一 (z) 
hlz) = HG Xz) = h(x)e’™, (4. 32) 


后 者 可 起 典 则 函数 的 作用 ,只 是 它 在 z = a, 处 都 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 
h.(z) 是 一 整 函 数 , 不 计 一 个 非 零 常数 因子 时 ， 

h.(z) = exp{2(l1n + lm)z), (4. 33) 
其 中 ,lz 由 G。 三 20o 十 212wz 决定 . 因此 (4. 26) 不 论 在 DR。 或 DR; 中 都 
有 一 般 解 


Bz) = Ch 2z) ee”?. (4. 34) 
(ji 〉 设 G。 关 0. 先 考虑 DR1. 这 时 代替 (4. 32) 要 用 
大 ,(z) 一 cz 十 Co ) ， Xz) = hz)e’?. (4. 32)” 


olz) 
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于 是 GB(z)/ 守 ,(z) 就 是 至 多 以 z = 一 G。 为 一 阶 极 点 的 椭圆 函数 , 故 只 能 是 常 
数 . 因此 (4. 26) 在 DR 中 有 一 般 解 


$(z) = Cex(z) cz 十 Ce) 
olz) 


由 于 DR 中 的 解 必 在 DRi 中 , 由 上 式 立刻 得 知 ，(4. 26) 在 DR。 中 只 有 零 解 
。 设 < 天 0. 这 时 我 们 应 该 令 
G 


ol(z—d) pT* 
hi(z) = og(Z 二 人 9 d=6。 x 9 (4. 36) 


以 保证 Xj (z) 一 MO ”2 能 起 典 则 函数 的 作用 . 
之 天 0 又 可 分 几 种 情况 : 


1) 设 x=1. 如 果 在 DR 中 求解 , 则 当 4d 关 0 时 , 因 B(x)/Xy(z) 在 
z 二 0 与 4 处 都 可 有 一 阶 极 点 , 因此 (4. 26) 的 一 般 解 为 


(4. 35) 


ga = oP Ct CKD) — Ctl —d)] EE, 4.37) 
而 当 4 三 0 时 易 见 一 般 解 为 
D0 一 oo[C 二 CC] 二 网. (4. 37)’ 
在 DR， 中 , 不 论 4= 0 或 否 ， 显然 (4. 26) 有 一 般 解 
Ce ee (4. 38) 
2) 设 < 之 2 易 见 , (4.26) 在 DRi 中 的 一 般 解 当 d 关 0 时 为 
Bz) = FG — CL) OE md) + Cz— qd) + 
十 CEerD(z 一 办] E00. (4. 39) 
在 DR。 中 的 一 般 解 , 不 论 4 三 0 或 否 , 均 为 
DW = [CI 二 CC 一 四 二 二 CCD (ad) EE (2— SR. 
(4. 40) 


3) 设 k 过 0. 这 时 (4. 26) 在 DR。 或 DRi 中 都 只 有 零 解 . 
注意 ，(4. 37) , (4. 39) , (4. 40) 诸 式 方 插 号 中 的 d 均 可 改 为 它 在 基本 胞 腔 
中 的 合同 点 di. 


(i i 


必然 d 关 a, 且 由 (4. 36) 定义 的 hy(z) 又 


是 z 的 指数 函数 , 所 以 Xu (z) 在 xz = a,5 处 的 形状 同 e*?. 因此 (1 ) 中 所 述 
结果 现在 全 都 成 立 , 且 dm = 4b. 
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现 可 概括 如 下 ， 


定理 4.4.1 齐 次 问题 (4.26) 在 DRo 中 当 k 守 1 时 有 wk 个 (线性 无 关 的 ) 解 ， 
当 kK<< 0 时 只 有 零 解 ， 当 kk 一 0 时 如 果 G。 天 0 只 有 零 解 ,否则 就 有 一 个 
非 零 解 ; 在 DRi 中 当 k0 时 有 wx 十 1 个 解 ,雪上 < 0 时 只 有 零 解 . 


现在 讨论 一 般 非 齐 次 DR 问题 (4. 18). 我 们 只 须 弄 清楚 问题 的 可 解 条 件 
二 个 特 解 即 可 . 
. 设 (4. 21) 满足 ， 如 前 所 述 ，e”**” 已 是 双 周期 的 . 
: 设 x 二 0. 这 时 由 于 g(De 7 在 := a,b 处 有 界 , 所 以 显然 


Ca = | ger ota) td 4.41) 
是 (4. 18) 在 DR， 中 的 下 转角 如 果 在 DR。 中 求解 , 则 当 且 仅 当 
| gl(Der Wd=0 . (4. 42) 
成 立时 (4. 18) 才 有 解 ， 且 其 一 特 解 为 
和 (z) = Fi se CC — z) de. (4. 43) 


2 设 < 之 1 这 时 在 < 一 6 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 为 了 构 作 


一 个 特 解 , 例如 , 可 以 考虑 以 :1 € 工 为 参数 的 椭圆 函 数 


ozolt zt kb) , ot b) 
ot—z)o(z—b) Ci)aCD) 


(不 失 一 般 性 , 我 们 已 假定 必 关 0, 否则 可 将 坐标 原点 作 适 当 平移 ), 它 在 z= 

t 处 留 数 为 1， 故 仍 保有 Cauchy 核 的 性 质 . 可 以 直接 验证 : 
Wz) 一 swe 了 | ob co 人 一 z 士 她) 

oD) (z—b) 2rxJUPpa 人 her OO at 一 荔 

就 是 问题 (4. 18) 在 DR。 或 DR; 中 的 一 个 特 解 . 

3” 设 x 二 0. 由 于 a 过 x, 在 DR 中 ， GB(z)e 7 至 多 只 在 z 二 0 处 有 一 
阶 极 点 , 故 若 (4.18) 有 解 ， 则 必定 唯一 ， 且 只 能 是 (4. 41) 之 形 . 为 了 它 在 
z 二 5 处 有 不 到 一 阶 奇异 性 , 就 应 要 求 (4. 41) 中 的 积分 在 z 王 5 处 至 少 有 几乎 
一 x 阶 零点 . 但 因 e YY 中 在 :一 8 处 已 知 有 一 < 阶 零 点 , 故 由 引 理 4.4. 3, 须 且 


只 须 


SCDd (4.44) 


(Der Dd= DH)| ger dd. Cb), 
js er oO | e 
5 一 0,1…… 一 kk 一 ]. (4. 45) 
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此 即 (4. 18) 在 DRi 中 的 可 解 条 件 ， 当 它 满足 时 , 有 了 唯一 解 (4. 41). 
如 果 在 DR。 中 求解 ， 则 可 解 条 件 就 是 (4. 42) 以 及 
jos7” CIDdt=0, s=0,1,,—k—1. (445) 


当 它 们 满足 时 ，(4. 18) 有 唯一 解 (4. 43). 
I. 设 (4. 21) 不 满足 . 记 住 这 时 G。 尖 0. 


]” 设 <=0. 
(|1) 设 C. 二 0. 这 时 (4. 18) 在 DRi 中 有 特 解 
Yl(z) 一 | 0 DD [eCt—z)+ ez) dt, (4.46) 
这 里 ,Cz) 由 (4. 33) 给 出 . 如果 在 DR。 中 求解 ， 则 
|. re =0 (4. 47) 


为 可 解 条 件 ， 当 它 满足 时 ，(4. 18) 有 唯一 解 


DOV gD 
| (4. 48) 


(ii)》 设 C. 闫 0. 这 时 (4. 18) 在 DR。 中 无 条 件 可 解 ， 且 显然 有 唯一 解 
GB(z) = he Lt KG )— EG, )jd, 
(4. 49) 
其 路 .(z) 由 (4. 32) 给 出 . 也 可 把 它 改写 为 ( 当 G，E 工时 较为 方便 ) 
ex 1 | g(t) olz—t+OG ) 
olG«) 2aiji er at 一 2 
(4. 49) 或 (4. 49)’ 也 是 (4.18) 在 DR; 中 的 一 个 特 解 . 
2” 设 «之 1， 由 于 这 时 
er oz—d) 
or(z 一 中 


$(z) 一 dt. (4. 49)" 


已 是 双 周期 的 , 故 有 : 
(1) 车 4 蕊 L, 则 显然 


C4) _ 
Vlz) Cb) Zr zc es LE z) 二 Ez—d) ld 


(4. 50) 
已 是 (4. 18) 在 DR。 或 DR) 中 的 特 解 . 
Ci) 若 dEL, 则 (4.50) 中 的 积分 当 % 二 1( 且 4d 关 a) 时 , 在 主 值 意义 . 
下 仍 可 用 ; 但 当 « 之 2 时 它 已 发 散 . 
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为 了 避免 这 一 困难 , 可 改 用 下 列 做 法 . 引进 一 个 在 z = 上 处 留 数 为 一 1 的 
x 十 1 阶 椭圆 函数 . 例如 ， 当 wa 关 0 时 , 可 用 
oz)olz—t kd) ol(t—d) 
ot—z)oz—d) ol(t)o(— jd) 
立刻 可 知 ，(4. 18) 在 DR。 或 DR 中 有 一 特 解 


(zero 1[ elt—d)olt) ad 一 < 十 kad) 
Ye 一 ICpkdJo(z 一 GD) | yDer® olt — z) dk. 


(4. 51) 


(4. 52) 
而 车 cd 二 0, 则 不 用 (4. 51) 而 任 取 一 点 < 已, 且 wx(c 一 d) 关 0, 并 改 用 
oz— col(z—itt+x(c— dd)) ot—d) | . 
ol(t — z)o (z— qd) ot colxle— d)) 
代替 (4. 52), 则 有 特 解 
— 7(z) 
YD) = ze 人 
of Dg oz—ttele~d)y .53) 


bgt— cer ® olt— 2) 
”此 外 , 我 们 注意 , 如果 g(z) 有 属于 五 的 “一 1 阶 导数 , 则 采用 1.7 节 中 
美 于 奇异 积分 的 推广 ，(4. 50) 入 作为 18) 在 DR。 或 DR; 中 的 特 解 ， 
| 3%. 设 x 二 0. 先 假定 4 关 忆 #0 这 时 显然 ， 如 果 在 DRi 中 (4. 18) 
: 有 解 ， 则 必 唯 一 , 且 必 有 下 形 : 


GD 1 od 
0 o*(z—d) = Pr 一 per OL z) + ECz) Jdz. 


区 (4. 54) 
bE 但 它 一 般 并 不 在 DRi 中 ,因为 它 可 能 在 z 二 d 处 有 一 < 阶 奇异 性 ( 当 d 关 a 时 ) 
或 者 有 不 到 一 < 十 1 阶 的 奇异 性 ( 当 d 二 a 时 ). 为 了 使 它 在 z 一 d 处 有 界 ( 当 
a 天 a 时) 或 者 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ( 当 4d 寺 a 时 ), 须 且 必须 (4. 54) 右边 的 积 
分 在 = 一 d 处 直到 一 x 一 1 阶 的 导数 为 零 . 由 引 理 4. 4. 3, 这 就 要 求 
| Seda 0 ad 
bo 一念 er 
= (一 De edapa.t co: Ca， 

5 一 0 1 一 一 工 (4. 55) 
请 写 们 满足 时 ，(4. 54) 就 是 (4. 18) 在 DRi 中 的 唯一 解 . 如 果 在 DR 中 求解 ， 
; 可 解 条 件 应 是 


2 了 2 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 B32 一 般 情况 下 的 边 值 问题 


| 080g 0 | (4. 56) 
Lo rt 一 Der (DD 


| SEE Dd = 0 s= 0 l,l. (4.57) 
Lo (一 De 多 


当 它 们 满足 时 ，(4. 18) 在 DRo 中 有 唯一 解 


CTY(z 一 六 ex 1 0 一 dgCb 
一 一 一 一 一 一 一 一 - — z) dt. 4.58 
0) = |， g(t— a)dt. (4.58) 


Cr， 


再 设 4d 寺 5 即 三 0. 这 时 oY(z 一 5B)/go*(z 一 qd) 是 z 的 指数 函数 ， 以 


上 的 论述 和 结果 仍 成 立 ， 
综合 以 上 结果 , 我 们 得 到 


定理 4.4.2 对 于 非 齐 次 DR 问题 (4. 18) ， 如 果 在 DR。 中 求解 , 则 当 k 之 1 时 
无 条 件 可 解 ; 当 k 二 0 时 有 一 x 十 1 个 可 解 条 件 ; 当 k = 二 0 时 , 若 G、 关 
0 则 无 条 件 可 解 , 若 G, 三 0 则 有 一 个 可 解 条 件 . 如 果 在 DRi 中 求解 ， 则 
当 k 之 0 时 无 条 件 可 解 ， 当 k 二 0 时 有 一 k 个 可 解 条 件 . 


,前 面 设 L 全 部 在 基本 胞 腔 内 , 今 讨论 Le 的 两 端 在 基本 胞 腔 边 界 上 的 两 
合同 点 处 而 其 余部 分 则 全 在 其 内 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 5 一 a 十 2ui. 为 简 
单 起 见 , 设 L 在 a,5 处 有 平行 的 切线 . 因此 , 当 Lo 以 2 作 周 期 延 拓 时 , 就 
成 为 一 无 限 延 伸 的 光滑 曲线 Le ， 所 以 二 现在 是 由 无 限 条 互相 平行 的 曲线 二 
G@ 一 0, 士 1, 士 2,…) 构成 的 , 这 里 Lx 是 Le 经 平移 2m, 后 形成 的 . 求解 
《4.18) 时 , 由 于 a 点 在 Le 上 与 别 的 点 处 于 同等 地 位 , 我 们 自然 要 求 @(z) 在 
z 二 a 处 也 有 界 . 在 L。 上 任 取 logG(z) 的 一 连续 支 ( 例 如 不 妨 认为 下 式 中 0 声 
a< 1)， 则 有 

ilog Ga) 一 x 十 ip， 
ilog Ga + 2en) 一 x 十 a 十 ip， 


其 中 «为 一 整数 , 是 问题 的 指标 ， 仍 定义 G.,y(z) 如 (4. 19), (4. 20). 
于 是 以 上 所 讨论 的 所 有 方法 与 结果 也 都 成 立 . 还 可 注意 ,现在 


d =a— +42 
-wt 


@ ”如果 Lo 仅 有 一 端点 在 基本 胞 腔 边 界 上 ， 则 可 作 一 平移 使 变 成 前 面 已 讨论 的 情 


形 . 若 Lo 两 端 都 在 边界 上 但 不 是 周期 合同 点 ， 则 以 上 方法 仍 有 效 ， 
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”而 且 所 有 结果 中 的 5 与 4 一 律 可 改 为 a 上 


习 题 


1. 试 讨论 DR 问题 (4. 18) 在 DRo 或 DRi 中 求解 时 的 广义 自由 度 . 
2. 试 对 DR 问题 (4. 18) 在 DR_1 中 ( 即 要 求 BC(0) 二 0) 求解 . 


4.4.4 ”开口 弧 段 的 QR 问题 


本 段 中 将 把 2. 10 节 中 讨 ; 仓 的 双 准 周期 Riemann 边 值 问题 即 QR 问题 推广 

到 开口 弧 段 的 情况 . Lo 一 a 等 记号 同上 段 , 且 我 们 限定 在 QRo 中 求解 . 

I. AQR。 问题 ” 设 要 求解 
=GG +e, 1t€EL, (4. 59) 、 

其 中 G 关 0 为 一 常数 ,g(t) € 互 为 双 准 周期 的 , 并 以 g1 ,gz 为 加 数 ， 要求 

Bz) 分 区 全 纯 , 也 是 双 准 周期 的 ; 为 确定 起 见 , 并 设 在 ho 类 中 求解 . 

设 B(xz) 的 加 数 为 ,8B2, 则 


$= G8;+ gj;» 7 二 1,2. (4. 60) 
如 果 G 二 1, 则 必 gj; = 0, 即 gC(2) 是 双 周 期 的 , 于 是 立即 可 知 
G(z) = G+ Ozt | EOE Dd (4.61) 
现 设 G 关 1. 这 时 , 由 (4. 和 $B 已 一 意 确定 : 


Vz) 一 和 2 十 Ap5(z)， 


上 其 中 
| A= 二) wb), (4. 63) 
者 旭 也 以 一 ,加 为 加 数 ， 从 而 贸 (2) 一 @(z) 一 和 (2) 已 是 双 周 期 的 ; 又 令 
gD=gD—I-OVD, «4. 64) 
j Ea) 也 是 双 周 期 的 . 于 是 (4. 59) 化 为 了 DR 问题 : 
(2) 一 GODo (2) 十 go(?)， :EL; (4. 65) 


[得 要 注意 , BCz) 一 般 在 = 一 0 处 有 一 阶 极点 , 故 应 在 DR 中 求解. 如 果 取 定 
站 logG= nlGI+i，0 委 bg<<?r， 


记 Gu 一 了 iogG， 则 
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Qa 十 iB 一 2 元 元 ini1Gi 1 < aa 魏 0， 


ne 0 和 mw =—a <<1， 


G, = | logG di = Go (6 —a), (4. 66) 
一 _ ol(z— 2) 
7Y(z) 到 ||, logG » t(t— z)dt = Golog < da 
因此 ， : 
72) 一 ol(z—b) Go 
e [一 | ， (4. 67) 


这 里 右 端的 函数 应 理解 为 : 以 工 为 训 线 割 开 平面 后 任意 取 定 一 支 ( 取 不 同 支 
只 会 差 一 个 非 零 常数 因子 )， 以 下 就 可 根据 上 段 结果 进行 讨论 . 

1” 如 果 (4. 21) 成 立 , 则 ， 

(a) 车 G (天 1) 是 正 实数 , 则 (4. 65) 的 指标 x 二 0, 从 而 在 DR; 中 无 条 
件 可 解 ， 且 一 般 解 为 


(2) 1 [f go(t) 
Buz) = e [c+ ,6 


其 中 C 为 任意 常数 ， 回 到 @(z)， 则 有 


[LE 一 z) 十 + ， 


(2) 
Bz) 一 era (c+ 到 | LGD + gd 十 ie 十 性 (a， 
(4. 68) 
但 实际 上 @(z) 不 能 在 = = 0 处 有 极点 , 故 须 
、 __ Vr golt) 
A 2ri Le (0 (4. 69) 


或 即 


1 一 G Da 0 | 虐 | gw 
i | Qtntye di— ery a A 《4 69)’ 


这 是 1, 的 从 而 也 是 gl ,gz 的 线性 方程 , 亦 即 ,g(2) 的 加 数 要 受 一 线性 约束 
〈 当 gi,8g2 的 系数 不 同时 为 0 时 ), 或 者 g(2) 在 Lo 上 的 值 要 受 一 积分 限制 ( 当 
. 《4. 69》 左边 恒 为 零 时 ), 这 时 一 般 解 为 (4. 68). 
(b) 如 果 G 不 是 正 实数 , 则 (4. 65) 的 指标 = 1. 这 时 它 在 DRi 中 的 一 
般 解 为 
Go(z) = eH [GO + Citz) — Clz—b)] 
十 oa(z)e”® 1 olt—b)golt) og 5 一 < 十 已 4 


olbol(z—b) 2ri oe olt— z) 


1 
] 
i 
: 
1 
! 
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”而 
BP(z) = Bo (z) 十 人 2 十 Ap5(Cz). 
1 为 要 它 在 z= 0 处 无 极点 , 应 取 Ci 二 一 ye*%. 所 以 这 时 (4. 59) 无 条 件 可 解 ， 
且 其 一 般 解 为 | | 了 


Bz) = ht putz) + | Co — pe [eCz) — tz—b)] 


十 CCz) 1 ot golt) vo eet 
oP)alz—b) 2xir, gl)e 二 人 IC 一 z) 
2 ”如 果 (4. 21) 不 成 立 , 又 可 分 两 种 情况 讨论 : 
(a) 如 果 GG 是正 实数 , 则 (4. 65) 的 x 二 0. 
(i) 如 果 G, 三 0, 则 在 DRI 中 可 求 出 @ (z)。 从 而 求 出 
Bz) = Me 二 Tut(z) c+h. Cz)e® 
1 So (六 
上 ce 
其 中 4。 (z) 由 (4. 33) 给 出 . 为 了 它 在 z = 0 处 无 极点 , 应 要 求 
oF gl 
A 一 ari he ER dz. | (4.72) 
这 又 是 gj ,gz 应 满足 的 线性 关系 或 go(t) 应 满足 的 积分 条 件 . 当 它 满足 时 ， 
《4. 59) 的 一 般 解 为 (4. 71). 
Ci) 如 果 G。 关 0, 则 可 得 
c(z 十 G，) 


@(z) = Me tts) +C Te 


(4.70) 


[SC + 8 Jde), (4.71) 


> 十 er 1[f gO az 一 上 十 C， 2 
i olG» ) 2ri Per olt—z) 


lL 为 要 使 它 在 = 二 0 处 无 极点 ,必须 取 
1 i C=— 


(4.73) 


££ 

o(G. Ye’ 

我 此 人 和 (4 73)， 便 得 (4. 59) 的 唯一 解 . 

Cb) 如 果 G 不 是 正 实数 , 则 < = 1. 

本 和 CT) 如 果 G. 三 0, 则 上 段 中 的 如 二 6, 故 

i Pz) = 和 十 此 (2) 十 er [Co tad) Cb(z 6)] 


二 (ze ?| BC 
2r1 Lh) er HD 


十 LEG) + tz 6+G, au， 


(4.74) 
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其 中 心 ,(z) 同 前 . 为 使 它 在 z = 0 处 正则 , 应 取 
Cl 一 一 


-££ 
ex(0) “ 


故 问题 (4. 59) 恒 可 解 , 且 一 般 解 中 含有 一 个 任意 常数 
1) 车 5 天 G,， 则 


oz—b+G, )e’? 


G(z) 一 人 z 十 pw5(Cz) 十 jb) 


Co 二 Cl 5(z) 一 CO 5(Cz 一 0 十 G。 ) 


1 olt—b)go(t) 


| r+ debt OG. ) ld ， 


(4. 75) 


_ 45 (b) 
这 里 应 取 C 一 7 一 G。JEG 


2) 车 56 硅 G,， 则 
oz—6b+G, Je 1 


《 
Bz)=Az+ pt(z) + 人 [Go 十 Ci 0H 有 


-| olt gC) 
Jo 一 0 十 G、)ey 二 (他 


这 里 应 取 Ci 一 一 各 多 
综合 以 上 结果 , 我 们 得 到 


[8 一 z) 十 gz 一 5 十 G,)]d， (4.76) 


定理 4. 4.3 ”对 AQR。 问题 (4. 59), 当 G 二 1 时 无 条 件 可 解 , 且 一 般 解 中 含有 
两 个 任意 常数 ， 当 G 头 1 时， 如果 它 是 正 实数 , 除 例外 情况 G。 三 0 外 ， 
有 唯一 解 ; 否则 ,g(t) 的 加 数 g1,g2z 要 受 一 线性 约束 或 者 g(1) 在 Lo 上 
要 受 一 积分 约束 才 可 解 ， 且 解 中 含 一 个 任意 常数 如果 G 不 是 正 实数 ， 
则 问题 恒 可 解 ， 且 解 中 含 一 个 任意 常数 . 


如 果 Lo 的 端点 8 = a 十 2wi， 如 上 段 末 , 记 Lo 等 如 前 . 又 记 世 与 世 癌 1 
之 间 的 带 形 域 为 Sr (k= 0, 土 1, 十 2,…), 并 设 O € Sf . 求解 (4..59) 时 要 求 
Bla) 有 界 . 仍 设 g(DE H 于 L 上 . 

如 果 G = 1, 则 仍 有 gj; = 0， 因此 一 般 解 仍 由 C4 61) 给 出 ， 且 容 易 验证 
gla) 确实 有 界 . 

如 果 G 关 1, 则 问题 化 为 DR 问题 (4. 65). 现在 G。= 2wGo. 在 (4. 67) 
中 若 限定 z € Se， 并 取 定 一 支 , 不 计 常 数 因子 , 则 有 


er‘®) 一 er-2Coyz= ， zE Se ， 
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从 而 一 般 应 有 

ex 一 Cre Gon:, zE€S:, (4.77) 
由 此 易 见 


Tt) 一 e 29c ed, zEL. (4.78) 
1” 如 果 (4. 21) 成 立 , 则 ex'” 已 是 双 周 期 的 ， 由 此 易 得 (4. 68). 可 解 条 
件 为 (4. 69) 或 (4.69)', 不 过 现在 ex@) 一 1; 此 外 , 易 见 BBC) 在 Lo 上 :二 a 处 
确实 有 界 . 
2” 如 果 (4. 21) 不 成 立 , 则 又 可 分 成 两 种 情况 : . 
(1) 设 G。 = 0. 这 时 仍 可 得 B(z) 以 (4.71) 给 出 , 可 解 条 件 仍 为 
《4.72), 但 这 时 可 求 出 


hw = exp|— Ls), x€ 5 
从 而 
hz 一 Grexp|— Er| ,ZzE€S:. 
侦 此 所 求 的 一 般 解 为 

De) = wtp) + Oexp|— 2 | 


‘(C+ pe 到 让 |， go (Werp| 2 可 [ge 一 + tz)Jdt), 
z€ES:, (471) 
而 可 解 条 件 则 为 

2r 

中 (Ci ) 设 G. 尖 0, 这 时 问题 有 唯一 解 (4. 73)， 其 中 

他 本 


= 一 寺 | g CDemp| 2 de (4.72)” 
I% wl 


— 
i olG«) 
哟 ， 所 以 我 们 有 


阴 理 4.4.4。 对 于 LL, 二 翁 ，b 一 a 十 2 的 情况 , 当 G 二 1 时， AQRo 问题 
"(4. 59) 无 条 件 可 解 ， 一 般 解 中 含有 两 个 任意 常数 当 G 天 1 时 ， 如 果 
区 G， 天 0， 则 问题 有 唯一 解 ; 如 果 G。 三 0, 则 或 者 g(t) 的 加 数 要 受 一 线 
性 约束 ,或 者 g(t) 在 Lo 上 要 受 一 积分 约束 ;: 且 这 时 一 般 解 中 合 有 一 个 
任意 常数 . 
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以 上 讨论 的 方法 完全 适用 于 工具 有 节点 的 更 一 般 情况 ,也 可 讨论 和 
解 类 中 求解 的 问题 , 原则 上 不 会 有 困难 . 
I. MQBRo 问题 仍 先 设 Lo 一 cb 在 So 内 ，O E Lo。 先 考虑 齐 次 前 
《4. 26)， 其 中 CGO 和 0 为 双 周 期 的 ，E 昌 , 而 @(z) 为 乘法 双 准 周期 的 , 笑 
为 醒 ,G (天 0). 
仍 沿用 (4. 19) , (4. 20) 等 式 中 的 记号 ， 设 指标 为 上 
如 果 « 汪 > 0, 由 2. 10.1 段 中 性 质 1) 知 ， 
Bz) = ez ee 十 Foc (z 一 | ， 
oCz— 6b) b=1 
其 中 4,zo 和 Co ,C1,…， 1 一 样 ,都 是 任意 常数 . 
如 果 « 二 0, 则 由 2. 10. 1 段 中 性 质 2) 知 ， 
Bz) = Cer17®, 
这 里 人 和 C 都 是 任意 常数 ， 
如 果 x 过 0, 则 由 2. 10. 1 段 中 性 质 3) 知 , 必 有 B(xz) = 0. 
因此 我 们 有 


定理 4.4.5 ”开口 光滑 缴 段 的 MQRo 问题 (4. 26), 当 之 0 时 一 般 解 中 伟大 
x 十 2 个 任意 常数 ， 当 kc 二 0 时 只 有 零 解 . 3 


现在 考虑 非 齐 次 MQR。 问题 (4. 18), 其 中 G(D ,g(2) ,8B(z) 都 是 乘法 双 
准 周 期 的 ，E 万 , 且 Gz) 关 0， 乘 数 分 别 为 G; ,g;,$; G = 1,2). 由 于 
DB) = BGGDD (0) + gg(t), j= 1,2, (4. 81) 
. 故 矩 阵 . 
1 1 1 
BD BG gl 
Ed DG . ‘2 
为 降 秩 的 . 其 秩 为 2 的 情况 可 不 考虑 ， 因 为 易 见 这 是 一 种 平凡 情况 . 因此 设 
此 矩阵 的 秩 为 1. 这 时 GCi) 为 双 周 期 的 , 且 BCz) 与 gCz) 有 相同 的 乘 数 g .这 
时 (4. 18) 可 化 为 


生生 (人 ，gC) 
er er te DD? 
其 中 ye 是 乘法 双 准 周期 的 , 且 与 g(t)/er 2 有 相同 的 乘 数 gje 
以 第 二 章 (10. 22)' 式 定义 a,8, 且 取 8 € So. 
1” 设 w= 二 0. 分 两 种 情况 : 
(a) G、 关 pB 定义 


(4. 82) 
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ec 1f gb act 一 z 十 有 一 Gy 
o(B—G,) 2ri Lo est7t (0) ol(t— 2z) 


则 Q(z) = 过 加 一 x(z) 已 无 跑 儿 于 L 上 , 除 在 a,6 处 有 不 到 一 阶 奇异 性 外 ， 
别 无 其 他 非 周期 合同 的 奇 点 , 且 以 gje296， 为 乘 数 , 故 必 QCz) 二 Ce*; 和 前 


面 同样 的 理由 , 由 于 G. 关 ， 必定 CO 因此 问题 (4. 18) 有 唯一 解 


er 1f ED ac 一 z 十 8 一 G。) 
5(8 一 G.) 2ri eetr Ca (83) 


(b) C。 硅 B. 可 选取 log gj; 使 G, = B， 因此 
oe log gj 十 27G *， 7 三 1,2. 
于 是 ez 也 以 gje2%G， 为 乘 数 , 且 在 a;5 (以 及 周期 合同 点 ) 处 有 不 到 一 阶 的 


奇异 性 , 因此 和 (x) 一 - 雪 和 ;就 是 双 周 期 的 . 这 时 间 题 已 化 为 DR 的 , 可 按 上 
段 方法 讨论 ， 从 赂 . 


XCz) = 


D(z) = 


2” 设 «x 放 0. 引进 
oz—b) Bz) ot—b) gt) 
WOT DD oo’ SD DD 


在 z= 二 5 处 , Wo(z) 的 阶 数 在 一 1 与 十 1 之 间 , 而 go (6) 是 有 限 的 , 它们 的 乘 
数 都 是 gje5 人 .一 这 时 间 题 (4. 18) 化 为 


WI) = WW 0 + gt). (4. 84) 
(a) 设 G, 关 B 十 kxb. 令 
[a 1 


Xo Cz) ~ ap+trb —G, ) 2xi 


sb)gt) olt— ztB+ub — Ge) 
Lo gt) et ot — 2z) 

则 它 除 在 a,5( 及 周期 合同 点 ) 处 可 能 有 对 数 型 奇异 性 外 ,处 处 有 界 ( 事 实 上 ， 
在 z= 二 5 处 有 界 ). 所 以 Qo0(z) 一 三 (z) 一 为 (z) 在 L 上 无 跳跃 , 乘 数 同 前 , 在 
a,5 等 处 至 多 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ,从 而 实际 上 无 奇异 性 , 在 > 一 0 处 有 xc 阶 
极点 . 故 由 上 述 性 质 1)， 

Oo(z) 一 er es [C, 十 Boe 
但 它 的 乘 数 取 对 数 后 2w 一 2%ezo 应 该 和 log gj 二 2% CG 二 凤 ) 相 着 妈 zx 最 
整数 倍 ， 故 不 妨 取 


bp 一 G， 


Kk 


人 一 0 zo 一 六 十 


0 一 般 情况 下 的 边 值 逆 
因此 (4. 18) 的 一 般 解 为 
D(z) 一 et) | [c 十 Saco (z— zo ) SE 
十 oF (2) 1 
oB+rb —G, oz—b) 2ri 
守信 一 OECD at 一 < 十 8 十 地 一 Gy ) 路 
Lo etyt W(t) o(t— z) 


(b) 设 G, 二 B 十 xkb. 这 时 可 选 定 logg; 使 


= 8& + 2%G, —xb) + 2 0. 一 2，j 12， (4. 86) | 


9 


J 
从 而 ef 以 gje2G 9) 为 乘 数 .因此 在 (4. 84) 中 遍 乘 ec- 后 又 化 为 双 周 期 | 
问题 , 且 指 标 « 不 变 . 再 就 可 按 上 段 方法 分 析 ， 从 略 ， 
3 ” 设 ^< 0. 也 分 两 种 情况 ， 
(a) C* 天 有 MA. 令 Wo(z),go《t) ,Xo(z) ,Qo(z) 仍 同 前 , 则 业 ,(z) 在 
< 二 0 处 有 一 < 阶 零点 ,而 Xo(z) 有 界 , 因此 Qu (z) 也 有 界 , 故 必 O(z) 二 
Ce*. 若 C 天 0, 则 其 乘 数 也 应 是 gj e223 人 6.) ， 这 就 是 说 可 取 定 logg; 使 4 等 
了 86) 中 的 w 但 这 只 有 8 十 好 一 G。= 0 才 可 以 ， 而 这 已 排除 在 外 . 故 
一 0. 所 以 , 如 果 (4. 84) 有 解 , 则 必 更 ,Cz) = xo(z)，, 但 因 Wo(z) 以 = 一 0 
和 故 还 必须 


人 sg [六 +6,) | dt =0， 
Po eg ot Dr (1p) 9 olt— 2z) 0 
， 5 一 0 1，…… 一 一 1 (4. 87) 
当 这 些 条 件 满足 时 ， 问 题 (4. 18) 有 唯一 解 
加 erzty(z) oe(z) 1 
PNT TG DD a 


| tb) gC) att 一 z 十 8 十 kb 一 CD) 1 (4. 88) 
Io ez 十 六 (WD (1) olt — z) 

Cb) G, 三 Bp 十 xb， 如 前 ， 又 可 化 为 DR 问题 进行 讨论 . 

于 是 我 们 有 


症 理 4.4.6 ”对 于 开口 光滑 弧 段 的 MQR。 问题 (4. 18)， 设 其 指标 为 如 果 
,Cx 三 6 十 kb， 则 可 化 为 @(z)/er*t7 的 DR 问题; 否则， 当 Kk 之 0 时 间 
, 题 无 条 件 可 解 ， 且 一 般 解 中 含有 个 任意 常数 ， 当 一 0 时 要 满足 一 x 个 
~ 本 解 条 件 时 才 有 唯一 解 . 
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最 后 对 2 一 a 十 2wi 的 情况 略 作 说 明 . 这 时 除 平凡 情况 外 ,+ (xz) 的 乘 数 
必 相 同 , GC(z) 是 双 周 期 的 . 现在 设 
JogCe2) 一 A+iB, 


logGGe 十 2ol) _ 
2xl 
而 G, ,7y(z) 仍 如 (4.19),(4.20), 在 = 一 a 处 er 仍 有 (z 一 a)* 的 因子 . 
对 于 齐 次 问题 (g 二 0), 本 段 下 开始 所 论 包 括 定理 4. 4.5 完全 成 立 , 且 
(4. 79) 中 的 w(z 一 站 可 改 为 or(z 一 a). 
对 于 非 齐 次 问题 , 仍 可 化 为 (4. 82), a,8 仍 定义 如 前 .以 下 讨论 均 类 似 ， 
且 定 理 4.4.6 这 时 也 成 立 . 


k 十 A 十 无 ，0 委 4 一 1 ， 


习 题 


1 将 本 段 最 后 的 讨论 补充 出 来. 
2. 本 段 中 的 矩阵 之 秩 为 2 时 的 平凡 情况 指 的 是 什么 ? 


第 五 章 “ 一 般 情况 下 的 奇异 积分 方程 


本 章 将 利用 上 一 章 的 结果 讨论 奇异 积分 方程 ,其 积分 曲线 具有 节点 和 奉 
数 具有 间 世 点 的 情况 . 


+ 


5.1 特征 方程 及 其 相 联 方程 


5. 1. 1 “特征 方程 


. 本 章 中 将 把 第 三 章 讨论 过 的 封闭 曲线 情况 下 奇异 积分 方程 的 解法 推广 到 
带 节点 的 曲线 情况 . 本 段 首 先 考虑 下 面 的 特征 方程 : 
Kg 一 ato)8(to) 十 和 全 | et 一 fo), HEL, (GD 
这 里 工 是 带 节 点 cl ,cs，…,c 的 分 段 光滑 曲线 (图 4-4), a(2) ,CD GOD GE Ho 
于 L 上 , 即 在 蕊 的 每 段 光 滑 弧 上 E 互 ， 人 允许 未 知 函 数 p(b 在 各 节点 处 可 有 不 
”到 一 阶 的 奇异 性 , 而 在 不 含 节点 的 任何 弧 段 上 € 互 , 或 者 , pg(z) E H* 于 L 
上 (参看 4. 1.2 段 ). 注意 , 作为 (1. 1) 的 解 ,gp(z) 并 不 要 求 在 各 节点 处 满足 此 
方程 , 在 这 些 点 处 glz) 甚至 可 以 无 定义 .我们 将 只 限于 讨论 正则 型 情况 ， 即 
alD) b(t) 0 于 LL 上 . 
像 在 第 三 章 中 那样 , 方程 (1. 1) 可 化 为 Riemann 边 值 问题 而 求解 . 令 


1[ ov 一 
Bz) = dt zxEL, (1.2) 
于 是 , 利用 Plemelj 公式 ， 仍 可 把 (1. 1) 化 为 
二 f(t) 
© (1) = GG (D+ DB To tE€EL, (1. 3) 
其 中 
_ a(t) — 6b(7) 
GW = G0) Fo (人 


由 于 GO),fQ)/[aQ) 十 b(2)]1 也 € Ho 于 L 上 , 因此 (1. 3) 就 成 为 上 一 章 中 
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讨论 过 的 那 种 尺 问 题 ; 且 由 (1. 2) 知 下 (ce) = 0, 因此 要 在 R_i 中 求解 . 按照 
4. 2.2 段 中 的 讨论 , 可 把 节点 {c;} 分 成 普通 节点 和 特异 节点 两 类 , 而 (1. 3) 可 
以 考虑 在 hlci ,c2，… .ec ) 类 中 求解， 这 里 ci ,co,… ,cg 是 某 些 普 通 节 点 , 即 要 
求 @(z) 在 这 些 普通 节点 附近 保持 有 界 , 而 在 其 他 普通 节点 附近 , 仍 允 许 有 不 
到 一 阶 的 奇异 性 , 而 在 各 特异 节点 附近 ，g@(z) 必然 有 界 或 几乎 有 界 . 

解 出 (1. 3) 后 , 方程 (1. 1) 的 解 以 

的 一 时 四 一 于 (1.5) 

给 出 , 因此 g(z) 在 各 节点 附近 有 与 BCz) 相似 的 性 质 . 这 样 , 我 们 也 就 把 节点 - 
分 类 的 名 称 以 及 解 类 h(Cci ,cy，… ,co) 赋予 方程 (1. D). 下 面 我 们 就 设 (1.1) 要 
求 在 hh 二 Ac yc cy) 类 中 求解. 

按照 4. 2. 2 段 的 论述 , 仍 令 T(z) 以 第 四 章 (2. 4) 式 给 出 ， 并 对 每- 池 点 
c， 以 第 四 章 (2. 19) 式 定义 x 一 敢 士 访 , 再 决定 整数 4, 一 如 那里 的 方法 , 即 : 
当 cE (cc 和 …cr) 时 ,使 < 二 <l; 当 ec 为 别 的 普通 节点 时 ， 使 
一 1 之 a 十 A 所 0; 当 c 为 特异 节点 时 , 使 4. 三 一 <. 因此 问题 (1. 3) 的 指标 
< 仍 由 第 四 章 (2. 20) 给 出 , 它 也 称 为 方程 (1. 1) 在 hh 类 中 的 指标 . 这 时 典 则 也 
数 X(z) 由 第 四 章 (2. 21) 给 出 , 其 中 XX(z) = er? 关 0. 于 是 ， 当 < 六 0 时 ， 
R_; 问题 (1. 3) 在 六 类 中 的 一 般 解 为 


_ XC) f (2) 
一 HY?) yo rst XQ ,0.60) 


其 中 Q(z) 为 x 一 1 次 任意 多 项 式 ; 而 当 << 0 时 , 则 当 且 仅 当 满足 可 解 条 件 


Ef) =0, k=0,1,,—k—1 1.7 
|， Ta Fb Xr 的 的 7 


时 ， 问 题 有 (唯一 ) 解 (1. 6)( 当 二 0 时 , 认为 Qe 尘 0; 下 同 ). 
与 第 三 章 中 类 似 , 由 于 


X(t) a(t) +o) 
Xi) alt) ~— 6b) 


故 可 引进 关于 h 类 的 标准 函数 
Z00) = [a HODIXT CG) 一 [ab 一 AD]JX 0), 1tEL. 
这 样 , 由 (1. 5), 方程 (1. 1) 当 w 之 0 时 有 一 般 解 


f(t0) 1 a(lto) + b(to) 
加 alto) + 6(to) alto) — b(to) 


p(to) = | + EX —X (0)] 


| (#) di 
“Zrii Tad) Fo IXT OC — #0) 
十 EX 一 和 (oo)]Q 1 (to0) 
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一 al(to) f(to) 六 blto) Z(to0) 1 
a (to0) — b(to) a (to) — b(to) ni 
-| fC 由 十 blto)Z(to) 
LZ(t) (tC— to) a (t0) — (to) 
其 中 Pi (#0) 一 一 2Q。 1(to) 仍 为 x 一 1 次 任意 多 项 式 , 或 简写 为 


p(to) 一 K*f+ob"(to)Z(to)P, (to),， 


Pi (to)， 


这 里 已 令 
站 _ b(to)Z(t0) f (7) 
K f=a (to) ft) A | dt， 
而 
#704) alt) # (4) 一 b(t) 
2 (2) ~ al) — 6) 0 C2) a (1) — BD 
当 k< 0 时, 可 解 条 件 (1.7) 现 可 写成 


Ef, 
[5 Zz) dt 0， k 0， l,** Kk 1, 


因此 我 们 得 到 


定 捏 5.1.1 特征 方程 (1.1) 在 有一 hCciscz，…scg) 类 中 求解 时 ， 若 其 相应 的 
指标 x 之 0, 则 无 条 件 可 解 ， 且 一 般 解 由 (1. 8) 给 出 ; 而 若 k 二 0, 则 当 且 
仅 当 (1. 11) 满足 时 ， 方 程 才 有 解 ， 且 有 唯一 解 (1. 8) (这 时 Pi 一 0). 


推论 5S. 1.1 齐 次 方程 (1.1) (f 志 0) 在 疡 类 中 求解 时 ， 若 相应 指标 k 之 0， 则 
它 有 * 个 线性 无 关 的 解 ， 
{6*(D ZH}, k=0,1,,k—1; (1. 12) 
而 若 k 忒 0， 则 只 有 零 解 .. 


注 车 Fn e hlec 3C2 Cr 即 在 Cl1y，C2 Cg 附近 ， 它 保持 有 界 ， 在 
其 余 普通 节点 附近 有 不 到 一 阶 奇异 性 , 在 特异 节点 附近 几乎 有 界 ， 而 整个 说 


来 E H* 于 L 上 , 则 以 上 结论 完全 成 立 ， 因 为 这 时 ,显然 -2 有 同样 


性 质 , 而 又 可 证 明 这 时 由 (1.9) 定义 的 有 K*fE€ Ac ,cz，…,co). 为 了 说 明 最 后 
这 一 点 ,只 须 说 明 


以 如) = 和 ,去 Cd E hlcisc2 "sco) (x) 


即 可 . 在 C19C2， Cg 附 过 p(to) 是 有 界 的 ， 在 别 的 普通 节点 附近 ， 
Z(to) 二 (to 一 “TX(to)， X(to) 有 界 , 一 1 二 a 十 A 二 0， 
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又 设 
AD 一 (一 OOk (to0)， fe (10) 有 界 , 一 1 < 之 py 过 0. 

如 果 jc 之 ac 十 X。， 则 Cx) 式 中 的 积分 在 to = 二 c 附 近 有 界 , 从 而 y(to) = 
OCto 一 cl *); 如 果 j 二 a 十 4.， 则 (Cx ) 式 中 积分 有 对 数 型 奇异 性 ,从 而 
p(t0) 二 O44 一 c| “tte) (e >>0 可 任意 小 ); 如 果 二 a 十 %。， 则 此 积分 为 
Ot 一 c]* ee ), 从 而 pCt0) 二 OC| wo 一 cl*). 总 之 , y(to) 不 管 怎样 在 < 处 
总 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 若 c 为 特异 节点 , 则 因 f(to) 在 c 附 近 几 乎 有 界 , 显 
然 yto) 也 是 如 此 . 整个 ykio) E 日 ”是 明显 的 . 这 就 证 实 了 我 们 的 论断 . 


5. 1.2 相 联 方程 


与 第 三 章 中 类 似 , 我 们 也 可 考虑 (1. 1) 的 相 联 方程 
. K°'’y = alto Ylto) 一 划 de ~ g(to), to EL, (1.13) 


这 里 g(t) € Ho，, 其 余 均 同 前 . 外 仍 称 为 K? 的 相 联 算 子 . 
(1. 13) 也 很 容易 求解 . 令 


Vl) =| Dg, zEL, (1.14) 
NTL tz | 
则 由 Plemelj 公式 ， 
天 dt 一 2 (to) 干 b(to y(to), 


ti—t 
分 别 代 入 (1. 13), 可 得 


_ 2 0)+g0) _ 2 (+g0) 
p(t) a Fo pt) a S60) (1. 15) 


令 此 两 式 相等 , 消去 yz)， Ee 13) 化 为 及 问题 


b(t) g(t) 
V(t) 一 G5 OD + pe? (1. 16) 


其 中 GC) 仍 由 (1.4) 给 出 (并 在 Ri 中 求解 ). 求 出 更 (=) 后 ，(1. 13) 的 解 
gC2) 就 可 由 (1. 15) 给 出 . 

这 些 都 与 3. 2. 2 段 相同 . 但 现在 也 要 对 节点 以 及 解 进 行 分 类 . 由 (1. 16) 
可 以 看 出 , 与 3. 2. 3 段 中 同样 的 理由 ， 可 以 看 到 (1. 1) 与 (1. 13) 有 共同 的 节 
点 cl cz，…cn， 且 普通 节点 与 特异 节点 的 分 类 完全 一 样 . 因此 在 求解 (1. 13) 
。 时 当然 也 要 联系 到 某 一 解 类 . 设 ci ,co，…,cm 为 所 有 普通 节点 , 则 疡 = 
eon cccn) 称 为 hh 二 hlci ,cs,…,cq) 的 相 联 类 . 车 x 为 (1.1) 在 h 类 
， 中 的 指标 , 则 易 见 x = 一 x 为 (1. 13) 在 类 中 的 指标 . 且 若 X(z) 是 (1. 1) 在 
类 中 的 典 则 函数 , 则 1/X(z) 就 是 (1. 13) 在 及 类 中 的 典 则 函数 . 
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我 们 来 说 明 方程 (1. 1) 及 其 齐 次 相 联 方程 Ky 二 0 分 别 在 类 六 及 其 相 
类 有 中 求解 时 的 联系 . 对 于 Ky 一 0 来 说 , 相应 的 R_; 问题 (1. 15) 也 成 为 
次 的 (g 三 0). 因此 由 3.2.3 段 , 当 x >> 0 或 即 x = 一 x 过 0 时 , 它 在 及 类 曾 
有 一 般 解 a 
Pi(z) Pi(z) 


V(z) 一 C0 
代 人 (1.15) 前 一 式 ( 略 去 因子 2), 得 
% = [fal2) +b0) XT* (CD ZC i; (1. 1 


而 当 w 声 0 即 «== 一 x 之 0 时 , 只 有 零 解 Jy) = 0. 

与 (1. 11) 相 比 较 , 立 得 1 
定理 $.1.2 特征 方程 Kop 一 在 h 类 中 来 解 时 ， 当 且 仅 当 /与 相 联 章 次 方 

程 Ko'y 一 0 在 by 类 中 的 一 切 解 y 正 交 ， 亦 即 | fjdi 一 0 时 ， 才 是 可 解 - 

辣 四 

.也 容易 看 出 , 如 果 设 Kop 一 0 与 Ko? 入 一 0 分 别 在 h 与 4 类 中 各 有 1 与 1 
个 线性 无 关 的 解 ， 则 必 ! 一 上 一“， 因为 < 之 0 时 7 一 “而 人 =0;k<0 时 /二 
0 而 人 二 kK 二 一 k. 

由 此 可 见 , 对 于 方程 (1. 1) ，Noether 型 定理 仍 成 立 .以 后 我 们 还 会 看 到 ， 
对 于 更 一 般 的 奇异 积分 方程 ， 在 相 联 类 的 意义 下 ，Noether 型 定理 也 成 立 . 

习 题 

求证 : 方程 (1. 13) 在 茶 一 类 及 中 可 解 的 充 要 条 件 是 g 与 Kp 二 0 在 有 类 

中 的 一 切 解 p 正 交 , 即 | gg dz 一 0. 


5.1.3 一般 Cauchy 主 值 积分 的 反 演 


我 们 来 利用 5. 1. 1 eh 的 结果 讨论 Cauchy 主 值 积分 


p(t) 
x Lt dt=f(io), to EL (1. 18) 


的 反 演 问题 . 我们 将 只 讨论 一 种 特别 重要 的 情况 : L 由 条 互 不 相交 的 开口 
光滑 弧 段 Li = 4j5; G 二 1,2,…,n) 构成 ,各 工 ; 均 已 取 定 自 a; 到 号 为 其 正 


向 , 且 设 /Fo € 有 于 L 上 . 与 (1. 1) 相 比 较 , 现在 ce(D = 二 0, bz) ==1, 因此 
可 取 
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Ya = au 十 好 =— ilog(—1) 一 ， 为 一 玫 . 

所 以 所 有 端点 Cj ,b; 都 是 普通 端点 . 
设 我 们 要 在 hh = hel ,cz，…… A 18) ，cl sc2，… ,Cg 为 某 些 端 
点 , 其 中 有 7r 个 属于 {a;}, gq 一 r 个 属于 {45)}. 对 于 前 者 , 应 有 4。 一 1, 而 对 不 
在 其 中 的 mr 个 ai， 应 有 和 一 0. TT 小 中 的 g 一 + 个 cj， 应 有 X。 一 
0, 而 对 其 余 n 一 (9 一 六 个 不 是 这 些 6 的 5 应 有 和 一 一 1 因此 ， 方程 

(1. 18) 在 hh 类 中 的 指标 
| k=— DA = 一 r 十 (n 一 gq 十) 一 一 9. 


C 


由 于 现在 
ra = | Ed = bb 


因此 


Xz) = [[(z—oO*e®? = 1-—o* 


按照 上 面 ) 取 值 的 规律 ,最 后 可 得 (不 计 常 数 因子 ) 


_ /Ri(z) 
X(z) = Re’ (1. 19) 
其 中 
Ri(z) = eo Ra (z) 一 下 ce， (1. 20) 
根 式 可 任意 取 定 一 一 支 (在 沿 工 齐 开 的 平面 中 )， 因此 ， 由 (1. 8), 可 得 
ws /Rb 
Z0D = XO) VR’ (1. 21) 


其 中 根 式 可 理解 为 沿 工 正 侧 所 取 的 值 . 于 是 在 h 类 中 (1. 18) 反 演 时 , 若 < 一 
一 之 0， 则 有 


Ri(to) 1 Ra (1) f(D 二 Ri (to) . 
p10) = R, (to) 划 ， Ri (2) t—to BG) fe (10); C1. 22) 


而 当 % 二 nn 一 g 之 0 时 , 当 且 仅 当 


Rt) 一 ”一 eee 一 一 
| ARG OL=0, j=0,1,.…,g—n—1 (1. 23) 


,时 有 唯一 解 (1. 22) (这 时 Po 三 0). 
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特别 重要 的 情况 有 以 下 几 种 : 人 
1 在 所 有 端点 处 均 允 许 解 有 可 积 奇 异性 ， 即 在 io 类 中 求解 ,这 时 < 一 才 
>> 0, 故 (1. 18) 经 反 演 后 可 得 训 
1 1 DA d+ elit), 
VROGo) nl t— to VROo) 


g(to) = 一 
其 中 
RD -JIc-ooc- b;), 


且 根 式 例如 可 如 前 理解 ， 
2” 在 各 a; 处 解 有 界 ,在 各 b; 处 可 允许 有 可 积 奇异 性 ， 即 在 ha， 
ax,…an) 类 中 求解 . 这 时 二 0，(1. 18) 反 演 后 有 唯一 解 


RCs) If 大 9 AD | 
ne jolt .28) | 
其 中 
RD = [Ga), RC) = I G6), 
j=1 j=i 
根 式 仍 可 如 前 理解 . 


当然 ,在 Ab ,bz ,…,b,) 类 中 求解 时 ,只 要 将 Ra (2) 与 Rs (bb 的 地 位 交换 
即 可 . 

3” 在 所 有 端点 处 解 均 有 界 ， 即 在 hz, 类 中 求解 . 这 时 «二 一 n 二 0. 故 当 
且 仅 当 满足 可 解 条件 


CDd 0 ;=0,1,n—1 (1. 26) 
| LR 7 和 
时 ，(1. 18) 反 演 才 可 能 ， 并 有 唯一 解 
: VER(to) (7) 
( DD dr (1. 27) 
PT rl Ra 
习 题 


1. 试 讨论 (1. 18) 的 相 联 方程 的 解 ， 并 验证 有 关 相 联 类 中 解 的 结论 
2. 试 证 在 (1. 22) 中 p(cj) = 0, j 二 1,2,…,g. 
“3. 试 讨论 工 为 整个 实 轴 X 时 方程 (1. 1) 的 求解 , 并 作出 有 关 反 演 问题 的 
讨论 . 
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5.2 完全 奇异 积分 方程 


5.2.1 正则 化 问题 


本 节 将 考虑 完全 奇异 积分 方程 
b(to) 
Kp = ali)9(t,) + | ed 十 | topgCDd 
=/(i), w EL (2.D 


的 求解 问题 , 其 中 工 以 及 a ,5,f 均 同 5.1.1 段 , 而 h(t,t) 作为 一 元 函数 也 
Ho. 下 一 方程 称 为 (2. 1) 的 相 联 方程 


, _ 1f oy) 
Ky 一) 一 二 | 站 d+) hls ) Dd 


. = g(to), to EL. . (2. 2) 
K,K 也 称 为 互 为 相 联 算 子 , 它们 也 可 写成 . 
Kp= Koptkp, Ky= Ky+rky, 
其 中 K ,后 意义 同上 节 , 而 ,kK 则 为 Fredholm 算 子 . 
我 们 永远 假定 a(#) 土 5(z) 关 0 于 LL 上, 即 只 讨论 正则 型 情况 . 并 设 (2. 1) 
在 hc sc2 °° ,Cg) 类 中 求解 . 
与 第 三 章 中 相似 , 为 了 将 (2. 1) 正则 化 , 将 它 改 写 为 


a pl) + | LD — Ho) 一 | klios pat, (2.3) 


或 妈 
Kg= f(0)—kp. (2. 3)7 
暂时 把 上 式 中 右边 的 p 当做 是 已 知 的 . 注意 , 当 加 在 工 的 同一 光滑 弧 自 
《包括 其 端点 ) 时 , 因为 k(t0,2) € Hr (0 过 vy 声 1), 故 车 p(t) € hlel ,cs，…， 
| co)， 则 (对 某 个 常数 M > 0) 

[pd — pV EM lp 11a: la 一 二 


, 式 中 右边 的 积分 是 收敛 的 ， 从 而 (2. 3) 右边 的 函数 仍 € 日 。. 
” ”以 后 把 K 的 关于 hh 类 的 标准 函数 Z(t)、 指 标 等 名 称 也 给 予 及 ,因此 ， 
加 果 (2 1) 在 类 中 有 解 , 且 若 k 宇 0, 则 由 (1. 8)，p 必 满 足 

| Plto) = K(f—kg)+b"(t0) Zt) P(to), 
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其 中 和 ”由 (1.9) 给 出 , 亦 即 
glto0) + K* kg = f*(t0), 
其 中 已 令 
f° (10) = K*f+b*(t0) Z(t0)P, 1 (to). 
容易 验证 , K*f Eh, 因此 f*(to) Eh. 反 过 来 ， 如 果 gp Eh (对 于 某 一 PP 
满足 (2.4), 则 也 必 满 足 (2. 3), 亦 即 , g 为 (2. 1) 在 类 中 的 解 . 这 样 ， 当局 
0 时 ，(2. 1) 等 价 于 积分 方程 (2. 4) 在 有 类 中 求解 (对 于 任意 给 定 的 P 1)，| 
车 二 0, 则 由 上 节 知 ， 当 且 仅 当 


Ukgy fg, ;0,1,es 


才 在 hh 类 中 可 解 , 且 有 唯一 解 
plto) = K(f—ky), 
亦 即 (2.4), 但 其 中 Pi 二 0. 由 于 上 为 Fredholm 算 子 , 故 
zi / ti 
,zr -|p Or (Zs) 
从 而 (2. 6) 可 改写 为 
| erod=| ER J 一 0 1 一 一 1， (2. 6)” 
其 中 


7 £1 k(t ot) 
oD =—K (A5)=|, ZGJ da? 


它 是 Ho 类 中 的 已 知 函数 . 同上 理由 可 知 , 当 k< 0 时 , 方程 (2. 1) 在 有 类 中 
求解 等 价 于 在 同一 类 中 求解 (2. 4) (但 (2.5) 中 的 P_, = 二 0), 且 要 求 这 个 解 
还 要 满足 补充 条 件 (2. 6) 或 (2. 6)" 

我 们 来 说 明 , K*k 是 弱 Fredholm 算 子 . 这 是 因为 , 由 (1. 9)， 

， 。 b*(10)Z 

K* kp = a"() (kp) 1) — | ze ksi) gh) dh. 
由 于 Cauchy 主 值 积分 与 通常 积分 次 序 可 以 交换 , 故 上 式 又 可 写成 
K* kp = oC) Cp) (to) —6"C10) Zi)| °Cost) ga) dh, (2. 8) 

这 里 已 信 


《2. 7) 


1 k(t,t1) 
AHLZ(2) (tC— to) 


它 对 和 在 节点 附近 至 多 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ， 因 之 是 弱 Fredholm 核 的 . 
其 次 , 我 们 还 应 注意 , 方程 (2. 4) 在 h 类 中 求解 时 , 实际 上 可 在 hh 类 (处 


k*(to ;£1) 一 


dt， (2. 9) 
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”处 有 界 ) 中 求解 . 因为 , 一 方面 hCho, 另 一 方面 , 若 pE ho 且 满 足 (2.4), 则 
如 前 所 述 , kp € Ho， 从 而 K* kp € h, 又 因 f*(1) € hh, 于 是 得 知 p(b Eh. 
这 样 , 求解 (2. 4) 时 就 可 像 通 常 那样 求 Fredholm 方 程 在 ho 类 中 的 解 , 而 
不 必 再 考虑 有 类 了 .于 是 通常 有 关 Fredholm 方程 的 结果 都 可 在 这 里 应 用 . 
对 于 方程 (2. 2), 用 与 上 面 类 似 的 方法 也 可 正则 化 为 一 个 Fredholm 积分 
方程 求解. 


5.2.2 正则 化 方程 的 讨论 


本 段 中 我 们 将 对 正则 化 后 的 方程 (2. 4) 进行 讨论 , 并 说 明 Fredholm 定理 在 
适当 方式 的 叙述 下 仍 成 立 .本 段 以 及 下 段 对 Noether 定理 的 证 明基 本 采 自 [42]. 
首先 注意 , 由 (2. 5) 及 其 下 面 的 说 明 , f*(t0) Eh 二 hlciyco，"…*,cg), 且 
在 特异 节点 cs 的 邻 域内 ， 当 x 天 0 时 是 有 界 的 , 当 X = 0 时 是 几乎 有 界 的 ， 
实际 上 具有 log(to 一 cs) 型 的 奇异 性 . 
把 与 (2. 4) 相应 的 齐 次 方程 写成 


g+K* kp = po) +| Ne ,Dp(Dd = 0, (2. 10) 
由 (2. 8), 这 里 ， 
加 _b*(to0)Z(to) k(t ,1) 
N(tost) = a (to)k(to ,t) ni | ze 一 ma (2. 11) 
与 此 同时 , 还 要 讨论 (2. 10) 的 相 联 方 程 


y+KKE"y = yt) 十 | Ns) Dd = 00. C2. 12) 
由 (2. 11) 知 ， 


Nt) = a Rt) — 2 DLO sa) dy， 


ni LZ(t1) (tO—2) 
为 要 引用 Fredholm 定理 , 我 们 设法 把 (2. 10) 转化 为 有 界 核 的 情况 . 由 
(1. 8) 以 及 XT (4) 的 性 质 , 可知 


(2. 13) 


ZGD = II Gc)% » £0), (2. 14) 


' j=1 

这 里 £(z) EE Ho 于 L 上 ， 旦 关 0. 当 ci 所 {c1sc23""" cg) 时 0 < Rey; < 1， 当 
5 为 别 的 普通 节点 con ,cqtz，…,cm 之 一 时 一 1 < Rey; <0, 当 c 为 特异 节点 
| 时 Rey; 一 0. 以 cpH ycpt2 9 CC (p 守 mm) 表示 使 y; 二 0 的 那些 特异 节点 . 令 


@ CK* J = KK*' 可 以 直接 验证 . 
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TCD) = 1 (一 cj)。 工 Llog(t—¢;) + dj;], C2.19 


这 里 最 后 乘积 中 添加 了 一些 适当 的 常数 了 ,使 得 log(t 一 c;) (已 有 确定 的 全 
支 值 ) 与 di 之 和 在 L 上 不 取 零 值 ， 以 保证 1/TQ) 在 L 上 有 界 ; 这 种 d; 显 细 
存在 , 因为 当 t+ € L 时 w == log(t 一 c;) 的 像 无 非 是 zw 平面 中 向 co 处 延伸 的 
某 一 (一 般 带 节点 的 ) 分 段 光滑 曲线 , 必要 时 只 要 将 它 作 某 个 4) 的 平移 , 使 并 
不 通过 ww = 0 即 可 . 

这 样 , 如果 引进 新 的 未 知 函 数 污 


_ 90) | 
方程 (2. 10) 将 成 为 
Do (io) +| No ,tpo TO) dt = fo (to0), (2.17) 
其 中 
f(t) 
fo (to) To )? (2. 18) 
N(to ,2) 
No lto st) = Ty (2. 19) 


根据 (2. 11) 以 及 Z(z) 的 性 质 (2. 14) ,容易 证 明 ，No (to ,t) 是 有 界 函数 . 
事实 上 还 可 证 明 当 固定 一 个 变量 于 非 节 点 处 时 , 对 另 一 变量 在 普通 节点 附近 
E Ho, 而 在 特异 节点 附近 € H* , 且 一 致 地 成 立 ( 证 明 从 上 略 ). 

再 在 (2. 17) 中 进行 换 元 . 设 c 为 某 一 光滑 弧 段 L; 上 的 一 节点 ， 在 L; 上 引 
， 进 新 的 变 元 

c= [Ta (t € 1L;), 
于 是 de — 二 T(z)dz; 把 二 的 像 记 为 A, 又 记 go (1) 为 go(D), 等 等 , 则 它 成 为 
go (ro) +| Nero npgo Cdr = film), wmEA (2.20) 


这 是 有 界 核 的 Fredholm 方程 ，f3 (ro) 也 是 有 界 的 . 

注意 , 一 般 说 来 , 工 的 像 A 并 不 是 一 条 ( 带 节 点 的 ) 分 段 光滑 曲线 , 它 可 能 自身 相交 以 
至 无 限 多 次 . 甚至 当 z 在 L 的 某 一 光滑 弧 段 上 连续 移动 时 , 其 像 还 可 能 在 同一 曲线 上 来 回 
摆动 . 这 种 复杂 情况 似乎 增加 了 我 们 分 析 问 题 的 困难 . 为 了 克服 这 一 点 ,我们 可 以 进行 如 
下 : 先 取 工 的 一 光滑 弧 段 Li 一 所 而, 当 1 自 ui 沿 Li 连续 变 到 入 时 , 在 其 像 曲线 上 定义 
绝 长 参数 ;, 设 * 自 0 起 变 到 捕 ; 然后 取 工 的 第 二 个 光滑 弧 段 L; 一 60 避 ， 当 1 自 as 沿 
连续 变 到 5b 时 ,在 其 像 曲线 上 定义 弧 长 参数 ,要求 ;从 1 算 起 , 设 到 为止; 如 此 继续 
下 去 ， 一 直到 最 后 一 段 光 滑 弧 L, 为 止 , 而 s 则 到 1 为止， 最 后 便 可 得 类 似 于 (2. 20) 的 积 
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”分 方程 , 但 变 元 是 y,m, 且 都 是 从 0 变 到 4, 积分 限 也 是 如 此 . 它 就 确实 是 一 Fredholm 方 
程 了 . 
方程 (2. 10) 在 hh 类 中 求解 , 易于 证 明 , 等 价 于 它 在 最 广 的 解 类 ho。 中 求 
解 ， 即 允许 在 每 一 (变换 后 的 ) 节点 附近 可 以 有 可 积 奇异 性 . 
在 以 上 的 变换 过 程 中 , 相 联 方程 (2. 12) 也 就 变 成 了 (2. 20) 的 相 联 方程 


ym) 十 | Nocrm)wad =0. (2. 20) 


”也 易 证 明 , 此 方程 在 最 广 的 解 类 中 的 解 实际 上 是 有 界 的 . 
把 附录 第 3 段 中 的 论述 应 用 于 (2. 20) 与 (2. 20)， 并 再 回 到 原来 的 变量 
tt 与 曲线 工 ， 则 得 


定理 5.2.1 方程 
plto) + Kk p= f(to), to EL (2.21) 
(在 ho 类 中 从 而 也 就 是 在 h 类 中 ) 可 解 的 充 要 条 件 是 
| f°Wo Dd = 0, 了 12 (2.22) 


这 里 (wj ( 划 )! 是 相 联 方程 
wto)+kK*w=0 (2. 23) 
的 线性 无 关 ( 有 界 ) 解 的 全 解 组 . 


用 附录 第 2 段 中 广义 预 解 核 的 写法 , 回 到 原来 的 变量 ,io 时 , 我 们 得 知 : 
当 可 解 条 件 (2. 22) 满足 时 , 方程 (2. 21) 在 h 类 中 的 一 般 解 可 写成 


p(to) 一 了 ”十 > Ci (to), (2. 24) 
其 中 C 为 任意 常数 ，{X; (Dj 为 相应 于 (2. 21) 的 齐 次 方程 的 全 解 组 , 而 
If* = f/f*(0) 二 | re ,t) f* (0 dt, (2. 25) 
其 中 G40,t) 为 广义 预 解 核 . 


对 于 相 联 方程 (2. 12) (右边 为 任意 函数 g), 也 可 作 类 似 的 讨论 . 
5.2.3 一 般 情 况 下 的 Noether 定理 


第 三 章 中 关于 奇异 积分 方程 的 Noether 定理 ， 可 推广 到 本 节 中 考虑 的 一 
般 方 程 (2. 1). 具体 说 来 , 我 们 有 


| 定理 $5. 2. 2 (Noether 定理 ) 
! I. 齐 次 方程 (2.1) (f 三 0) 在 h= 二 hlciscs，*"…*scg) 类 中 有 有 限 个 线性 无 
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关 的 解 ， 设 为 /个 . 
下. 方程 (2. 1) 在 h 类 中 可 解 的 充 要 条 件 为 
| fg,d =0, 一 12 2， 


其 中 人 ) "为 相 联 齐 次 方程 (2. 2) (g 王 0) 在 相 联 类 有 hh 中 的 线性 玉 
关 全 解 组 . 
豚 . 设 (2.1) 在 hh 类 中 的 指标 为 k， 则 1 一 1! 二. 


此 定理 对 于 特征 方程 Kig 二 /来 说 已 见 其 为 真 (参看 5. 1 节 ), 现 证 它 对 
一 般 的 Kp = /也 成 立 . 

结论 I 是 显然 的 , 因为 Kp = 0 正则 化 后 的 Fredholm 方 程 只 可 能 有 有 限 “| 
个 线性 无 关 的 解 , 而 Kp = 0 的 解 必 为 后 者 的 解 . 今 证 结论 于 与 卫 . 

在 证 明之 前 先 作 一 些 预备 性 的 说 明 . 设 已 如 5. 2. 1 段 把 方程 (2.1) 正则 
化 为 (2.4), 其 中 f*(z0) 由 (2. 5) 给 出 , 且 当 k 宇 1 时 

Pl = A 十 At 十 … 十 A (2. 26) 

(x 二 0 时 不 存在 Po 1)，, 而 {Ai) 为 任意 常数 ， 当 二 0 时 , 则 还 要 满足 可 解 
条 件 (2. 6)“. 

先 设 x 宕 0. 这 时 方程 (2. 1) 在 类 中 求解 等 价 于 求解 (2. 4) , 而 后 者 的 可 
解 条 件 为 (2. 22). 以 六 (to) 的 表达 式 (2. 5) 代 人 (2. 22), 并 引进 记号 


6; = | wk j = 1,2,.0y, (2. 27) 
则 (2. 22) 可 以 写成 
DA = 0， J]=1,2,%,y, (2. 28) 
其 中 (yi ) 为 一 已 知 常数 条 阵 ， 与 f() 无 关 . 
易 证 对 于 一 般 的 KK 来 说 (f,g 不 是 在 同一 节点 处 有 可 积 奇异 性 )， 成 立 着 
| ed = | aK’far, 
故 6; 又 可 写成 
6; =| /kd = | fo dz, (2, 27)’ 
其 中 已 令 
wi (D) = Kw;, j= 1,2,.: (2. 29) 
它们 是 线性 无 关 的 , 因为， 由 w 十 KK “ai = 0 可 推 和 oj 一 一 kw》， 故 若 


fw } 线性 相关 ,， 则 {6} 也 将 如 此 ,矛盾 ,此 外 ,从 Z(t) 的 表示 式 (2.14) 以 
及 算 子 K* 的 定义 可 推 知 w? € A 
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设 矩 阵 (yj ) 的 秩 为 p (po 委 内 po 委 扣 ;必要 时 , 交换 6; 以 及 (2. 26) 中 各 


个 A 的 顺序 ， 可 设 其 左上 和 角 的 p 阶 行列 式 不 等 于 0. 因此 , 方程 组 (2. 28) 的 
相 容 性 条 件 为 


Yu yp 
”=0,， j=1,2,,v—p, (2.30) 
Yo eo. Yop 6p 2° | 
: op ob Opti. 
或 可 写成 
6pti 十 > axdx = 0 j= 1,2," -Pp (2. 30) 


其 中 Ca) 为 与 /无关 的 常数 拓 阵 . 把 6; 的 表达 式 (2. 27)” 代入 上 式 , 可 知 方 
程 (2. 4) 的 可 解 条 件 具 有 下 述 形式 : 


| Da =o j=1,2, wp (2.31) 
其 中 
Aj(t) = opH (1) 十 Da (1)， 了 一 lp (2. 32) 


为 h 类 中 完全 确定 的 、 线性 无 关 的 函数 
设 此 可 解 条 件 已 满足 ， 则 (2. 4) 可 解 ; 这 时 (2. 30) 也 满足 ， 可 求 出 解 
(A;)9, 是 解 中 含 {Ai)%1 为 任意 常数 . 再 代 人 (2. 28)， 可 得 其 一 般 解 为 


Aj = SS Bho 十 dr,, J 一 12，0， (2. 33) 
k=1 k=1 
”其 中 (Bj), (Tj) 为 已 知 常数 和 矩阵， 与 f(z) 无 关 . 将 求 得 的 (A;)4 代入 (2. 4) 
”的 右边 , 则 所 得 方程 对 于 任何 AAA。 是 可 解 的 . 由 (2. 24), 并 利 
”用 (2.5) , (2. 27), 可 得 (2. 4) 的 一 般 解 为 
p(t0) =I"K*f+CiXi Cto) + CaX2 Cto) tnt Coty pX ty pCto), (2.34) 
其 中 X1,X2s "NX, 和 CO ,C2 ，* "CO, 与 (2. 24) 中 的 全 同 ? 而 为 统一 起 见 ， 已 把 
AH ,AH2 9 ,Ac 分 别 改 写 为 Cn Cyr2 ,Cebh-p » 而 Xn pd Meh-p 为 
某 些 完全 确定 的 函数 , 都 与 F(D 无 关 , 且 Eh 类 , 并 把 与 上 有 关 的 项 已 放 人 
有 "了 中 ， 这 里 
如 TeF 三 Fo) +| ra ,DF dt, (2. 35) 
荔 中 工 *(to,t) 只 与 TCio ,t) 相差 一 些 确定 的 项 . 
特别 , 对齐 次 方程 (2. 1)〈(f 寺 0), 它 等 价 于 
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pto) + Kkp = 6*(t0)Z(0) P(t0); (2. 3 
这 时 所 有 5 = 0， 可 解 条 件 当 然 满 足 . 以 (2. 33) 代入 (2. 36) 右边 , 得 汪 
9 十 开 i = CHoH 十 Carz +t 二 Cop pe op， (2. 3 加 
其 中 rovr "aochr-p 为 一 些 确定 的 线性 无 关 的 函数 . 
由 (2. 34)， 齐 次 方程 Kp = 0 的 一 般 解 具有 下 形 : | 
Pt0) 一 CX (io) + Caxa to) + Cp Xe oto), (2.37)4 
这 里 所 有 {C;}?""? 为 任意 常数 . 这 样 , 所 有 {Xx}m7? 为 Kp 二 0 的 特 解 , 其 中 | 
前 ,个 同时 又 是 方程 本 
2 十 天 "jp 一 0 
的 线性 无 关 解 . 当 j > vy 时, Xi (1) 又 是 方程 
pitkkp=o 十 1 委 ) 委 < 十 一 0) 
的 特 解 . 易 证 {X ”线性 无 关 . 因为， 如 果 有 某 些 w 使 
cp 
po 二 和 oj 一 0， 
则 显然 有 
0 一 Po +tK’kpo = oo 十 aaovtz 十 … “十 ach-eh-p- 
由 于 {0;) 线性 无 关 , 故 
orH 一 ol 一 … 一 achr-o 一 0. 
再 由 {X5 的 线性 无 关 性 , 可 知 
al 一 az2 一 … 一 oa 一 0. 
所 以 ,， Kp = 0 在 类 中 共有 /== < 十 v 一 6 个 线性 无 关 解 . 
现 设 x<0. 这 时 Pi 二 0, 而 (2. 4) 的 可 解 条 件 将 归结 为 6; = 0 (j = 1， 
2,…,v)， 亦 即 如 下 形式 : 
Wa =0, j = 1,2，. 《2. 38) 


其 中 4 € hr 为 完全 确定 的 函数 ， 且 线性 无 关 . 设 (2. 38) 成 立 ， 故 (2. 4) 在 
by 但 它 的 解 一 般 还 不 是 (2. 1) 在 类 中 的 解 . 四 为 要 想 这 样 ， 还 要 满 

足 一 k“ 个 条 件 (2. 6) 把 一 般 解 (2. 34) (注意 现在 CH 一 Cs 一 … 一 Ceh 
二 0) 代入 (2. 6) 的 左边 ， 便 得 Ci ,C;，,… ,CG, 的 一 个 类 似 于 (2. 28) 的 一 x 个 方 
程 的 线性 组 ,其 相 容 性 条 件 仍 可 写成 下 形 : 


WD =0, j=vt1wt2, te (2. 39) 


Co < 一 x)， 其 中 (1) 也 E€ 如。 (2. 38),(2. 39) 合 在 一 起 就 是 方程 (1. 1) 在 h 
类 中 可 解 的 充 要 条 件 . 
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现在 我 们 来 证 明定 理 中 的 结论 下. 对 于 任何 PE h, yE€h, 已 知 


| ww di 一 | gk'ya (2. 40) 
”由 此 式 立 即 可 见 ,Kp 二 /可 解 的 必要 条 件 为 z 
| fwdt=0， j= 1,2,,l, (2. 41) 


其 中 (yy){ 为 Ky 一 0 在 h' 类 中 的 全 解 组 . 现 要 证 明 条 件 (2. 41) 也 是 充分 的 . 
前 已 看 到 ,Ky = f 在 h 类 中 可 解 的 充 要 条 件 为 (2. 38) , (2. 39), 即 


Wf dr = 0, j= 12,eem, (2.42) 


其 中 mm 为 某 个 正 整数 , 且 4; E hr. 今 设 (2. 41) 已 满足 , 若 能 由 此 推 知 (2. 42) 
也 成 立 , 便 可 得 知 Ky 二 了 是 可 解 的 . 
任 取 g(t) € H, 且 ge)) ==0G ==1,2,…,n). 因此 Ke € Ho. 方程 ， 
Kop 二 Ke 在 HH 类 中 从 而 在 h 类 中 不 言 而 喻 可 解 , 因此 必然 
0 一 | kgdt 一 | Edt， j = 1,2,°,m. 


由 &( 的 任意 性 可 知 Ai 一 0, 即 A) € hr 是 K'y 一 0 的 解 . 因此 每 个 为 
(家 六 的 线性 组 合 . 这 样 ， 由 (2. 41) 便 可 推 知 (2. 42). 结论 [[ 得 证 . 

最 后 来 证 明定 理 的 结论 有 . 先 设 < 0. 这 时 方程 (2. 1) 在 hh 类 中 可 解 的 
条 件 是 (2. 31). 另 一 方面 , 如 上 已 证 ，(2. 41) 也 是 其 可 解 的 充 要 条 件 . 亦 即 ， 
如 果 f(z) 适合 (2. 31), 则 必 适 合 (2. 41), 反之 亦 然 . 由 下 面 的 引 理 5. 2. 1, 就 
可 知道 {A 六 ?2 或 (大 六 中 的 每 一 元 是 另 一 组 函数 的 线性 组 合 ， 于 是 必然 

7 一 v—p. 
但 由 (2. 37)’ ,Ksp = 0 在 h 类 中 共有 /=k 十 v 一 p 个 线性 无 关 的 解 , 因此 得 知 
lI—/ =k. 

再 设 x 二 0. 由 于 本 段 和 上 段 中 对 于 算 子 下 的 讨论 , 也 完全 适用 于 KK , 因 
此 , 交换 KK 与 K' 的 地 位 (同时 也 交换 类 与 类 的 地 位 ), 并 注意 到 KK 在 hh 
类 中 的 指标 x = 一 x, 故 也 可 得 一 1 二 x , 亦 即 1 一 /二 x. 结论 下 得 证 . 

| 

以 上 证 明 中 用 到 了 下 一 引 理 : 


二 | 理 5.2.1 设 { 贸 闻 为 工 上 一 组 E ja 的 线性 无 关 汪 数 ,又 ho 是 这 样 一 
沁 数 ， 使 对 于 上 上 的 任 一 函数 了 EE Ho 车 成 立 
(gf) = | gifa =0,， j= 1,2,.",n, 


就 能 推出 (w,f) 二 0, 则 w 必 为 {g;}1 的 线性 组 合 . 
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为 了 证 明 这 个 引 理 , 我 们 需要 将 它 进行 改造 . 
考虑 L 上 的 沙 数 类 日 * (0 < v< 1), 亦 即 在 工 的 每 一 光滑 弧 段 上 E H*. 定义 其 中 
任意 二 函数 py 的 内 积 
《pp 一 | zcod 
其 中 
plD 一 Ii-al’, 
这 里 {c} 是 上 上 的 所 有 节点 , 这 种 内 积 显然 是 收敛 的 . 
我 们 来 证 明 下 面 改 造 的 引 理 : 


引 理 5.2.2 设 (gpy)* 是 CE H;* 的 线性 无 关 组 ， 又 wE HH* 是 这 样 一 函数 ， 使 对 于 工 上 的 | 
任 一 函数 广 E 瑟 * 若 成 立 
(gf) 一 0， 了 一 12 
就 能 推出 (w,f) 二 0, 则 多 必 为 {gy)1 的 线性 组 合 . 


证 ”不妨 先 把 {gy)1 正规 正 交 化 , 亦 即 , 使 得 (yg; ,gx 二 5x (Kronecker 记号 ). 记 . 
5 = (w, 9;)， 并 令 


开 
co 一 多 op;: 
拓 


易 证 : 
(oa ) = Cm) — Pcp — Dewp) + 2 lel 
j=1 j=1 j=1 
= (wo — Del’. (x*) 
5 一 1 ~ 
另 一 方面 ， 对 每 一 j， 


gp; ,tu 》 一 (gq; sw Dy cgs) 一 Ci 一 cj 二 0, 
k=1 
由 引 理 假设 条 件 可 推 知 (w,ao》 二 0， 即 


0= (ww) = (ww— Dape) = (ww) 一 2) | c | 2. 
- 类 一 1 j=1 
与 (* ) 式 比较 , 可 知 


《ao am )》 一 | [wo [2pCD ds = 0. 


由 于 pl) 之 0 且 仅 在 节点 处 为 0, 故 知 ww = 0, 即 w= cg;. 0 
j=1 


利用 引 理 5. 2. 2 就 可 证 明 引 理 5. 2. 1， 由 于 {g;)1 与 w 均 € 加, 故 若 取 vy 稍 大 于 这 些 
函数 在 诸 节点 处 的 最 高 奇异 阶 数 ( 但 仍 y < 1》, 则 它们 均 € H;. 设 对 任何 FE Ho, 由 . 
(gp, 二 0 (7 一 1,2,..,n) 可 推出 (w, 由 一 0. 记 
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: 0 
则 hh €H. 由 于 
(gf0) =—| gopD ds = | pifd: = ,站 ， 


同 理 
wfo) 一 (ow， 万 ， 


故 从 (gp;, fo? 一 0 (7 一 1,2……7D) 能 推出 (ow, 六) 一 0. 因此 由 引 理 5. 2.2 知 w 为 {gy}1 的 
线性 组 合 . 引 理 5. 2. 1 得 证 . . 


习 题 


LE 。。。 设 工 是 一 条 光滑 封闭 曲线 , f(z) E Ho 于 二 上 ,于 是 其 间断 点 也 可 看 成 
节点 . 试 对 这 种 情况 叙述 Noether 定理 , 并 说 明 用 本 段 的 结果 可 与 3.3.2 段 
串 的 结果 统一 起 来 . 


5.3 一 般 带 周期 核 的 奇异 积分 方程 
i 二 1 


31 曲线 蒂 节 点 的 Hilbert 核 奇异 积分 方程 

我 们 这 里 将 把 3.4 1 届 中 讨论 过 的 方程 推广 到 积分 旧 线 二 带 有 节点 的 情 
放 - 总 由 条 光滑 弧 彼 ;组 成, 已 取 定 正 向 所 有 二 位 于 同一 周 
有 陛 域 S iRez| 过 二 ax 内 (a 之 0) 设 函 数 A(D ,BG),f() € Ho 于 L 上 ， 


A —B’ 关 0. 设 clycz， “oCn 为 L 上 的 全 部 节点 (包括 各 的 端点 以 及 A， 
的 间断 点 )， 事 实 上 , 我 们 还 可 允许 工 到 达 S 的 边界 上 ,但 这 时 < 与 十 。 
6 一 ar 要 看 成 同一 点 .我 们 要 求解 方程 

Al) pn) + | pcot TE d= fl0), EL (3.1) 


的 可 按 通 常 办 法 区 分 普通 节 点 与 特异 书 点 ， 并 确定 要 求 (3. 1) 在 h = 
cz ，… ,co) 类 中 求解 . 对 于 上 六 类 ,也 有 相应 的 指标 < 对 于 思 一 十 设 ， 
隐 避 均 同 5. 1 节 . 

肪 时 方程 (3. 1) 在 h 类 中 的 典 则 函数 可 取 为 

Ek, X(z) = I(z)el?, (3. 2) 


一 般 情 况 下 的 奇异 积分 方程: 


n i 1 
H(z) = (3 ， (3. 3) ， 


于 一 1 


r(z) = 元 | log Gn) . - cot = di， 


(3. 4) 
Gd = AQ) — BG) 


AQ() + BO) 
且 对 数 在 各 L; 上 已 取 定 分 支 . 这 里 已 把 A。 简 记 为 4j. 


y ~ 一 与 ( 一 cc 向 
如 3.4.1 段 定义 Cu 一 (二 oi)， 则 可 计算 得 


， 9 » ] 
G_ = -去 IgG | 
UL tan i 和 对， 
a ， 
一 (一 1l)cew 一 em， (3. 5) 
其 中 已 令 


1 2 鼠 - : 
,一 二 | pogco dt Ne pk (3.6) 


以 后 的 讨论 完全 与 3.4. 1 段 相 同 , 其 至 那里 的 结果 也 全 成 立 , 所 不 同 的 
只 是 ; 现在 X(z) 要 由 (3. 2) ~ (3. 4) 给 出 ， 4 由 (3. 6) 给 出 , 且 解 指 的 是 
h=h(c,c,: ,Cg) 中 的 解 . 


在 一 般 文献 中 ,例如 [50]， 认为 角 上 区 间 ( 去 4, 喜 ax) 内 


的 某 些 线段 的 情况 . - 
有 一 个 特殊 情况 值得 注意 ; L; = 4j5) 是 连接 S 左右 边界 上 二 合同 点 的 光 
滑 弧 段 


pb; 一 Qi 十 az Rea; =— 坟 ax (7 一 1 2，…， 力 ) ， 


且 设 各 L; 间 彼此 互 不 相交 . 为 简单 起 见 ， 
设 L; 在 a; ,Db; 处 的 切线 平行 ， 且 已 取 定 自 
a; 至 为 正 向 (图 5-1); 又 设 AG) ,BCD)， 
fl) € 及 于 L 上 , 且 它 们 分 别 在 a;,6; 处 
的 值 相等 . 

不 妨 设 所 有 LL; 都 在 坐标 原点 O 的 上 
方 . 带 形 域 S 被 L; 分 割 成 两 部 分 , 上 半 部 
分 记 为 Sf ,下 半 部 分 记 为 Sj. | 

这 一 情况 虽 是 开口 曲线 情况 的 一 特 


™ oF ~ 


= 


i 


一 一 ”= 一 严 = = | 
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例 , 但 它 本 质 上 却 与 3.4. 1 段 中 讨论 过 的 情况 更 为 相似 . 因为 , 经 四 一 tan 这 
作 保 形 映射 后 , L; 在 ww 平面 上 的 像 T; 是 包围 ww = i 的 光滑 封闭 曲线 . 现在 所 
不 同 的 是 : z 一 一 coi 属于 所 有 S7, z = 十 ooi 属于 所 有 S+， 只 要 注意 到 这 一 
点 , 解法 的 其 余部 分 就 与 那里 全 相同 了 . 
习 题 

试 将 方程 (3. 1) 的 求解 结果 演算 出 来 ， 并 区 别 一 般 情 况 和 本 段 末 讲 的 特 
殊 情 况 . 
5.3.2 一般 Hilbert 核 积分 的 反 演 


本 段 讨论 Hilbert 核 奇异 积分 的 反 演 问题 . 它 虽 属 于 前 段 的 一 种 特殊 情 
况 , 却 因 其 特别 重要 故 专 门 讨论 . 为 简单 起 见 , 将 设 工 一 Sr 由 位 于 周期 


带 S 内 的 p 条 互 不 相交 的 开口 光滑 弧 有 段 L = 46) 组 成 @. ese. ",C2p 表 
示 诸 端点 aj ,5b;〔 以 任何 次 序 排列 均 可 ). . 
人 考虑 下 列 积分 的 反 演 问 题 : 


二 | pot d= f(t), tw EL, (3.7) 


其 中 f(t) € 电 于 L 上 . 反 演 时 ， 我 们 要 求 9(t) E 六 一 请 (clyca cz)， 这 里 
0<g 2p. 

不 用 上 段 方法 , 我 们 宁可 将 它 化 为 上 一 章 中 讨论 过 的 PR 边 值 问题 来 处 
理 . 令 


D(z) 一 a] ,eot 一 dt， (3. 8) 
则 (3. 7) 可 化 为 
HDFE OH = 0, teEL, (3. 9) 
还 要 求 满足 补充 条 件 
B+ coiD) =— $B(— o0)). (3. 10) 


现在 G(z) 一 一 1 故 


一 到， 当 c € (tailyaz，…ap); 
Qj Qe -一 
2， 当 ci E€ 《6 ,62 ,""* ,5»}. 


@ 实际 上 , 只 要 工 经 平移 ux 后 所 得 L' 不 与 L 相交 即 可 . 
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因此 所 有 端点 为 普通 端点 . 当 0 达 j 之 g 时 , 应 取 整 数 罗 使 0 过 o; 十 < 1 
当 g 十 1 之 j 声 2p 时 , 应 取 和 jy 使 一 1 之 a 十 过 0. 设 {c1scz，…sco}) 中 有 rr1 
个 点 在 {a1 yaz as} 中, g 一 r 个 在 {b1 ,5,，,…,6p} 中 . 于 是 ， 对 于 aozm…， 
CQp， 其 中 共有 r 个 A; 一 1， 其 余 的 =0; 对 于 51 ,62 6， 其 中 共有 p 一 g | 
十 r 个 4; 一 一 1, 其 余 的 %; 二 0. 因此 ，(3. 7) 在 h 类 中 的 指标 


“一 一 > =p—g. (3.11) 1 
| j=1 
再 令 
g 2p . 
Ri (2) 一 LH (en# un), Rw = I lens en), 
p 
R(z) = Ri (z)R,(z) = UL (tan 三 一 tan 气 ) (an 三 一 tan 立 )， 
则 易 证 
Ri (z) 
X(z) Fresh (3. 12) 
其 中 根 式 可 以 理解 为 沿 志 前 开 的 平面 上 的 任何 全 纯 分 支 ， 例 如 ， 
z /ki 让 = 
(我 们 已 假定 士 广 a 不 在 L 上 ). 今后 我 们 恒 记 
+ 、 /Ri(z) 
| (1) 一 R, 2)? :EL, 
而 X (2) 二 一 Xt(z). 现在 
2 XCD 1 
Go 一 TF) 一 (— 1) ye a 5 二 | log CCo) d| 
= Dow(- Ee i bj; —a; 站 
| a 他 


此 式 可 按 下 面 方 法 化 简 : 对 于 某 一 cj € {alyaz ap)，, 若 0 二 7 二 9, 于 是 
4% 一 1， 则 上 面 {…} 中 经 合并 后 , cj 的 系数 将 为 一 /a; 若 g 十 1 委 7 委 22, 则 
NN 一 0， 故 ci 的 系数 为 /a. 对 于 某 一 cj € 信和 2 若 0 委 ) 委 9, 则 
四 一 0, 于 是 c 的 系数 为 一 Wa; 若 g 十 1 委 j 委 22, 则 和 = 一 1, 于 是 ci 的 
系数 为 i/a. 因此 G 可 改写 为 

Go 一 em， 《3. 13) . 
其 中 > 为 某 一 ( 复 ) 常数 : 


mL 
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gq 2p 
y= yay,sc) 一 工 (yc 一 >») cH ( 力 一 0). (3. 14) 
oT j=1 j=ah 
以 下 分 几 种 情况 来 讨论 . 
1 x 一 p 一 9 之 0. 这 时 间 题 (3.9) 在 h 类 中 的 一 般 解 为 


-Xf ff tz 1 也 
D(z) a] eot z dz 十 2 XCz) Pp g(tan 7 )， (3.15) 


其 中 P,_ 为 p 一 q 次 任意 多 项 式 , 为 要 满足 (3.10), 注意 到 


oy KHD FD 1 op 0 
P+) = 2 二 多 +X oD Pp GD， i 


Dod =—— | td Popa), 
则 Py 的 系数 应 满足 条 件 

Pp oO) +GeP， ai) =i(G, — Df,, (3.17) : 
其 中 Ge 以 (3. 13) 给 出 , 而 


1 


,. 1 R, (1) . 
fo = fees) = 了 | RE Dd: (3. 18) 


当 (3. 17) 满足 时 , 反 演 问题 (3. 7) 在 类 中 的 一 般 解 为 
四 1 Ri (to) R, (站 一 to 
p(to) = Zi [Res), RAD cot 一 dt 


Rl (to) to 
十 RS Presltan 2). (3. 19) 


由 (3. 13) 式 , 可 将 (3, 17) 改写 如 下 ; 设 
Pps (rw) 一 Co 十 Cw 十 “"e 十 Cp_gwr 9, 


(3.17) 成 为 ” 
cos 径 (CI 一 C 十 Ci 一 …) 一 sin (GC —GsCs—…)=f, sin 公 ， 
(3. 17)7 


其 中 Co,C，…Cr-y 中 的 某 尹 一 9 个 可 以 任意 ， 而 剩 下 的 一 个 由 它们 唯一 确 
定 . 

注意 到 反 演 问题 不 因 坐标 轴 平 移 而 改变 其 可 解 性 及 其 解 的 形式 ， 因 此 一 
般 解 (3. 19) 与 条 件 (3. 17) 也 应 与 坐标 轴 的 选取 无 关 . 这 从 它们 外 表 形 式 看 
不 出 来 . 下 面 我 们 将 把 它们 改写 为 另外 的 形式 , 使 这 一 事实 显示 出 来 . 

为 此 , 我 们 记 


zc ze 
(C2) = [sin— i:, H(z) = TI sin 一 一 ， 
j=1 2 j=qhl 4 
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I(z) = I (z)I (z) = I sin 一 in 一 忌 . 


j=1 


不 计 一 个 非 零 常数 因子 ， 可 将 典 则 函数 改写 为 


“ I 
Xo (lz) = cos? 三 也 加 ， 
其 中 根 号 可 任 取 一 支 , 并 记 
££ PN 
XI) = cost a me 


0 WAC 10 fi, RT 


I (z) TI; (t) Pa 一 之 
2(z) = 元- Pre Nee 4) cot tT d 
1 /H(z) 之 
十 到 录 汪 rs(cos 二 ,sin 过)， 
其 中 Qp_aq (u,v) 是 uv 的 p 一 g 次 任意 齐 次 多 项 式 . 为 了 简化 上 式 ， 注意 ， 
cos 之 pg 
| a | 一 (cs 后 = 上 sin 经 =tan 二 ) 
cos 寺 2 4 
a 
= cost" ， 


其 中 右 端 未 写 出 部 分 为 cos 一 与 sin: 


< tan— 5 的 p 一 g 次 齐 次 多 项 式 . 再 


人 为 cn 二 与 三 的 0 交大 直 (XL 的 二 用 为) 
代入 上 式 的 积分 中 ， 经 合并 后 ， 上 式 可 改写 为 


11 (z) I (t) pot—z 上 一世 . 

az 一 元- Ee | Ef eo cot tz dt 
I (z) Zz . zo / 
+ 去 H(z) 5Qp (cos a s SIN 4 )， (3. 15) 


这 里 我 们 引进 了 一 个 任意 固定 点 的 位 标 z。, 为 的 是 使 一 的 形式 不 受 坐 标 


平移 的 影响 (当然 ， 如 果 要 求 形式 简单 些 , 不 妨 令 zo = 0). 
现在 还 要 求 出 
Qs yu,v) 一 Cour 二 Ciu? sm 十 …… 十 Cr avr 


的 系数 间 的 约束 关系 ,使 补充 条 件 (3. 10) 成 立 ， 容 易 算出 
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。 _ Xo( 十 cci) 11 《9 i(pmt 
PHoD TT ar JN De ed 


; 及 
十 于 XoCH ooDe oeQ, (1,D， 


PD ) 2ax L a (2) f(De drt 


+3Xo oD DQ, (1, —i). 


于 是 条 件 (3. 10) 成 为 


et VQ li) +Goe VaQ, 1, —i) 


_ Go 应 GD -ipwts, 1 人 f /H(t) (pt 
= 圭 | fe da Sf De vd, 
或 即 
cos| Cp 一 凶 十 次 | (Gs 一 Cs G4 一 …) 
一 sin| (p 一 9) 人 十 次 | (Ci 一 Gs +s 一 …) 
__1fr fh.0) _ ty | 
-|， feos| Cp D+ 次 | (3. 20) 
为 了 得 到 gp(zo) 的 表达 式 , 注意 (3. 15) 中 积分 号 下 的 核 函 数 
cost 9 Ez cot tLe 0+,,, 
a a tz 


右 端 未 写 出 部 分 当 z 趋 于 L 上 的 点 时 已 无 奇异 性 , 故 由 Plemelj 公式 , 得 


Ll /加 Go) To (¢) 一 加 t— to 

(加 ant I C0) L mh (1) flt)cos a cot a dt 
Ili (to) to— zo 

Qa (cos 2—%). (3. 21) 


此 式 以 及 (3. 20) 都 不 受 坐 标 平移 的 影响 ， 故 得 

定理 5.3.1 当 k 一 尺 一 g 之 0 时 ， 反 演 问题 (3.7) 在 上 (cl ,cz，…ycv) 类 中 的 
一 般 解 以 (3. 21) 给 出 , 其 中 QQ 为 p 一 g 次 齐 次 多 项 式 , 其 系数 满足 条 
件 (3. 20), 故 一 般 解 中 实际 上 只 含 p 一 g 个 独立 的 任意 常数 ， 


to > 
0 9 sin 


. 2° Kk 二 了 p 一 q 二 0, 即 g 二 p. 这 时 Blz) 仍 以 (3. 15) 给 出 ， 但 Po=Go 
为 一 常数 . 这 时 (3. 17) 成 为 
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Cocos 竺 一 了 sin /. (3. 22) 


由 此 可 见 , 如 果 7 不 是 奇 ( 实 ) 数 ， 则 应 


Co i 


2 
于 是 原 反 演 问题 (3.7) 在 有 类 中 有 唯一 解 


_ KK] (to0) R(t) 二 
9(to) po RG IN Re Sf (Doo dt 
Yx Ri (to) 
十 f, tan 2 Ry) C0) (3. 23) 


现 设 7 是 一 奇数 ,由 (3. 22)， 如 果 这 时 f， 关 0, 则 原 问 题 无 解 ; 如 果 
太一 0,， 则 Co 可 任意 ， 而 反 演 问题 有 一 般 解 


1 /R(t) KR, (t) 二 [Ri (to) 
Pto) anxl R;, (to) R1 (C2) ftco dt R, (to)” 
(3. 24) 


或 者 , 改写 为 与 坐标 平移 无 关 的 形式 , 则 可 得 : 如 果 y 不 是 奇数 (7 在 坐标 平 
移 下 不 变 ), 则 问题 有 了 唯一 解 


| ll Il (to) T(t) 二 
p(to) i me NI yf cot * dz 


to) 
其 中 
2 (£) 、 
f= 十 nj 互 cf. (3. 26) 


如 果 y 是 奇数 , 而 车 关 0， 则 问题 无 解 ; 到 二 0, 则 问题 有 一 般 解 


1 In (to) 2 (t) — I (to) : 
Plio) 一 pe TH (to)J 1N Il (2#) feo tO I (to) 


(3. 27) 


其 中 C 为 任意 常数 . 
于 是 我 们 有 


定理 S. 3. 2 当 gad 二 旋 时 ， 如 果 7y 不 是 奇数 ， 则 反 演 问题 (3. 7) 在 hlci 3C2 9 
cq) 类 中 有 唯一 解 (3. 25) 或 即 (3. 23); 如 果 7 是 奇数 ,而 三。 (或 了 ) 一 
0， 则 它 有 一 般 解 (3. 27) 或 即 (3. 24)， 而 车 广 。 (或 有 ) 关 0, 则 问题 无 
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此 外 还 可 注意 ,如 果 考 虑 的 是 AKal yaz，…ap) 类 ,这 时 
7 二 :一 py (aj 一 
by, 则 其 相应 


而 对 于 其 相 联 类 hh == PC61 ,6b,，* 
p 
y 一 二 >， Cb; —a;) 一 一 YX. 
j=1 
因此 ”,y 同时 为 奇数 或 否 . 这 一 点 特别 值得 注意 . 对 于 任意 二 相 联 类 也 有 类 


似 情况 . 
3” 二 力 一 q 之 0. 这 时 间 题 (3.9) 当 且 仅 当 
sini™! 二 . . 
| Kz £0,) a gr=0, j=1,2,,g—p+1 (3.28) 
L Ri (2) cosiHl 二 . 


成 立时 ( 当 p 一 g = 一 1 时 此 条 件 消失 ) 在 hci ,cs，…,c) 类 中 可 解 ， 且 其 唯一 


解 为 (参看 4. 4.2 段 ) 
/Ri (z) FR,(t) 

Dz) 一 pe Rt) | Ri (1) J74 Do( oot 
这 时 补充 条 件 (3. 10) 容易 看 出 为 


| RE fo | G+Gc- )tan 记 十 i(1 一 Go ) de = 


利用 (3. 13) 式 , 不 难 把 上 式 改写 为 


DG 


R, (2) 1 sin( 这 一 他) 

2 a 

| RG Fo a 2 do0. (3. 29) 
Cos 


当 条 件 (3. 28) , (3. 29) 满足 时 ， 原 反 演 问题 在 疡 类 中 有 唯一 解 


1 /RiG)r /RCD 一 如 £ 
po) 一 十 Rz C0)) 1N RG) 57Co (e 2 十 tan 二 dt 


条 件 (3. 28) ,(3. 29) 还 可 改写 如 下 : 首先 ， 根据 1 Ri(t) ,R(t) 的 意义 ， 


们 可 分 别 改写 为 


None 


三 cosi 工 di 一 0， 
a a 


7 了 一 0,1,…,9 一 旋 一 2， (3. 28) 


| 亚 避 rnDcose- 拓 1 三 sin( 二 一 2 


L I (2) 
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把 后 一 式 中 的 cos ! 二 移 一 个 因子 与 后 面 的 相 乘 ， 改 为 加 法 ， 并 利用 


(3. 28) 化 简 , 然后 再 移 一 个 因子 到 后 面 ,同样 处 理 , 这 样 逐步 做 下 去 , 最 后 
便 可 把 后 面 这 条 件 改写 为 


1; (2) + t __Yx / 
| 元 CD jf Dsin| cq 一 p) = | dt = 0., (3. 29) 
但 g 一 p = 1 时 , 必须 认为 (3.28)' 消失 . 
注意 , 条 件 (3. 28)“ 还 可 改写 为 
I (t) -ff 
| LD ft) eos!’ 元 dt = 0， 


J 一 9 一 户 一 2,9 一 户 一 4 7 之 0; 


ft) cos’ 态 sin — d=0, 


| TH, (to0) 
LN I (to) 


7 一 dg 一 忆 一 3,9 一 旋 一 5 7 之 0. 
这 时 ， 唯 一 解 可 改写 为 


t 
_1 /Gr [Li cosa | tn £ 
Yt) 一 二 时 | ro 一 人 (se 一 十 an 二 ) 志 


(3. 30) 
注意 
cos— }2 1 COs 一 1 
(cot ?十 tan 二) 一 cot tan <， 
a 0 一 加 a 
COS 一 cos 一 sin 


因此 , 如 果 一 如 > 1, 则 利用 条 件 (3. 28)”, 可 把 plto) 的 表达 式 改 写 为 


、 
| TI (7 | 


a tito : 
LA I (2) A 5 os 和 Ot di. 
a 


plto) ant 1; (to) 


一 加 


如 果 g 一 之 3, 则 在 上 式 右边 积分 号 下 把 cot -一 改 为 添加 一 项 tan 二 ,这 
由 (3. 28)” 并 不 使 p(t。) 受到 影响 ,然后 再 如 上 处 理 . 如 此 继续 做 下 去 ,最 后 
可 知 , 当 一 为 偶数 时 , 可 得 


_1 /H(t) a(t) 
plto) i Presi I (2) 


当 g 一 户 为 奇数 时 , 可 得 


一 


dz (3. 30) 


Je ot 
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C ) cos 二 
1 Hitto) I t a t—ito 
p(t0) = -ls eS es, Ef cot oe de 
COS 一 
但 
COS 一 
Qo 0st cool cost—t ton, 
COS 2 < 


再 利用 (3. 28)”, 最 后 可 得 : 当 9 一 户 为 奇数 时 ， 


1 /Gd /Ht) ft—to ,tto . pi 
rco) = 2 RS|, L/D eos Ta Cota dt (3.30) 


(3. 30) 与 (3. 30)” 的 形式 已 不 受 坐标 平移 影响 ; 同样 ， 条 件 (3. 28)” 或 
(3. 28》” 以 及 (3. 29) 也 不 受 这 种 影响 . 总 之 ,我们 有 : 


定理 5.3.3 当 k 一 p 一 g 过 0 时 , 原 反 演 问题 (3.7) 在 (cl ,cz，…co) 类 中 
当 且 仅 当 g 一 个 条 件 (3.28) 或 (3,28)” 以 及 (3.29)” (或者, 条 件 
(3. 28) 与 (3. 29)) 同时 成 立时 ( 当 思 一 q 一 一 1 时 没有 前 一 条 件 ) 可 解 ， 且 
有 唯一 解 (3. 30), 也 可 写成 (3. 30) 或 (3.30)”, 随 pp 一 g 为 偶数 或 奇数 而 定 . 


tto 
a 


注 可 以 证 明 ，(3. 30)” 中 积分 号 下 因子 cos 


cot 一 还 可 改 为 


还 可 注意 , 当 p 一 g 过 0 时 , 如 果 原 问题 在 hlc ,cz ,… ,co) 类 中 可 解 , 则 
这 个 解 还 可 写成 


1 /Rr? (to) R2 (t) t—to 
一 - 一 一 ~ 一 -一 一 一 -一 -一 。 1 
plto) ani Re GN Rr Aot 7 dt (3. 31) 


或 
1 了 (to) I? (2) t—ito 7 
gdo) = zi/ |, fcot TE de, 3.31) 
其 中 
2 f Cs 
Rr (2) 一 (tan £ —tan 全] ， 
jl a a 
2p 关 
* 一 二 G 
及 (t) (en 2 tan )， 


p 闫 2p 闫 
, tft—ce; ， -一 CC 
JI (1) = [I sin 一 一 一 ， I7 (有 = [| sin 一 一 一 ， 
j=1 “4 j=pt1 a 
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这 里 {c} )f 是 {c;)9 中 的 任意 个 端点 , 而 {c} }22， 为 其 余 的 端点 , 且 根 诺 
任意 地 取 定 一 支 . 这 是 因为 , 问题 既 在 hCc1 ,co，…,co) 中 可 解 ( 且 解 必 唯 - 间 
当然 也 在 hCe? ,c2 ,…,c2 ) 中 可 解 , 而 (3. 31) 或 (3. 31)“ 由 定理 5. 3. 2 知 砚 
问题 在 后 一 类 中 的 解 , 且 由 (3. 24) 或 (3. 27)” 知 , 它 同 时 还 是 hCc cz 
中 的 唯一 解 . E 

如 果 在 C3. 31) (或 (3. 31) ) 中 , 逐步 把 Rj (4) (或 开 (9)) 中 的 因子 一 
移入 RI (2) (或 HT? (2)) 中 ,并 利用 可 解 性 条 件 , 便 可 获得 (3. 30〉 (或 (3. 30 
与 (3. 30)). 

与 5.1. 1 段 中 的 注 相 似 , 本 段 所 述 , 对 于 / € Pa ,ccy) 也 完全 适用 人 


5.3.3 ” 实 轴 上 的 Hilbert 核 积 分 的 反 演 ， 
本 段 考虑 在 应 用 中 特别 常见 的 特例 : 积分 曲线 在 实 轴 上 时 Hilbert 六 入 
分 的 反 演 . , 


pb 
设 L 一 》)L; 由 实 轴 上 条 无 公共 点 的 线段 = 55 组 成 , L; 在 Lj 交 
了 一 1 
的 左边 ( 即 aa > 5;), 且 它们 位 于 同一 周期 区 间 内 ; 
1z|<< 务 am， rE€EL, 


又 取 定 其 正 向 与 z 轴 的 正 向 相同 . 我 们 考虑 下 一 反 演 问题 : 


二 — 


,9(z)cot ~ 


` 其 中 f(z)€H， , 而 要 求 pE he ec) 当然 , 如 上 有 段 末 指出 的 , 当 f EE 
hc C2 Cg) 时 ， 以 下 所 论 也 都 成 立 . 
注意 (3. 32) 与 (3.7) 相 比 较 , 左边 少 了 一 个 因子 1/i. 这 样 , 我 们 不 妨 设 
f(z) 与 g(x) 都 是 实 函 数 . 
这 时 , 我 们 把 (3. 12) 中 X(z) 改写 如 下 较为 方便 : 
R1 (2z) 
VRz)Y 
并 不 妨 设 /R(z) 已 在 沿 工 剖 开 的 周期 带 中 取 定 一 支 , 使 
elx) R1(z) 
iiVTRECDT 
其 中 e(z) = (一 2*, 当 zE LL (k= 1,2,.…,p). 
我 们 来 说 明 (3. 34) 式 . 记 住 


dr= f(z0), zo EL, (3. 32) 


X(z) = (3.33) 


Xt1(x) = rE€EL, (3. 34) 
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R(z) = 他 (wn 三 一 tn 所 ) (tn 三 一 ten 如) 


j=1 


令 5 一 tan 疡 , 则 L; = 5; 变 成 平面 中 实 & 轴 上 的 区 间 
Aj; = apj, % = tan 7, B= tan 和 ， 


且 4 ,4 ，…4p 自 左 至 右 排列 , x 的 上 半 平 面 映射 到 ¢ 的 上 半 平 面 . 在 沿 工 剖 开 的 = 平面 
上 YR(z) 取 定 一 分 支 就 相当 于 沿 A 剖 开 的 5 平面 上 VPC8) 取 定 一 分 支 , 这 里 


A= Ds P(D Ro) = He a) CE—B). 
设 这 一 支取 的 是 : 当 上 二 co 时 ，argtt_e ) ,arg(t 一 8) 均 0， 因此 当 《 从 上 半 平 面 趋 
于 & 轴 上 某 点 & € hx 时 , 若 j <& 则 arg (5 一 o)(G 一 站) 一 0, 若 1 一 人 则 arg( 一 由 ) 。 
(一 及 ) 一 x 若 j 之 k 则 arg (5 一 gy)(L 一 B) 一 2x， 因 此 这 时 argP(O 一 x 十 2(p 一 和 Dx 
从 而 VPC5 的 辐 角 趋 于 子 十 (p 一 &)x. 亦 即 ， 


lim VP = 一 ie orv[PGT =iet"e( VIPOT, BeéE 如 ， 


Imt>0 


其 中 ee = (一 Dt 当 & € hi, 回 到 xz 平面 , 就 有 
lim VR(z) = ieipre(z)V |RCz)|, rEL. 


I 0 


但 X(z) 可 相差 一 非 零 常数 因子 , 因此 eizx 可 删 去 ,由 此 即 得 (3. 34) 式 
于 是 由 上 段 结果 可 知 : 
当 p—gq>0 时 ， 反 演 问题 (3. 32) 在 =h(cl ,cs CO 类 中 的 一 般 
解 为 
Tt | ,ER fcot So dz 
十 ECza )Ri(zxo) 
VIRCro)T 
其 中 Pp 为 p 一 gq 次 实 系数 多 项 式 , 满足 类 似 于 (3. 17) 的 条 件 
Pp ,Oi) 十 CoP， (一 D = 一 [G —1)fe, (3. 36) 
其 中 户 为 一 已 知 实数 : 


诊 一 二 ,eR ee fn) dz. (3. 37) 
条 件 (3. 36) 还 可 按 p 一 9 为 偶数 或 奇数 的 不 同 改写 如 下 ;: 设 
Py sw) = Ao 十 Aiw 十 … 十 A sw? (A; 为 实数 )， 
则 (3. 36) 成 为 


p(xo) = 一 


Xo 


Pp s(tan 2), ' (3. 35) 
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一 cos 从 (Ao—As+TAs—…)+sin 弃 (4 一 A: 十 4 一) 一/ sin 算 . 


(3. 36 六 
注意 , 在 现在 的 情况 下 , y 是 一 实数 . : 
也 可 把 解 以 及 P,。 的 系数 站 条 件 写成 与 标 平 称 无 关 的 形式 取 


cosf a 之， (3.33) 8 


Xo lz ) = 
诬 


并 取 定 这 样 一 支 , 使 得 
(x) = a 工 ， 
"WIET™  。 
故 由 (3. 21)， ， 上 述 一 般 解 可 改写 为 
A ECZ)V DTD zy)cosr 荆 一世 一 dz 


TEL. (3. 34)/ 


plzo) 一 一 a/Ti Tl 丰 Co) cot 
+ 0 (oon a ,sin 0 - ) ， (3. 35) 
To 


其 中 zx” 为 任何 实数 , 而 
Qp gusv) = Aout ?T+ Au lv A, ovr 


的 实 系数 要 满足 下 列 条 件 : 
一 co 区 十 (pC— aq) | (Ao — A, 十 As 一 …) 


le (pC— oa) | 一 A: 十 Ai 一 “0) 
e(z)V [LCx)] 2 _. I 
zz), I Ce f(z)sin| 妈 +(p -9) | dx. (3.38) 
2” 当 g = pp 时, 若 y 不 是 奇数 , 则 原 反 演 问 题 有 唯一 解 
e(zxo) Ri (zo) ez) VTRCzIT TTo 
| Ri Cz) ~ f(r) cot 2 dz 


n 2 el(xo DR E(xo) Ri (xo) ) ， 


"2 VITRO 


plzo) 一 一 


—fo ta (3. 39) 


或 者 写成 


e(xzo I (xo) f elx)v eCz)V | GZz) | 并 一 .Z0 
|, I Cz) f(r) cot 一 dz 


p(xzo) 一 一 


ZX elzo)Ih exo (zo) 


2 /TI Hz) 


—fe tan (3. 39) 
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其 中 


x eGCz)V IH(z) / 
7 = | pondz. (3. 37) 


若 7 为 一 奇数 , 而 上 闫 0 或 即 及 地 0, 则 原 反 演 问题 无 解 ; 而 若 /0 二 0 或 
即 万 = 0, 则 有 一 般 解 


二 Sa (zo) { se(z)w 民 Cz) 工 一 20 
rn 一 一 全 二 EC | rzycot 二 dz 
人 (zo)Ri(Czo) . 
十 一 元 二 一 一 ， (3. 40) 
Vv | R(xo) | | 
或 即 
一 (x0) [ ex)VTHC)T I— zo 
g(x0) = nu TT mt] tC) f(x) cot 一 dz 
A Ce) (zo) , 
十 一 天 -一 一 一 一 (3. 40) 
VCzo) 
其 中 A 为 任意 实 常数 . 


特别 , 如果 是 在 h(al ,as,…,as) 类 或 其 相 联 类 有 = h(6b1,6,，…,5。) 中 
求解 ， 上段 中 已 见 , 相应 地 , 7 二 一 y, 且 不 会 是 奇数 (0 < yY< 1), 故 知 在 这 
两 类 中 反 演 问题 都 有 瞧 一 解 . 在 任何 hlci ,cz ,… ,cs) 类 中 求解 时 也 有 相同 的 
结论 . 

3” 当 p 一 g 达 0 时 , 当量 仅 当 条 件 


| ECDY Hz) Erz)sing 2 TE cosi dr = 0, 
了 了 (xz) a a 


7 一 0),1,，…9 一 力 一 2， (3. 41) 


ez) Vv IIT 工 _X 
| YE I C2) f(z)sin| (q— 思 ) 这 2 《7 十 g 一 p) | dz 一 0 


(3. 42) 
成 立时 (p 一 g = 一 1 时 条 件 (3. 41) 消失 )， 原 反 演 问题 有 唯一 解 
so )R] (zo) 
TV R(xzo) 


人 ez)v | 天 (z) 2 工 
| dal Ri Cz) /C2 (cor¥ 十 tan > jdz， (3. 43) 


或 者 写成 : 当 p 一 g 为 偶数 时 ， 


_ elxo)H (x0) f eCx)V TI) XH 1 ， / 
anv | I (x) f(z) oot a dx; (3.43) 


9p(zo) 一 一 


p(x0) 一 
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当 g 一 上 为 奇数 时 ， 
el(xo ) 了 1 (zo ) 
anxv ICzo) 


-| DUD (zcos 工 一 za cot 工 一 za qr (3. 433> 
L I (zx) a ~ a- 0 


这 时 解 还 可 写成 (3. 31) 或 (3. 31) 的 形式 ， 这 里 从 略 . 


p(xo) 一 一 


5.3.4 修改 的 反 演 问题 


现 设 工 及 其 他 记号 均 同 5. 3. 2 段 . 前 已 看 到 , 当 9 > p 时 , 反 演 问题 3 
《3. 7) 在 六 一 Me scz，…,cg) 类 中 一 般 无 解 . 当 9 = 时 , 如 果 y 不 是 奇数 ，， 
则 这 一 反 演 问题 有 唯一 解 ， 而 若 y 是 奇数 ， 则 问题 无 解 . 在 问题 无 解 的 情况 | 
下 , 我 们 可 以 来 求解 所 谓 修改 的 反 演 问 题 ， 下面 分 几 种 情况 讨论 . 

1” 设 gq = p. 于 是 设 y 是 一 奇数 . 我 们 要 在 hh 二 hlci,cs，…,cs) 中 求解 


二 | gDeot TL d= f(0) + jEL, (3. 44) 


其 中 f (2) € Ho (或 hc 9?C2 9 "cp7)， 而 Co 为 一 待定 常数 ， 
` 首先 注意 , 这 时 


2 ze 2p ze 
(z= [Tsin—— i, I(z)= 本 sin 一 一. 
j=1 “ 5 一 2 “4 
容易 算出 ， 
:和 了 (z) 了 ni 
Xo (十 coi) es a e27 (3. 45) 
( 根 式 已 适当 选取 分 支 ), 随 之 
Koo0d) = Go Xo od) = di, (3. 46) 
现 y 是 一 奇数 , 由 定理 5. 3. 2 知 ，(3. 44) 在 有 类 中 可 解 的 充 要 条 件 为 
1 TI, (t) 
anxiN I 0) [f(D + Cld =0, 
亦 即 
JJT2 (的 _ 
f + re y=0, (3. 47) 
其 中 由 (3. 26) 给 出 . 
我 们 来 计算 上 式 中 的 积分 
1; (t) 


一 ari I yt 
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为 此 , 对 每 一 L; ( = 1,2,…,p) 用 一 充分 与 它 接近 的 光滑 封闭 曲线 Ai 
把 它 包 围 起 来 , 并 使 各 Aj 彼此 不 相交 ; 再 作 
周期 带 中 两 条 长 为 ax 的 水 平 直 线段 4+， 


A_, 使 A= 1 夹 在 它们 中 间 ( 图 5-2). 
注意 到 了 中 被 积 本 数 是 以 a r 为 周期 的 函数 ， 


易 见 
一 2 网 pe ds 
加 zm -| ) 


令 A+ 一 士 coi, 利用 (3. 45),(3. 46) 式 , 便 得 


= 不 [ 1 1 上 = in A 
2iLXCceD Ko0i) 一 sim 2 
因 7 为 奇数 ， sin 演 关 0， 故 由 (3. 47) 知 ， 


yr : 


sin 全 
2 


车 f. 二 0, 则 CG 二 0, 这 就 回 到 了 以 前 讨论 过 的 情况 . 在 一 般 情形 下 ， 
问题 (3. 44)， 由 (3. 27), 其 一 般 解 为 


1 mG)r /Tb 
p10) 一 i 元 |， 万 (1) 


+C pres (3. 49) 
其 中 C 为 任意 常数 . 为 了 简化 此 式 , 应 算出 
1 H(t) 
P10) ani I 
由 后 面 的 计算 (参看 p. 393 中 的 底 注 ), 可 知 它 是 一 常数 . 因此 经 合并 后 ， 
(3. 49) 仍 可 化 为 (3. 27) 的 形式 . 
于 是 我 们 得 到 


Lf(2) 十 Cojcot hg 


to d, weEL, (3. 50) 


定理 5.3.4 当 g 二 pp 时 , 若 7 是 一 奇数 ， 当 且 仅 当 (3.44) 中 的 Co 取 成 
(3. 48) 时 ,问题 (3. 44) 在 有 类 中 可 以 反 演 ， 且 一 般 解 以 (3.27) 给 出 . 


2” 设 gq 之 p. 这 时 我 们 考虑 下 式 在 户 类 中 的 反 演 ， 
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二 | p(icot 一 i dy 一 fli0) +P (tan 2), to EL, (3.51) 


其 中 f(t) 如 前 ， 而 POD 为- 待定 系数 的 g 一 上 p 一 1 次 多 项 式 . 
我 们 先 证 明 ， 如果 问 题 (3. 51) 可 解 ， 则 P(2) 必 唯 一 ， 了 和 解 9(2 也 唯一 . 
为 此 只 须 证 明 ， 如果 


二 | p(t)cot 一 io di = P(tan 包 )， to 所 L (3. 52) 


anl 
可 解 ， 则 必 己 = 皇 0， 且 92) 一 0. 
今 设 (3. 52) 在 hh 类 中 有 解 , 则 由 (3. 31) 知 , 这 个 解 可 写成 


RY (to) Ry> Wp 二 
二 一 (: 
p(to) Zr ij 喜 人 ) | Rr Ce) cP an— cot 上 dt， 


加 e L. (3.53) 


如 果 令 
Rz (t) (Dp 
J(io) = ari LN RY oT ot mEL, | 
Ry> (1) £ 上 一 之 二 
Qlz 2 -二 | 5 2 1 
则 有 


J = 志 [Qt Co) 十 Or to) 


于 是 , 为 了 算出 (ts), 只 要 能 算出 QCz). 在 周期 带 S 中 任意 固定 万 L. 仍 取 
刀 与 AL 如 图 5-2, 但 要 求 各 A; 都 不 把 z 包含 在 其 所 围 的 内 域 中 . 这 样 , 易 知 


RY (2) i 一 之 
f(z) 一 守 |， Rx 六 Ptan )cot di:，A= Ss 


为 了 求 出 它 来 , 只 要 令 5 一 tan 革 把 它 变 到 # 平面 上 的 积分 . 设 这 时 4 变 为 卫 ， 


由 一 tan 三 ，Rr CD 变 为 Qi(5 (j 一 1,2)， 于 是 


/QO 
oo) = ww) = 证 六 PCD 计生 Te rz 也 ， 
且 积 分 是 沿 工 的 顺 时 针 向 进行 的 . ES i 


1 /QQ&) _1 加 
i ED 一 
Qa Cy 
十 @ wtP Cw), 


其 中 呈 ,(w) 为 名 的 某 个 g 一 p 一 1 次 多 项 式 , 其 系数 为 PCww) 的 系数 的 线性 
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齐 次 式 . 如 果 令 
xx -一 RY (z) 
X*(z) RD， 
回 到 = 平面, 则 得 
. . Pltan 之 
1 P(i) 了 (一 1 ( a ) ,2 
Q(z) 一 下 [二 XX"“(Z) +P. (ta )， 
因此 ， 
__1r_ PO) P( to 
1(10) =—3 [zc os + x HP. (tane), (3.50 


亦 即 , J(t) 是 tan 习 的 某 个 9 一 一 1 次 多 项 式 ?， 


由 (3. 53)， 
RY (to) 
R? (to) 
且 已 知 pCto) E he sc，… scg)， 而 /Rr (10)/Rz (to) 只 在 ciycz，cy 中 某 
9 一 户 个 点 处 无 界 , 故 知 J(t) 在 这 些 点 处 必 为 0， 这 些 点 又 不 彼此 周期 合同 ， 
因此 , 作为 a 一 p 一 1 次 多 项 式 , 必 有 J(t) 一 0. 于 是 plio) = 0. 由 (3. 52)， 
又 知 PP = 0. 故 问 题 (3. 51) 解 的 唯一 性 得 证 . 

现 证 问题 (3. 51) 在 h 类 中 解 的 存在 性 . 由 5. 3.2 段 中 3° 知 , 此 问题 可 解 
的 充 要 条 件 是 


p(to) = J(to) 


R, | si . 
| Re [rp+P( (em 一 二 全 dt=0, 
a 
j=1,2,…,g—p—1. 
二 一 下 (y+g—p) 
| orp(en £)] ta - op | di=0. 
COs 


ey 55) 
(3. 55) 是 多 项 式 P(9 的 系数 Co ,Cis*… ,Cepi 的 - 一 个 线 方程 组 ， 当 


二 当 9 王 户 时 ， 也. = 0. 于 是 


1 1 1 
Jo) 一 一 也 [de zs 
注意 ，(3. 50) 中 定义 的 Jo ) 只 与 /C40) 相差 一 常数 因子 ( 当 cf 一 oj 一 1.3,…, 办 . 


十 
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f(z) 三 0 时 亦 即 此 线 方程 组 的 自由 项 为 0 时 , 由 前 所 证 , 它 只 有 零 解 , 故此 汉 
程 组 的 系数 行列 式 不 为 0， 从 而 对 任何 Fi) 必 有 唯一 解 
当 P(5 取 定 满足 (3. 55) 后 , 问题 (3. 51) 的 唯一 解 由 (3. 30) 为 


1 R] (to) 
P(t0) 一 anxi\ R, (to) 


R1 (1) 
为 了 简化 此 式 , 应 算出 


Zr ed (tan 2 (cor: ‘0 十 tan £)ae. 


这 可 与 前 面 计算 J(io) 的 方法 类 似 地 进行 , 但 要 注意 ， 当 + 一 却 ax 时 ， 


R;z | [f(D +P (tan£)](eot +tan£)d: 


VRz (D7Ri0) 与 cotr? 二 为 同 阶 无 穷 小 ,因而 容易 算出 它 为 一 常数 ， 因此， 
(3. 51) 的 解 可 写 为 


1 Ri (10) R, (t) 一 加 ££ 
ro) = i Re Uy Re fC (cot a +tan 志 ju+C|， | 
(3.56) 
其 中 C 为 一 待定 常数 . 
为 要 决定 P(tan 蕊 ) 与 C,， 令 
一 _ | t—z 
Bz) 一 过 | ee 2 dt， (3.57) 


这 里 pCz) 由 (3. 56) 给 出 , 但 其 中 C 待定 , 且 设 它 已 是 (3. 51) 的 解 . 于 是 


B+ (10) + 8 (6) = fa) +P(tan®). (3. 58) 

再 令 
_1 /Ri(z) R, (1) t 
Yo = BR | Re feot js+c| 
(3. 59) 
于 是 易 证 
Wt) — YW (to) = p(to), 

从 而 


< dr 


$B(z) = 元 | W(t) cot 
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一 | WR dt 
， | 法 由 是 区 ro 人 ea 2 二 tan 生 | dn | 
+ cot te dt 
-a 
[R(T tnt) | 
ta /ES 二 dz. (3.60) . 


先 计算 右边 第 一 项 中 的 里 层 积分 : 
1 /Ri(2) ti—t 五 一 
CZ,t1) 一 二 | RS (ot 7 十 tan 2 joot 2 dr. 


£ 
设 A 的 像 为 ,本 也 以 顺 时 针 向 为 正 向 , 它 围 住 工 的 像 利用 留 数 定理 , 可 得 
_ 1 Q(t) 1 十 各 1 十 ko d 
oz 二 pls) 一 元 OS HI 
__1 /Qo 


2 ©, CD Ch 十 1 2 CQ 一 了 Cb i) 
/Qi (ww) 1 十 几 
十 Q C2) 加 ww Qlw, £1 )，, 


) 其 中 QCw,&) 是 与 被 积 函数 在 5 = oo 处 的 留 数 有 关 的 函数 . 由 于 po (co,4) 
易 见 为 吕 的 多 项 式 , 故 Q(w,&1) 与 


/Qi(w) 1 十 各 
CQ (ro) 六 一 TO 
的 主 部 只 差 一 个 所 的 多 项 式 , 而 这 个 主 部 易 见 为 w 的 g 一 pp 一 1 次 多 项 式 , 以 
， 的 多 项 式 为 系数 , 故 QCw,&) 也 有 类 似 性 质 . 于 是 可 以 写 


_ /Qi 1+8 
Po tw bi) GCC 已 一 am Q (w, Kb), 


其 中 Q*Cw,&) 是 一 完全 确定 的 g 一 p 一 1 次 的 ww 的 多 项 式 , 以 名 的 多 项 式 为 
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仍 令 


a 


之 四 
也 一 tan 一 一 tan 一 tan 一 ， 
a’ lq | 了 


300 
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系数 ， 回 到 > 平面 , 故 有 


plz ) 一 RS (oot tind) (tan 到 ,tan 所]， (3.61) ， 
a . a a a 


R, (z) 
另 一 方面 , 用 类 似 方法 ， 可 以 算出 
及 2 iz] R1 (z) z 
元 RD ot R, Cz) 一 Q， (tan 2 )， (3. 62) 


其 中 Q.(w) 为 q 一 次 多 项 式 ， 其 最 高 项 系数 为 把 (3. 61) 与 (3. 62) 代入 
(3. 60) 中 , 便 得 


Ri (z) [Eso i 
Dz) 如 | 二 )a 


1 R, (bt 。 ， 
-zl 有 天光 AD0Q (tan 三 a) 


R](z) 
RR, (z) 


td 一 Q， (wnz)| (3. 63) 
由 此 便 可 算得 


EK, 
Ra 


,Bt0) + (m0) ) 一 fo 一 |， 


anl 


(z) 网 to t 
es CDQ (tan ,tan £) dt 


一 2GQ (tan 名). | (3. 64) 
与 (3. 58) 相 比较 ， 可知 应 取 C = 0 以 及 


toy 1 R,(1) x to £t 
P(tan 2 anil Rit) f(DQ (tan 2 tan jd (3. 65) 


这 样 , 问题 (3. 51) 的 唯一 解 仍 以 (3. 30) 给 出 . 
于 是 我 们 得 到 


定理 $. 3. 5 当 gq p 时 ， 修改 的 反 演 问题 (3. 51) 在 (ci 9 C2 CO 类 中 有 
唯一 解 (3. 30)， 但 这 时 P(tans) 以 (3. 65) 给 出 , 其 中 Q*(u,v) 为 菜 一 
确定 的 多 项 式 ， 对 4 来 说 次 数 为 g 一 了 一 1. 


“3” 特别 , 如 果 g = 2p, 则 修改 的 反 演 问题 除 (3. 51) 外 , 还 可 有 另 一 种 
提 法 : 


1 


anl 


其 中 C1 ,Cz ,… ,Cy 为 待定 常数 . 


二 | ocx 二 to dt=f(t0)+C;, tw EL;, j=1,2,°,p, (3.66) 
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这 一 问题 在 唯一 地 适当 选取 常数 C; (j = 1,2,…,p) 后 , 在 hz 类 中 有 
解 ， 且 有 唯一 解 p(t), 今 只 略 述 其 证 明 方 法 . 

先 证 解 的 唯一 性 , 即 当 f= 二 0 时, 求证 必须 取 所 有 Ci 一 0 时 才 可 解 , 且 
g(t) 二 0. 令 


1 tz 
oz) = a] ,Peot 2 dt， 


于 是 ， 
Bit0) + (410) 一 Ci， to EL;, 7]=1,2,.,p; 
且 Bl(z) 以 ar 为 周期 ， 分 区 全 纯 . 因此 ， 


Vi(z) 一 (an ng ) (on nt) [oc 0 ] 


也 以 ar 为 周期 , 在 L; 附近 全 纯 . 令 w= tan 卫 变 到 zw 平面 ， 用 [42]，》88 


中 的 办 法 , 就 可 证 得 Ci 一 0, B(xz) 二 0. 
对 任意 /(to), 解 的 存在 性 可 用 唯一 性 推出 , 其 方法 同 2 . 


最 后 指出 ， 王 小林 与 著者 在 [25],[26] 中 曾 对 含 csc 一 核 的 奇异 积分 


的 反 演 以 及 特征 方程 的 求解 作 过 讨论 , 且 工 还 可 带 有 节点 . 不 言 而 喻 , 本 节 的 
讨论 也 可 对 这 种 工 进行 . 


习 题 


1. 设 己 为 由 0 到 方 cx 的 直线 段 ， 试 讨论 反 演 问题 (3. 7)》 和 修改 的 反 演 问 
题 (3. 44)， 

2. 在 本 节 中 令 a 一 十 oo， 可 得 有 关 Cauchy 主 值 积分 的 反 演 结果 . 试验 证 
之 . 

3. 试 讨论 
二 |， pO( cot < ttann )dt = f(t10), to EL 


QTL 
的 反 演 问题 ， 
4. 试 讨论 工 为 图 5-1 中 的 曲线 情况 下 的 Hilbert 核 积分 的 反 演 问题 . 


5.3.5 “开口 弧 段 上 带 上 函数 核 的 奇异 积分 方程 


本 段 将 考虑 带 有 & 函数 核 的 奇异 积分 方程 的 求解 问题 ,为 简单 起 见 , 设 
Lo = 他 为 基本 胞 腔 内 的 一 开口 光滑 弧 段 ( 记 号 及 名 称 见 3. 4. 2 段 )， 仍 设 
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OE Lo. S 为 全 平面 除去 Lo 及 其 周期 合同 曲线 后 所 得 的 区 域 . 
为 了 后 面 的 需要 , 先 证 下 一 引 理 . 


引 理 $.3.1 设 G@(z) 在 S 内 双 周 期 解析 ,在 基本 胞 腔 内 只 在 二 一 0 处 可 能 有 
单 极点 , 且 (f) € 日 * ,因而 @B(z) 在 z= 二 a,6 附近 可 以 有 不 到 一 阶 的 
奇异 性 ， 则 


到 | [Go — (DE m+ Jdr 


= G+) — 如 | GC dr 二 翅 |; GD dr, 


t e Lo 9 (3. 67) 
其 中 yi 为 基本 胞 腔 边界 上 wi 一 wz 到 ww 十 wo 的 线段 ，Y2 为 一 wi -十 wz 到 
ol 十 wo 的 线段 . 


证 ”把 基本 胞 腔 的 整个 边界 记 为 ,并 取 定 反 时 针 向 为 其 正 向 . 设 上 GE 
Lo， 并 限定 > E So. 令 


V(z) = zi|， [G+ DD) — C0) — 2) + tz) de, 
zE€ElLo,z0, 
则 (3. 67) 左边 就 是 W! (zt0) 十 更 (to). 另 一 方面 有 
1 (| + +| ) BLE + 8 dr = Bs), 


2ri 
zE9o，z 尖 0; 
于 是 , 这 时 
D(z) = Wz) + | BOLE — 2) + Lz) dr. 


利用 @(zr) 的 双 周 期 性 , 容易 证 明 


动 |. G(r dr = 0, 


2xi 
| BL —z) — Jdr=0 
2xi mm ” 
因此 上 式 可 改写 为 
Dz) = Wz) + a 到 |, DDD dr, zE So. 
于 是 


VDE) = 8) +8 — | BL de, 
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亦 即 
旨 ， [G+ (DD) — 8 (DE) + tldr 


= t+) — 1 | G(r) cdr. (3. 68) 
xinr, 1 
再 利用 5(z) 的 性 质 : 
Clr+2w) 一 5 十 2 j=1,2, 
立即 可 得 (3. 67). . 口 
推论 5.3.1 设 G@G(z) 同上 ， 则 
Br +E OD = | Lo) 0 NED + 8 lde, 
当 且 仅 当 
| BLD dr =0 (3.69) 


n| Bdr=m| Bd (3.70) 
nn ， Y2 

满足 时 成 立 . 

注意 , 上面 引 理 及 其 推论 中 ,如 果 8B(z) 在 基本 胞 腔 中 无 极点 , 则 (3. 67) 
与 (3. 68) 左边 可 改写 为 

划 ， [B+ 0) — $0) er pdr. 
下 面 我 们 要 应 用 上 述 结果 , 求解 下 列 两 种 类 型 的 奇异 积分 方程 . 
1” 求解 方程 
ACD pl) + gDLEr—D +EUD r= f(D, t€E Lo (3.71) 


其 中 A,B,fE H, 且 A 土 B 承 0. 为 确定 起 见 , 设 我 们 在 ho 类 中 求解 , 即 允 
许 g(t) 在 a,5 处 可 以 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 
像 通常 那样 ， 令 


6(z) = 过 | OLE ra]dr，zcL， (3.72) 
则 (3. 71) 成 为 在 DR; ( 即 在 z = 0 处 可 以 有 一 阶 极点 ) 中 求 


Dt) = GG 0 He), teEL, (3.73) 
在 hh 类 中 的 解 , 其 中 


GD = A — BQ) 2 


1/ 
ADO 二 BO，S00 一 和 四 十 5 
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且 对 它们 已 作 了 世上 的 双 周 期 延 拓 . 
如 果 (3. 71) 有 解 , 则 由 (3. 72) 定义 的 @(z) 必 为 DR 问题 (3. 73) 在 ho 类 
中 的 解 . 反之 ,如 果 @B(z) 是 这 样 的 解 , 则 由 下 式 求 出 的 
92( 蚊 一 于 (人 蚊 一 末 ( 扩 (3.74) 
要 想 是 (3. 73) 在 h。 类 中 的 解 , 须 且 只 须 


AWL[ET 0) — (0)] + [t(D — 8 OE t) + CJde 


一 f(D ， ttE€ Lo. 
而 由 推论 5. 3. 1, 这 又 等 价 于 (3. 69) 或 (3. 70) 成 立 . 因此, 我 们 得 到 


定理 5.3,6 方程 (3.71) 在 jio 类 中 求解 等 价 于 DRi 问题 (3.71) 在 ho 类 中 求 
解 ， 并 和 要求 满足 附加 条 件 (3. 69) 或 即 (3. 70); 当 这 附加 条 件 满足 时 ， 解 
由 (3.74) 给 出 . 


当 二 好 而 b = a 十 2 时, 也 可 类 似 地 进行 讨论 ， 容易 验证 , 这 时 引 
理 5. 3. 1 及 其 推论 5. 3. 1 仍 成 立 , 故 其 求解 方法 与 上 面 的 全 同 , 定理 5. 3. 6 也 
成 立 ( 但 须要 求 G#(D 从 而 @(z) 在 z = 二 a 处 有 界 ). 不 过 有 一 特殊 情况 应 该 注 
意 : 如 果 僵 如 


d= ww 0 一 同一 o2， 


则 条 件 (3. 67) 与 (3. 70) 里 的 | BD di 中 的 BC) 要 理解 为 567(1), 而 在 应 用 
(3.69) 时 ， | B25 dz 中 的 (不论 在 Lo 或 为 上, 都 应 理解 为 Br (2). 
2” 求解 方程 
AD 二 BG pdr- 
Dp(D + Bt 中 |， pOEr—Ddr=f0), tELo, (3.75) 
其 忠信， 也， /的 条 件 同 前 。 求解 的 类 也 同 前 . 它 可 改写 为 
A pe) 二 到， gL + edr 


= ft) TABGE)E), 1tE Lo, (3.76) 
其 中 


一 工 
十， glDdr. (3.77) 


显然 , 如 果 gl?) 是 (3.75) 的 解 , 则 由 (3.77) 求 出 人 后 ，p(b 必 为 (3. 76) 
的 解 . 反之 , 如 果 (3. 76) 可 解 ， 其 中 4 待定 ( 解 中 当然 含有 *), 而 若 又 能 选取 
和 使 满足 (3. 77)， 便 可 求 得 (3. 75) 的 解 ; 或 者 ， 如 果 (3. 76) 要 满足 一 定 的 可 
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解 条 件 才 可 解 ( 这 时 4 很 可 能 已 确定 ), 则 (3.77) 也 是 一 个 可 解 条 件 . 
总 之 我 们 有 


定理 5. 3.7 方程 (3. 75) 等 价 于 方程 (3. 76) 以 及 附加 条 件 (3.77).， 


当 =a 十 2ul 时 关于 方程 (3. 75) 的 定理 5. 3. 7 仍 成 立 . 
本 段 所 论 可 推广 到 Lo 由 若干 段 开 口 光 滑 弧 构成 的 情况 ,甚至 带 有 节点 
的 情况 . 


习 题 


1. 试 把 (3. 75) 化 为 双 准 周期 的 QR 问题 求解 
2. 对 于 8 一 4 十 2wl 的 情况 ,详细 讨论 方程 (3.71) 与 (3.75) 的 求解 问题 . 


5.4 方程 具有 一 阶 奇 异性 解 的 情况 


5. 4. 1 Fredholm 方程 情况 


以 前 讨论 积分 方程 时 , 总 限定 解 在 有 H” 类 中 , 即 在 某 些 点 处 允许 解 有 不 
到 一 阶 的 奇异 性 ; 同时 对 方程 右边 的 自由 项 , 也 往往 作 同 样 的 限制 . 本 节 将 
讨论 当 自由 项 及 解 都 可 以 在 某 些 点 具 一 阶 奇异 性 时 的 情况 .这 是 著者 曾 在 
[21] 中 所 研究 的 . 

设 世 是 一 条 光滑 封闭 曲线 ( 当 .L 由 有 限 条 互 不 相交 的 这 种 曲线 组 成 时 ， 
结果 完全 类 似 ). 设 c ,cz ,cx 是 L 上 zn 个 不 同 的 点 , 并 记 


n 


p(z) = [I (~ oi). . (4.1) 


k=1 | 
定义 工 上 的 函数 类 HY == HY (a ,coy… sc,) 如 下 ;: 称 f(1) € HY 当 它 
可 表示 成 


fC = A Fen. (4. 2) 


我 们 一 般 假定 f*(cs) 关 0, 否则 fQ) 在 ci 处 就 只 有 至 多 不 到 一 阶 的 奇异 性 ， 
从 而 可 把 cx 排斥 于 互 > 的 奇 点 之 外 . 
本 段 先 考虑 Fredholm 积分 方程 


hg = G1) | htop = ft), wt EL, (4. 3) 
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其 中 为 一 参数 , 而 Cty, EE 有 H*, 即 
k(to ,t) = 00) 
人 一 如 | 
又 设 已 知 函 数 f(z) 与 未 知 函 数 g(z) 均 E H*， 注意， 称 g(to) 是 (4. 3) 的 解 ， 
当然 并 不 要 求 如 = cp (k = 1,2,.…,n). 
与 (4.2) 类 似 , 令 


g(t) = 2 p*(CD) €H, (4.5) 


0 和 ac<1， &“ (tt EH. (4. 4) 


则 方程 (4. 3) 成 为 
p* C0) 一 加 Co) Cio Sd = f’C10), Ww EL (4.6) 
由 于 kw ,2g*(1) € H*, 故 
“(2) x 
je SE 下 
因而 它 在 6 == 64 处 就 只 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ， 这 只 要 把 1/p(z) 分 项 分 式 后 便 
可 立即 看 出 . 这 样 ， 如 果 (4. 3) 有 解 ， 从 (4. 6) 可 知 ， 则 必 


Pp (ct) = f*(c), k=1,2,.n. (4. 7) 
今 作 代 换 
.w(t) = g(t) 一 GD)， (4. 8) 
故 w(t) € HH* ,而 方程 (4. 3) 便 可 写成 
hw = w(t) 一 让 AcospacDd 一 碎 罗 )， (4. 9) 
其 中 
hdo) 一 | hi0s Df Cd (4. 10) 


根据 与 前 面相 同 的 理由 , 可 知 h(t) € HH*. 这 样 ,问题 就 变 成 对 
”Fredholm 方 程 (4. 9) 在 日 * 类 中 求解 ; 且 这 一 转化 是 等 价 的 ; 得 出 (4.9) 的 解 ， 
”wD 后 , 由 (4. 8) 便 可 得 出 (4. 3) 在 HY 类 中 的 解 , 这 时 条 件 (4. 7) 无 疑 成 立 . 

对 于 齐 次 方程 hg 二 0, 由 (4. 7) 很 明显 , 它 在 Hx 类 中 的 解 必 属于 万 。 
类 ,从 而 亦 必 属 于 五 类 . 因此 对 于 齐 次 方程 而 言 ， 问题 完全 回 到 了 通常 的 情 
帝 ， 有关 Fredholm 的 定理 以 及 A 为 特征 值 的 定义 也 和 通常 一 样 . 

如 果 4 不 是 特征 值 , 则 (4. 9) 有 唯一 解 , 从 而 C4. 3) 也 有 唯一 解 . 今 设 1 是 
特征 值 . 这 时 ，(4. 9) 可 解 的 充 要 条 件 是 ( 因 ) 夭 0) 


| aozou=o j = 2 (4.11) 


其 中 (Xj}f 是 相 联 方程 Ky 一 0 的 线性 无 关 完全 解 组 (如 前 述 ， 它们 都 E HH). 
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将 (4. 10) 代入 (4. 11)， 便 得 . 
| 和 dl plea)fen)dn = (4.12) 
由 于 如 Xi 二 0, 经 交换 积分 次 序 ，(4. 12) 可 改写 为 
| rzipd =0, j=12 (4. 13) 


于 是 我 们 有 
定理 5.4.1 Fredholm 方 程 kp = 二/(fE€ H?) 在 HY 类 中 可 解 的 充 要 条 件 
是 与 kX 二 0 的 所 有 解 正 交 . | 


我 们 还 可 用 预 解 核 给 出 方程 (4. 3) 的 解 的 表达 式 . 根据 Fredholm 方程 的 
一 般 理 论 , 设 算 子 k 的 预 解 核 为 Y(to ,1,X), 则 当 不 是 特征 值 时 , 方程 (4. 9) 
的 唯一 解 为 . ， 

w(to) 一 六 (Cn) 十 对 yc ,ARC dz. (4.14) 
以 (4. 10) 代入 , 利用 预 解 核 的 熟知 性 质 (参看 附录 , 或 详 见 [48]，3 5), 可 得 
| ya td) < (t,t )flt Ddt1 


= | flvda| yst Rt dt 
L L 


一 | be ?加 ,A) — k(to st1 )] 7 dt. 
再 回 到 p(t), 最 后 可 得 
g(t10) = f(t0) +2| yo df de. (4. 15) 
这 表明 , 方程 (4. 3) 在 HY 类 中 解 的 表达 式 与 经 典 公 式 完全 一 样 , 其 中 积分 
当然 是 主 值 积 分 . 


5. 4. 2 Cauchy 核 奇 异 方程 情况 


现在 再 来 考虑 奇异 积分 方程 
blto) 
Kp =ali)pe) + 2 dt | lu ,Dept)dt 
= Fio)， EL, (2.1) 


其 中 abE 五 ， kE H*,， a 十 b 关 0， 但 AE HY » 未 知 国 数 也 和 2 . 此 外 ， 
我 们 还 设 

a(l(ce) 0， k= 1,2,n. (4.16) 
在 (2.1) 中 , 当然 关 G4. 记 f/f* ,p” 如 前 . 
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由 于 在 to Ck 的 邻 域 中 ， 
2 qs € H*, | eGo D9 a EH*, 


zi 工 志 一 加 
故 若 p(t) 是 (2. 1) 的 解 ， 则 必 有 
al(ci)p (ce) = f*c), k= 1,2,.,n. (4. 17) 
现在 不 能 作 代 换 wz) = a(#)g0) 一 f(4)，, 因为 alz) 可 能 在 L 上 有 零点 . 
为 克服 这 一 困难 , 作 一 1 次 插值 多 项 式 T(D , 使 


Tc) = (co ， k=1,2,.…,n, (4. 18) 
alc,) | 
并 令 
， _T0) 
w(t) = p(t) 0 ， (4. 19) 


于 是 可 知 w(z) € 万 *. 把 它 代 人 (2. 1) 中 , 则 后 者 成 为 
三 ao ,+ | 二 wt) d+] k(tos wt) dt 


一 下 (5)， to EE 工 ， (4. 20) 
其 中 . 
' _ a(lto) T(to) 
Ft) = f(t0) oo) h(to), (4.21) 
这 里 
TO) 
h(to) = | (to ,2) ey — dt. (4. 22) 
在 以 上 的 计算 中 , 已 注意 到 
1 TO dt -一 0， to 天 Ck» 


niLp(t) 上 一 加 
这 只 要 把 T(z)/p(z) 进行 分 项 分 式 便 易 算出 ; 且 易 见 FGD € HH*. 
对 齐 次 方程 Ky 一 0 来 说 , 易 见 gC) E H* ,FG() E H*， 从 而 又 可 知道 
也 € 态 , 因此 有 关 齐 次 方程 的 Noether 定理 这 里 也 不 可 能 推广 . 
对 于 非 齐 次 方程 (2.1), 现 已 转化 为 等 价 的 方程 (4. 20)， 其 中 F(t0) E 
电 *. 于 是 它 可 解 的 充 要 条 件 为 


| FO a=0, j= 1,2,.,, (4. 23) 
其 中 人 {X } 是 相 联 方程 KX 一 0 (在 五 类 中 ) 的 线性 无 关 的 完全 解 组 @. 


@ 把 ca ,cz，…,c 当做 系数 的 间断 点 ， 它 们 都 是 特异 节点 ， 因 此 Noether 定理 对 
(4. 20) 成 立 . 
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以 (4.21) 代入 上 式 , 得 
TQ) 
| fw = | ao 2 FO dt | hx Dd 
再 以 (4. 22) 代入 , 交换 积分 次 序 , 则 又 有 
| fx Da = | ee ee 


一 工 | TDy en Ed 


xi Lo 
注意 
TO - Tc) 
0 一 aera 4 
以 此 代 和 人 前 式 ， 并 用 Poincaré-Bertrand 积 分 交换 次 序 公式 ， 上 式 成 为 


| f DX dt = > PE | rita) (ct) 


1 dt 
+ 二 | bc wn)dn | Ge 和 -5| 


此 式 中 右边 里 层 的 积分 显然 等 于 0， 又 注意 (4. 17) 式 , 于 是 可 解 条 件 (4. 23) 


最 后 可 写成 
1 (ce)5CceD)X ce) 
一 : 一 一 一 一人， 
| .Acox (Dd 之 a(ca)p (ce) 


这 样 , 便 得 推广 的 Noether 定理 : 


了 一 1 ,2，…, 7 (4. 25) 


定理 5.4.2 方程 (2.1) 在 所 设 条 件 下 在 日 Y 类 中 可 解 的 充 要 条 件 是 (4. 25) 
成 立 . 其 中 人 Xj}! 是 KX 一 0 的 线性 无 关 完全 解 组 . 


显然 ， 如 果 广 (cs) =0 (k= 1,2,.",n), 这 就 回 到 了 H* 类 中 的 原来 的 
Noether 定理 . 


5.4.3 ”特征 方程 及 其 相 联 方程 的 解 


对 于 特征 方程 
Kop=ali) p(n) + | dt = fb), to € L (1. 1) 


来 说 , 其 解 也 可 写成 积分 形式 . 由 于 这 时 (4. 20) 成 为 


K?w 一 Fa ) _ a(to) T(to) 


op) ， (4. 26) 
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故 其 一 般 解 为 
wi) 一 天 * 太一 K* (2 ) +6" C0) Zt0) Pa Ca), (4. 27) 


(2) 
其 中 KK” 由 (1.9) 给 出 , a*(t6) 与 5*(10) 由 (1. 10) 给 出 , «为 方程 的 指标 (在 


第 三 章 中 的 意义 下 ); 而 当 « 过 0 时 , 认为 以 下 要 讲 的 可 解 条 件 已 满足 . 


把 K* (3?) 详细 写 出 , 并 用 (4. 19) 回 到 g(to), 则 (4, 27) 成 为 


一 旺 莫 王 滞 一 般 情况 下 的 奇异 积分 方程 


ppp bn) Ti) 
plto) =K f 六 (0) Z| Were 
1[aWToa) dt 
i Go -co) | (4. 28) 
这 便 是 特征 方程 (1. 1) 在 HY 《cl ?C2 Cn) 类 中 的 一 般 解 . 


为 了 把 这 个 一 般 解 写 成 更 简洁 的 形式 , 先 证 下 一 引 理 . 


引 理 5.4.1 如果 把 1/X(z) 在 z 一 
式 ; Kk 过 0 时 为 零 ), 则 我 们 有 


az) 


co 处 的 主 部 记 为 吾 . (z) ( 它 是 上 次 多 项 


bdt 


Zu) ri Zn) leto), (4. 29) 
b(to) a(t)dr | 
Zt) 十 ZU 一 
此 外 ， 以 下 公式 也 上 成立: 
a (td 二 . 
让 A 一 二 文 (7 5 tH 2，xES C4. 30) 
1 bd _ 1 H(z2), zEL . 
TLZO0)t—2) XCz) «0 ， 


其 中 S+ 分 别 为 工 所 国 的 内 、 外 域 


证 ” 记 起 
Z(t0) = Lalto) + ot0) JX+ to) 
= [a(to) —6(t0) JX (0), 
X(z) = OC(|z|™*) (z- co)， 
则 我 们 有 
alto) _ bd 
Zr) LZCDG 一 0 
1 _ pt) 1 b(t) dt 


XE) Zo) ri ZO Gn) 
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| 1 1f aocoDd 
= 各 | 7 元 ,Z| 
z€ESt 
__l blto) _ 1 bdt 
X00) Z(to) ni LZ(D (tO— tb) 
Tl 1 od 
lim | x — xi zs | 
zxzES 


由 此 可 见 ， 上 式 左边 是 全 平面 中 某 全 纯 函 数 的 边 值 ; 而 由 X(z) 在 z 一 co 处 
的 性 态 , 知 它 是 某 x 次 多 项 式 有 H.(z). 于 是 , (4. 29) 中 第 一 式 成 立 . 而 且 再 由 
上 式 还 可 看 出 


1 1 2cDd . 
XD x Za Pe- (4. 31) 


由 此 立即 可 知 ，H,.(z) 确 为 1/X(z) 在 z= co 处 的 主 部 . 
(4. 29) 中 第 二 式 可 由 第 一 式 反 演 得 来 . 但 也 可 如 下 处 理 . 
_ bto) | 1 a(t)dt 
Z(to) xijLZ(0) to) 


ll ja) TI abDd 
KI) Zt0) Ti， ZO tn 


1 | 1 1 a(D)dt 

| XD Ai | 
zESt 

__l1 _ a(t) a(D dt 
X (to0) ZT LZ(D(— to) 


lim 


i 1 (Dd 
一 ee 5| 
zES 
根据 与 前 面相 仿 的 理由 ,就 可 得 (4. 29) 中 的 第 二 式 , 而 且 


__1 + awd 本 
XD + xil, Ze —D H(z), z€ Sri 


1 1 (Ddt 4. 32) 
-一 — oo 一 。 
XK Tri 到 DC 一 可 一 有 (2，zES 
从 后 一 式 也 可 看 出 H(z) 是 1/X(z) 在 z= co 处 的 主 部 . 
并 《4. 31) ,(4. 32) 即 (4. 30) 式 . 日 


现在 我 们 回 过 来 化 简 (4. 28) 式 ， 当 x < 0 时 仍 认为 可 解 条 件 已 满足 . 
用 (4. 24) 代入 (4. 28) 右边 的 最 后 积分 中 ， 得 
1 a() TCDdt 了 ce) 1 


a(t)dt 


Zp EH) pa) -|， ZG— ta) 
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Tcs) 1 2 人 1 __1 )a 
EP lc to 一 ct) nLZD i te) 
利用 (4. 29) 的 第 二 式 代入 , 再 次 注意 到 (4. 24)， 可 得 

1 Q (DT 人) 1 

Rr Zp to) 


To) a 


Ep Ci) —c) LZ) Zc) 


(to)T(Gto) < blca) Tce) 
Zlo)plto) 加 Zci)p er) to — er) 
a Tce) HCt0) — Hcs) 
7 一 。 
人 10 (ct) to— ck 
上 式 中 最 后 一 项 显然 是 x 一 1 次 多 项 式 (x 二 1 时 为 0), 所 以 把 上 式 代 入 (4. 28) 
时 ,此 项 可 并 入 P,_1 (wo) 中 . 此 外 , 再 注意 到 (4. 18), 最 后 便 得 方程 (1. 1) 在 
Hr (cl sC2 Cr ) 类 中 的 一 般 解 为 
p(to) 一 K*f—b"*(to)Z(to) 


. blca) fc,) 


现在 来 看 x 二 0 时 的 可 解 条 件 . 由 于 K?'X = 0 的 线性 无 关 完 全 解 组 为 
1 
Z(t0)" Z(to)” ， Z(t0) 
故 可 解 条 件 (4. 25) 现在 成 为 


+ Halt) — Halen) | 


If fDi < blci)f* Ce ei , 
zi Za 2 Ze) Zp ery J 0,1,..， x—1. (4.34) 
最 后 我 们 来 看 相 联 方程 

Ky =ali) Yt) — | SD = gli), w EL (1.13) 

Tl ZL 一 1 
在 HY (Ce C2 9°"* Cn) 类 中 的 解 ， 其 中 
| — 8 (to) 
g(to) 一 plto) € Hi 。 
这 时 不 能 类 似 地 应 用 上 述 方法 . 在 (1. 13) 中 两 边 同 乘 以 b(t。), 并 令 
0(1) = bYD), (4. 35) 


则 (1.13) 成 为 0(2) 的 特征 方程 


al(to)0(to) -| Ld =b(to)g(to), to EL. (4. 36) 


其 左边 与 方程 (1. 1) 所 不 同 的 , 只 是 5(to) 改 为 了 一 5(t0), 故 其 指标 w 一 一 <， 
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且 其 典 则 函数 为 1/X(Cz). 故 标准 函数 Z(z) 现在 要 相应 地 改 为 


a PD _ al b(t) _ al) +60) 
Z(2) XT (2) X(t) 


于 是 根据 (4. 33) 式 ，(4. 36) 的 一 般 解 为 ( 设 可 解 条 件 已 满足 ) 


blto) pb*2(ci)Z(c) gc) | 
0 一 天 (bg)— 一 卫 . 
io) Cbe) | > a*(ci)p (cs) (to — cc) (to) 
(4. 37) 
根据 六 ”的 定义 ， 回 到 y(to)，, 便 得 
一 2 b*2(ce Ze)g” (cx ) | 
yt0) = 下 全 元 > ‘a cp Ce) to er) — Pi(to) 9 
(4. 38) 


其 中 K* 是 K* 的 相 联 算 子 . 这 便 是 方程 (1. 13) 在 HY (ci ,coy…scs) 类 中 的 . 
一 般 解 . 

在 以 上 的 推理 中 , 已 假定 了 At 关 0 于 LL 上 . 但 通过 直接 验证 , 可 以 证 
明 即 使 5(z) 在 L 上 有 零点 , (4. 38) 也 确实 是 (1. 13) 的 解 ( 虽 然 不 能 说 明 是 其 
一 般 解 ). 

当 k 二 0 即 kx 守 0 时 , 由 (4. 25) 易 见 (1. 13) 的 可 解 条 件 为 


1 g "Cece)b*? cs) Ze) ck 
p*( Zi ds 一 一 Bk 
寺 ， (CD (HZ) dt > eC Cay 
j=0,1,, —K 1. (4.39) 


注意 和 二 a" 一 上 ,所 以 (4. 38),(4.39) 还 可 相应 化 简 . 


注 “ 如 果 和 经 典 情况 一 样 ， 把 方程 (1. 1) 化 为 Riemann 边 值 问 题 (注意 ， 
当 核 密度 在 cl ,co，…,c。 处 具有 一 阶 奇异 性 而 E Hi? 时 ，Plemelj 公式 仍 成 
立 )， 也 可 求 得 (1.1) 的 一 般 解 有 下 形 : 

plto) = K’ 人 ez 和 


到 一 上 
其 中 1 仍 为 < 一 1 次 任意 多 项 式 , 而 (C;)? 是 一 组 待定 常数 . 把 (4. 40) 直接 
代入 (1. 1), 经 过 比较 繁 的 计算 ， 得 到 33) 式 . 根据 类 似 的 理由 ,可 以 
证 实 (4. 38) 确实 是 (1. 13) 的 在 HY 类 中 的 一 般 解 . 
以 上 假定 了 条 件 (4. 媚 ) 成 立 ， 当 它 不 成 立时 , [69] 中 有 详细 讨论 , 这 里 
从 略 . 


+ Pkt) | (4. 40) 
to 一 


习 题 
把 本 段 附注 中 的 论断 加 以 证 实 . 


第 六 章 。 水 数组 的 边 值 问 题 
与 奇异 积分 方程 组 


本 章 将 把 第 二 、 三 章 中 有 关 基 本 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 推广 到 函数 组 
的 边 值 问 题 和 方程 组 的 情况 , 并 给 出 在 某 些 解析 条 件 下 方程 组 的 有 效 解法 . 


6.1 函数 组 的 Riemann 边 值 问题 


6.1.1 一 些 记 号 与 名 称 


首先 讨论 n 个 函数 组 的 边 值 问题 .为 简单 起 见 , 设 工 为 复 平面 中 的 一 条 
光滑 封闭 曲线 , 并 已 取 定 反 时 针 向 为 其 正 向 , 它 围 的 内 域 记 为 D+ , 外域 记 为 
D ,并 设 OE€ Dr 

我 们 将 讨论 ”个 函数 pl (z) ,gz (z),… ,ga(z) 的 有 序 集合 , 把 它 记 成 一 个 
、 列 向 量 , 称 为 函数 向 量 : 

gp1(z) 

pa Cz) | 

9p(z) = ， |= (p12) ,po 2)», pn C2))T 
pn (z) 
= (gl (2) ,po 2)», pr CZ) 

(这 里 上 和 角 全 或 撤 号 表示 转 置 ), 而 称 各 oj (z) 为 pCz) 的 分 量 . p(z) 的 各 个 分 
量 所 共有 的 性 质 也 称 为 函数 向 量 p(x) 的 性 质 . 例如 , 若 所 有 p;(z) 都 是 某 区 
域 中 的 全 纯 函 数 , 则 称 w(z) 为 该 区 域 中 的 全 纯 向 量 ; 若 所 有 gj (z) 为 某 集合 
上 6 互 的 函数 , 则 称 g(z) 在 该 集合 上 € 万 ,等 等 . 因此 , 对 于 D+ 而 言 , 我 
们 得 到 BCz) 为 分 区 全 纯 向 量 的 确定 意义 . 又 如 , 设 w(z) 在 万 中 全 纯 , 且 


gz) = y(2) +olT) (z -> co)， 


0 
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其 中 7y(z) = (Pi(z),P;(z),…,P,(z)) 为 一 多 项 式 向 量 , 则 称 y(z) 为 pCz) 
在 无 穷 远 处 的 主 部 . 又 若 pi (z) 在 2 处 的 阶 数 为 &;, 则 称 & 二 maxkj 为 p(z) 


在 无 穷 远 处 的 阶 中 因此 , 上 > 0 表明 g(xz) 的 各 分 量 在 oo 处 至 多 有 上 阶 极点 
至 少 有 一 个 分 量 确 有 & 阶 极点 . 
不 过 要 注意 , 正如 我 们 说 一 个 上 次 任意 多 项 式 实际 上 可 能 其 次 数 低 于 & 一 样 , 我 们 有 
时 也 说 在 co 处 有 阶 的 向 量 实际 上 指 的 是 阶 数 不 超 过 k, 这 从 上 下 文中 可 以 弄 清楚 . 
设 gb) EE 日 为 L me, 则 


CA22 : . 
| $B(z) = i zd zEL (1. 1) 
〈 右 端 意义 自明 ), 是 一 分 区 全 纯 向 量 , 且 Plemelj 公式 成 立 : 
= gr) 
Gt (2) 土 坟 p+ 2 qr, iEL. a.2) 
如 果 6(z) 是 Dt 内 的 全 纯 向 量 , 且 有 边 值 6+ (1), 则 由 Cauchy 定理 , 易 
见 
5(z 一 元 | 0g, z€ Dt, (1.3) 
加 G+ (bt) 可 
"一 元 | 2 人 au，>eD 0 
(左边 0 代表 零 向 量 ). 如果 @T(t) € 互 , 由 (1.4) 还 有 
0 一 一 去 B+ (to) 十 a) Sa toE€EL (1. 5) 
0 2xidrLt—to ” 7? 
反 过 来 ， 和 E 五 于 上, 能 使 
__l (z) 
一 了 C0) 十 区 pp dt, i:€EL (1. 6) 
成 立 , 则 w(b 必定 是 D+ 由 人 站 人 2(z) 的 边 值 . 这 只 要 令 
QCz) = 2 wD gq, zE Dt 
nLt—z 


就 可 立即 明白 , 因为 这 时 
wl) 
Of (10) = 一 二 wo) 十 区 Lti—to dt， 
与 (1. 6) 相 减 ， 就 有 QT (zo 一 w(to). 


类 似 地 , 如果 B(x) 是 D 中 的 全 纯 向 量 , 在 工 上 有 边 值 5 5， 且 在 ce 
处 有 有 限 阶 , 其 主 部 为 多 项 式 向 量 Y(z)( 见 (1. 2) 式 )， 则 由 Cauchy 定理 ， 


@ 如 果 某 个 外 (z) 三 0, 就 认为 它 是 一 oo 阶 的 . 如 果 所 有 gy (zx) 三 0, 从 而 Xz) 二 
0， 则 称 p(x) 在 co 处 有 一 ce 阶 . 
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y(z) 一 zi|, Da, ze pr, a 
一 5 上 ya 一直 | ed, x€ED. G.9 
ULt | 
如 果 @ (2) € 日 , 则 (1.7) 等 价 于 
1 > © (DI , 
去 四 四 十 盐 | Ra = 7), tel; (1.9) 
反 过 来 , 如 果 有 一 向 量 w(t) E HH, 能 使 
地 wD) 十 ,Pdr 一 7CD， :elL, (1.10) 3 
nl 和 


其 中 yz) 为 一 多项式 向 量 , 则 lt) 必定 是 中 菜 全 纯 向 量 0( 的 边 值 ， 
02 (DD 二 wl?), 且 Q(z) 在 处 的 主 部 为 7y(z). 
最 后 我 们 指出 , 最 简单 的 跳跃 问题 
DD) B= p01), 1€EL, (1.11) 1 
其 中 gw? 为 直上 E 五 的 已 知 向 量 ， 而 @(z) 为 未 知 的 分 区 全 纯 向 量 (在 ce 处 ， 
有 有 限 阶 )， 其 一 般 解 显然 为 


D(z) = pi PD 4 yz), zEL, (1.12) 


上 一 之 
其 中 y(z) 汶 任 意 多 项 式 向 量 特别 ,， 如 果 要 求 $8(co) = 0 ( 零 向 量 ), 则 应 取 
7(z) 二 0. 这 些 都 可 与 单个 函数 情况 同样 地 证 明 . 
今后 还 将 经 常 运 用 矩阵 记号 及 其 运算 规则 , 这些 我 们 认为 读者 都 已 熟悉 . 


6.1.2 齐 次 R 问题 化 为 Fredholm 方程 


本 段 考虑 分 区 全 纯 向 量 的 齐 次 Riemann 问题 或 简称 齐 次 R 问题 
DD) =GDE 0), teEL, (1. 13) 
其 中 GQ) = (Gi (2)) 为 L 上 的 已 给 mn Xn 和 矩阵 (其 所 有 元 ) € 有 H, 而 
D(z) 二 《1(z) ,Bo(z),…,B,《z)) 为 未 知 分 区 全 纯 向 量 (在 oo 处 当然 是 有 
限 阶 的 ), 其 边 值 在 L 上 也 € 万 实际 上 (1.13) 是 个 未 知 分 区 全 纯 函 数 
Si;(z) ( 二 1,2,…,n) 的 边 值 问 题 


(4) = Dnar (t), j= 1,2,n, 
以 后 我 们 不 再 写 出 这 种 形式 我 们 将 只 讨论 正则 型 情况 , 即 恒 设 detG(z) 天 0 
于 工 上 . 


我 们 将 采用 [35] 中 的 方法 ， 把 问题 (1.143) 化 为 Fredholm 方程 (组 ) 来 求 ， 
解 . 
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引进 新 的 未 知 函 数 向 量 p(t) (上 € LL), 使 


| C08, een 
2xl 上 一 之 
$lz) = (1.14) 
-元 | 人 d+y(z)， 当 zE 矿 时 ， | 
NL 


其 中 y(z) 为 一 多 项 式 向 量 , 是 @G(z) 在 co 处 的 主 部 . 问题 (1. 13) 的 解 @(z) 
(如 果 有 的 话 ) 一 定 可 以 写成 (1. 14) 的 形式 . 因为 , 如 果 @(z) 是 (1. 13) 的 解 ， 
则 易 验 证 , 以 p(t) = 下 (0 代 和 人 (1.14)， 由 (1.3) 与 (1.8)， 立刻 便 得 出 


Bz). 
在 (1. 14) 中 令 z_>iE 工 取 边 值 ， 代入 (1. 13)， 便 得 (97 有 应 满足 的 (向 量 ) - 
方程 
(DD) 1 GAWGD — 
Ko = 地 | ed r 十 元 让 二 CDd 
=7Y(t), t€EL, (1. 15) 


这 里 G (DO 是 GG) 的 道 和 矩阵 , 是 n Xn 的 单位 矩阵 .KK 是 一 个 育 异 积分 算 
子 , 它 把 瓦 类 中 的 ” 维 向 量变 到 同一 类 中 的 向 量 . 易 见 ， 如 果 对 某 多 项 式 向 
量 (5 ， 方程 (1. 15) 有 解 pC2), 则 把 它 代 入 (1. 14) 便 得 (1. 13) 的 一 个 解 . 这 
样 , 齐 次 R 问题 (1. 13) 就 等 价 于 方程 (1. 15). 

用 


So = 二 | di, weEL, (1.16) 


表示 Cauchy 主 值 积 分 的 算 子 , 因为 上 L 是 封闭 曲线 , 由 Cauchy 主 值 积分 的 反 
演 公 式 (1. 4.3 段 ), $? 一 1 将 S$S 作 用 于 (1. 15) 两 边 , 得 


dt G7 DGO — 
SKp 二 pl 如 ) 十 二 1 一 元 元 | 一/ Endr = Sy. 


利用 Poincare Bertrand 换 序 公 ^ 式 , 注意 到 
G1 (to)G(to) —E=0 〈 零 矩阵 ) 》 
且 Sy 一 7Y(Gt)〈 由 推广 的 留 数 定理 立即 可 知 ) ， 上 面 方程 成 为 


Skp 一 po) 十 二 | ko dod = Ye), i EL, C1.17) 


,nn 


dee rir 


其 中 
G (DG(CD 一 
L (t—t1)(t 一 加 ) 
G1 (£1) 一 Cr 《1 7 


=— 1. 一 一 一 一 。 Gt). 
ZUL ti—t 如 一 


klto,t) 一 Ed 


由 于 CGO E 本 , 故 
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G 11) — Gz) 
t] 一 t 
因此 At ,已 E HH*， 亦 即 (1. 17) 是 一 弱 Fredholm 方程 (组 ). 
(1. 17) 的 相 联 方程 是 


K's =vto) 十 二 | Abzo)xDd =—0, tw EL, .1 
其 中 忆 G, to) 是 矩阵 &(z,io) 的 转 置 矩阵 : 


G (DG 一 (Cn ) 一 

4 (t,t0) 一 去 让， (t—£1)(t to) 
根据 Fredholm 方 程 (组 ) 的 一 般 理 论 (参看 附录 1 中 注 2) , 方程 (1. 17) 湖 
且 仅 当 


EH*, 


Pa. .198 


| coxod =o (1. 20) | 


成 立时 可 解 , 这 里 v(z) 是 (1. 18) 的 任何 解 ( 列 向 量 ). 这 种 线性 无 关 的 解 只 有 

有 限 个 , 而 YCz) 作为 任何 多 项 式 向 量 , 可 以 有 无 穷 多 种 选取 方法 , 从 而 适当 

选取 Y(t)( 且 有 无 穷 多 种 选 法 ), 方程 (1. 17) 从 而 (1. 15) 恒 可 解 , 且 有 无 穷 

多 个 解 . 以 每 一 个 这 种 解 代入 (1. 14), 便 得 问题 (1. 13) 的 一 个 解 . : 
因此 , 我 们 有 


定理 6.1.1 RR 问题 (1.13), 如 果 只 要 求 B(z) 在 co 处 有 有 限 阶 数 ， 而 对 阶 数 
大 小 不 加 限制 ， 则 恒 可 解 ， 且 有 无 穷 多 组 线性 无 关 解 . 


6. 1.3 齐 次 R 问 题 的 典 则 解 组 


为 了 型 清楚 齐 次 问题 (1. 13) 的 一 般 解 , 有 必要 先 对 其 解 的 性 质 作 一 些 
了 解 , 并 作出 所 谓 典 则 解 组 . 

首先 , 如 果 B1Cz) ,2 (z),…,@”(z) 是 (1. 13) 的 黄 个 解 (向 量 ), 当然 指 
的 是 oo 处 为 有 限 阶 者 (下 同 ), 则 


$lz) = Sp, (z)Bi(z) 
j=1 


也 是 一 个 解 ， 其 中 已; (z) 也 (z) "°° ,P,, (z) 为 m 个 任意 多 项 式 ( 次 数 也 任意 ). 
.其 次 , 我 们 有 下 面 的 引 理 : 


引 理 6.1.1 齐 次 及 问题 (1. 13) 的 任何 非 零 解 @(z) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 不 可 
能 低 于 某 一 ( 非 正 ) 常数 7 一 一 k, 这 里 上 是 Fredholm 方程 (组 ) SKo 一 0 
的 线性 无 关 解 的 个 数 . 
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证 用 反 证 法 , 设 (1. 13) 有 一 非 零 解 @(z) 在 co 处 的 阶 数 小 于 一 上 ， 于 是 
D(z), xB (2), 1 zB (2) 
就 是 (1. 13) 的 一 组 在 = = ce 处 取 零 (向 量 ) 值 的 解 . 这 样 一 来 , 由 (1. 14) 知 ， 
$B 1), 1B (1), wy， KB (1) 
就 都 是 SKp = 0 的 解 . 但 因 更 (和 关 0 于 工 上 , 故 它 们 是 线性 无 关 的 , 与 所 设 
矛盾 . 
再 次 , 我 们 注意 到 ， 如 果 @(z) 是 (1. 13) 的 一 个 解 ， 而 在 某 点 “ 蕊 工 处 ， 
Glo) 一 0, 亦 即 @j(c) = 0 GG = 1,2,…,z0. 因此 在 c 附 近 全 纯 的 函数 @;(z) 


以 z 一 < 为 零点 , 从 而 更 (z) 一 旺 和 2 仍 以 c 为 正则 点 . 所 以 到 (z) = (W (2)， 


Ya《z),…, 灶 ,《z)) 也 是 (1. 13) 的 一 个 解 . 现在 要 把 这 一 结论 推广 到 ce 工 的 
情况 . 亦 即 , 要 证 明 


引 理 6.1.2 如 果 GB(z) 是 (1. 13) 的 一 个 解 ,c 为 L 上 的 某 一 点 , 且 @+ (ec) = 
0 (从 而 四-(c) 一 0)， 则 更 (z) 一 里 2 在 L 上 包括 c 点 在 内 存在 正 、 负 人 
的 边 值 ， 且 仍 是 (1. 13) 的 解 . 


证 因 对 (be 古 于 并 上 , 故 是 (D E H* 于 L 上 , 以 c 为 可 能 的 奇 点 ， 
且 显 然 亚 (z) 仍 为 (1. 13) 的 解 , 但 上 一 < 可 能 要 除外 . 因此 , 对 于 某 个 确定 的 
多 项 式 向 量 Y(z), 以 pl) = 更 (GO 代 人 (1.14)，, 将 得 出 亚 (z)， 从 而 可 知 
Y(t) 满足 方程 (1. 15) ,因此 也 满足 (1.17), 但 加 和 cc. 由 于 Et € H*， 
经 过 仔细 的 分 析 , 就 可 知道 W (to) € 日 . 再 由 (1.13) 就 知道 Wi (io) 也 EE 
H. 0 
我 们 就 来 论证 上 面 证 明 中 用 到 的 结论 W(t6) € 五 , 亦 即 要 证 要 (Co) 在 如 一 “附近 天 
奇异 性 . 设 若 不 然 , 则 可 写 (已 取 定 (am 一 c)a 的 任 一 分 支 ) 
Wo) = 0<a<l, 


(to —o)° 
其 中 yn) € Ho 于 L 上 , 且 Wc 土 0 (表示 1 沿 着 L 上 两 边 趋 于 c 时 的 单 侧 极限 ) 不 同时 
为 0. 又 因 &(Cw ,zf) € HH*，, 故 可 写 


_ k(t0st) 
klto ,1) 一 (一 加 2 


由 于 业 (to) 当 加 和 cc 时 满足 (1. 17)， 即 


以 加 ) 十 | k*(to ,tyKt) 
(to —o)” Axio (to) 


其 中 y(to) 为 某 多 项 式 . 此 即 


0 委 v"<1, k(t EH. 


df = Y(to), to 闫 C， 
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wlio ,2) 


1 一 ca CG 一 加) d= (to —e) y(t0), to Ea (x) | 


UK) 十字 二 全 a 
这 里 已 记 
wtost) = k(t DMDG— 1 € Ho. 1 
在 L 上 另 取 一 点 d， 以 c,d 为 端点 把 L 拆 成 两 段 弧 工 ,Ls, 记 i 
1 wlio 2) 
TD 一 cs 一 加 ) 
这 里 wl ,已 在 L XL 上 EE€ 有 H. 为 确定 起 见 , 我 们 暂 设 6 € Li. 将 Qi (to) 改写 为 
wlo 3t) — wto ,c) w(to ,c) 
让 Li Cs dt rT 
= (to)+l(t0), to Ac, ELI. 
由 4.1.4 段 中 的 讨论 , 表示 1,(to) 中 的 积分 在 加 二 c 附近 可 能 有 a 阶 的 奇异 性 , 但 因 
wkcsc) 一 0,， 故 1) 在 0 一 c 附 近 有 不 到 wa 阶 的 奇异 性 . 再 考虑 厂 ( 如 ), 设 wlto,t) € 
五， 故 可 写 . 1 
wo — wto,c) _ etost) 
(ft— ce) (人 一 C)“ 
又 ， 那 里 的 结果 对 于 Cauchy 主 值 积 分 的 核 密度 中 含有 参数 to 时 完全 同样 成 立 @， 所 以 
i(w) 在 t6 二 c 附 近 或 者 没有 奇异 性 ( 当 a < w 时)， 或 者 有 对 数 奇 异性 ( 当 e == py 时), 或 
者 有 a 一 py 阶 奇异 性 ( 当 a jy 时 ). 这 样 ,Di (加 ) 当 志 EL 时 在 = < 附近 有 至 多 不 到 
a 阶 的 奇异 性 ， 当 如 € Ls 时 , 用 类 似 的 讨论 也 可 知道 02 (to) 有 类 似 性 质 . 这 样 , 在 (* ) 式 
中 , 令 b 一 时, 左 端 第 二 项 的 极限 为 0, 而 右 端的 极限 显然 为 0， 从 而 当 吉 一 < 时 
glto) 一 0, 亦 即 Yc 土 0) = 0, 这 与 所 设 亨 盾 . 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 


在 单个 函数 的 问题 中 ,关键 是 要 把 G(z) 用 典 则 解 分 解 为 


f(t0) = di, 了 一 1,2. 


02 (to0) 一 


， wiltost) EH. 


Xt+(#) 

G(1) = Wen): 
在 现在 的 情况 下 ， 为 了 得 出 类 似 的 结论 ， 就 要 作出 相应 的 X(z), 但 这 时 它 应 1 
是 一 个 nXn 和 矩阵 , 使 得 G(D = Xt+ (2)[X-(z) 丁 1, 亦 即 要 求 
X+ GD = GO X00), (1. 21) z 


当然 还 应 应 要 求 满足 某 些 附加 条 件 为 此 我 们 就 要 设法 先 求 出 (1. 13) 的 "个 线 
性 无 关 的 解 组 四 (z) ,多 (z),…,g(z), 其 中 
D(z) = (Bt (2), Be (x),»: ,DECz)) (k= 1,2,.…,n). 
为 使 它们 线性 无 关 ， 只 须要 求 
Blz) Bz) … Bi (2) 
det(GA(Cz)) 一 0 BD G0) 0, (1. 22) 


gi gw “i(z) 


@ 参看 [42]，3 22, 命题 由 . 


——===pee Et 


函数 组 的 Riemann 边 值 问题 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 321 


矩阵 (@B4(z)) 可 称 为 问题 (1. 13) 的 解 矩 阵 ， 因 为 它 的 每 一 列 都 是 (1. 13) 的 
解 ， 从 而 它 本 身 满足 
(BH (0)) = GO) (BE (2)), 
或 记 成 
(BF T= GO (CBF)). 
这 样 的 nn 个 解 是 存在 的 ( 见 定理 6. 1. 1). 
满足 条 件 (1. 22) 的 解 矩 阵 (@G*(z) ) 称 为 (1. 13) 的 基本 解 和 矩阵, 而 构成 它 
的 ”个 解 组 ( 即 它 的 ”个 列 向 量 ) 称 为 基本 解 组 . 我 们 可 用 下 面 方法 来 构造 一 
个 基本 解 组 . 取 (1. 17) 中 的 y(z) 为 一 特殊 的 多 项 式 向 量 : 
7y*(z) = (0,°*,0, 7E 2) ,0,°,0), 
它 除 第 上 个 分 量 为 一 多 项 式 yk(z) 外 ， 其 余 的 都 是 零 . 然后 根据 可 解 条 件 
(1. 20), 可 以 确定 出 准 (z) 的 系数 不 全 为 零 ( 如 果 它 的 次 数 取得 足够 高 , 这 一 
定 可 以 办 到 ), 使 之 成 立 . 求 出 状 (z) 后 , 便 可 求解 (1. 17) 而 得 到 (1)，, 最 后 
由 (1. 14) 便 可 求 出 咏 (z). 令 & 依 次 取 值 1,2,…,n, 便 得 到 个 解 @B1(z)， 
Y(z),…,97(z). 因为 @*(z) 在 z= 二 co 处 的 主 部 为 YX*(z), 因此 det(@}(z)) 
在 z= 二 co 处 的 主 部 为 


T7230, 
k=1 


从 而 它 本 身 也 关 0, 亦 即 {(@*(z))? 确 已 构成 一 基本 解 组 . 

基本 解 算 阵 (@4 (zx)) 不 能 充当 典 则 解 矩 阵 ， 因 为 一 般 说 来 它 并 不 在 任何 
点 处 是 满 秩 的 . 我 们 要 设法 从 一 个 基本 解 矩 阵 (@f#(z)) 出 发 ， 作 出 另 一 解 矩 
阵 , 它 在 平面 中 任何 有 限 远 点 处 都 是 满 秩 的 ; 这 里 的 点 也 包括 工 上 的 点 在 
内 , 这 时 和 矩阵 满 秩 当然 指 的 是 其 正 、 负 边 值 的 矩阵 满 秩 . 这 种 解 矩 阵 称 为 正 
规 解 矩阵 . 下 面 来 说 明 怎 样 从 一 个 基本 解 矩阵 来 作出 正规 解 矩阵 . 

设 (@B!(z)) 为 一 基本 解 矩 阵 . 若 它 已 在 任何 有 限 远 处 满 秩 , 则 它 已 是 正 
规 解 矩阵 . 现 设 它 在 某 点 z 二 c (天 ce) 处 降 秩 , 即 det(@*(c)) 二 0. 因此 向 
量 组 @@ (c) ,他 (ec)，… 字 (c) 是 线性 相关 的 ， 从 而 存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 
CQ19Q29 Qn 使 得 

aD oa) +oB() = 0 
注意 
D(z) = a1@ (z) 十 a (z) 十 … 十 gD"(z) 
也 是 (1. 13) 的 一 个 解 , 且 BCc) 二 0. 如 果 c 蕊 L, 则 @(z) 以 z==c 为 零点 , 故 


W(x) 一 旦 22 仍 分 区 全 纯 ， 也 是 (1. 13) 的 解 . 我 们 不 妨 把 使 得 a 天 0 的 那些 
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& 所 对 应 的 经 (z) 中 在 = = oo 处 阶 数 最 高 者 放 在 最 前 面 成 为 81 (z)( 若 不 坊 
一 个 则 可 任 取 其 中 之 一 ), 而 把 到 (=) 代替 更 (z), 成 为 一 个 新 的 解 组 更 (z 稼 
到 (z) ,D7 (2). 因为 EE 


T(z) Hz) 1 Hz) 
最 (9 BC) ws. (2) = det(B}(z)) 0, 
Wlz) Bz) lz) 


所 以 它们 仍 是 一 基本 解 组 . 这 个 基本 解 组 中 的 一 个 解 在 无 穷 远 点 的 阶 数 比 原 
来 的 要 低 1, 而 其 余 的 解 的 阶 数 不 变 . 
如 果 c EL, 则 利用 引 理 6. 1. 2, 完全 可 以 进行 类 似 的 处 理 而 得 到 同样 的 
效果 . 
如 果 所 得 的 新 的 基本 解 组 在 任何 有 限 远 点 处 满 秩 , 则 它 已 是 正规 解 组 . 
否则 , 又 可 按 上 述 方法 处 理 而 得 到 更 新 的 一 个 基本 解 组 , 其 中 某 个 解 在 oo 处 
的 阶 数 又 降低 1， 而 其 余 的 没有 改变 . 如 此 继续 下 去 , 由 引 理 6. 1. 1 可 知 , 这 
种 做 法 只 须 做 有 限 次 , 就 能 使 最 后 得 到 的 基本 解 组 成 为 正规 解 组 . 
,虽然 正规 解 组 在 有 限 远 点 处 到 处 满 秩 , 但 还 不 能 充当 典 则 解 组 , 因为 它 
在 co 点 处 的 性 状 未 加 任何 限制 , 而 对 于 上 典 则 解 组 来 说 , 必须 对 此 有 所 限制 ， 
正如 单个 函数 时 情况 一 样 , 典 则 解 在 co 处 有 其 特点 . 
现 设 本 (2), 亚 (z),…,YW(z) 为 (1.13) 的 一 正规 解 组 , 设 其 各 个 解 在 
co 处 的 阶 数 分 别 为 一 x1 ,一 kz ,…, 一 kn， 因此 x (z) 在 z 二 co 的 邻 域内 为 
全 纯 向 量 ( 且 不 恒 为 0). 记 
. An(z) = det(2 Cz)), 
亦 即 det( 如 (xz)) 二 > “4Ao(z)， 这 里 已 令 
| K 二 Kl 十 kz 十 十 jor. 《1. 23) 
显然 A (z) 为 z= ce 的 邻 域内 的 全 纯 函 数 , 且 以 ce 点 为 常 点 , 即 Ao (oo) 有 限 . 
虽然 Ao (ce) 中 每 一 列 向 量 都 不 是 零 向 量 , 但 一 般 说 来 它们 是 否 线性 无 
关 亦 即 Ao (ce) 是 否 不 等 于 零 不 得 而 知 . 如 果 它 们 线性 相关 即 Ao (ee) = 0, 则 
对 我 们 以 后 的 论证 来 说 极为 不 利 . 因此 我 们 希望 Ao (ce) 关 0, 这 正 是 对 典 则 
解 组 在 ce 处 所 要 加 的 限制 . 我 们 给 出 


定义 6.1.1 设 R(z),X2(z),…,X"(z) 构成 (1. 13) 的 一 个 正规 解 组 ， 它 们 
在 co 处 的 阶 数 分 别 为 一 ki ,一 Kk2，… ,一 Kn. 如果 六 1 (Zz) ze Xo(z) ，…， 
Zz 入 ,《Z) 当 z 一 co 时 线性 无 关 ， 亦 即 ， 如 果 记 
Ao Cz) = det(zaX4(z))，， (20) 
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有 4A4o(ce) 关 0, 则 称 义 1《(z) ,2(z),…,XX"(z) 为 (1.13) 或 GCC 的 一 个 
典 则 解 组 , 而 和 矩阵 闵 (z) 二 (XE(z)) 称 为 它 的 一 个 典 则 解 矩 阵 ， 或 简称 
典 则 矩阵 . 


我 们 现在 来 说 明 , 怎样 从 一 正规 解 组 本 (z), 喇 (z… 到 (Cz) 出 发 , 来 
作出 典 则 解 组 ， 从 而 就 证 明了 典 则 解 组 或 典 则 解 矩 阵 的 存在 性 . 

如 果 对 于 这 个 正规 解 组 ,相应 的 Ao (oo) 关 0, 则 它 已 是 典 则 解 组 . 今 设 
4o(co) 一 0. 由 于 亚 (z) 在 z= oo 处 的 阶 数 为 一 x， 故 


Wi (z) 一 Zz E +o( 古 )| (z -> co)， 


并 且 
det(ce) 一 0. 1 
因此 向 量 组 ct 一 《ck ,C4 ,ce) (k= 1,2,.…,n) 线性 相关 . 故 存在 不 全 为 零 


的 常数 育 ， 使 Re: = 0 对 于 那些 相应 于 基 0 的, 把 对 应 的 哑 (a 中 


在 = = ce 处 阶 数 最 高 者 放 在 最 前 面 ( 如 果 不 止 一 个 则 任 取 其 一 ) 成 为 如 (z)， 
而 用 

Vz) = +B (th (z) 
取代 到 (z), 并 不 妨 设计 = 1. 注意 , 对 于 使 及 隆 0 的 那些 &,， 有 i 一 ki 之 
0, 故 更 *(z) 仍 为 (1. 13) 的 一 个 分 区 全 纯 解 . 由 于 


Wr HD) 本 四 
YE 四 对 ( dt) 
时 (CD (z) … (2) 


在 任何 有 限 远 点 = 处 关 0, 故 亚 *《z), 王 (z),…,W'(z) 仍 为 正规 解 组 又 
limza YP (z) 一 > Bec = 0, 
zo k=] 


故 解 向 量 更 *(z) 在 co 处 的 阶 数 比 本 (z) 的 阶 数 至 少 低 1. 这 样 , 我 们 得 到 一 
个 新 的 正规 解 组 , 其 中 有 一 个 解 在 oo 处 的 阶 数 比 原 来 的 某 个 解 的 阶 数 至 少 
低 1, 而 其 余 的 阶 数 都 不 变 , 且 解 矩阵 的 行列 式 之 值 不 变 . 

如 果 对 于 这 个 新 的 正规 解 组 ， 相 应 的 Ao (co) 关 0， 则 它 已 是 典 则 解 组 . 
否则 , 又 可 按 上 述 方法 进行 . 再 由 引 理 6. 1. 1, 可 知 这 种 步骤 只 能 进行 有 限 多 
次 , 最 后 必 可 得 出 典 则 解 组 X1 (Cz), X?(z),*…,X"(z). 
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顺便 看 到 ,和 典 则 解 矩 阵 X(z) 的 行列 式 和 原来 的 正规 解 矩 阵 的 行列 式 相 ， 
等 , 为 同一 分 区 全 纯 消 数 ; 或 至 多 差 一 符号 , 但 适当 交换 一 个 解 组 的 次 序 可 
使 它们 完全 相等 . 

最 后 我 们 指出 典 则 解 组 的 一 些 性 质 . 设 嫩 (z) (k 二 1,2,…,n) 为 一 典 则 
解 组 ，X(z) 一 (Xf (z)) 为 它们 构成 的 典 则 解 矩 阵 ， 则 由 前 述 可 知 , 对 于 任何 ， 
有 限 的 z， 

A(z) = detX(z) 兴 0; 
且 若 一 心 为 X*(z) 在 ce 处 的 阶 数 ， 则 对 于 (1. 24) 定义 的 4Ao(z)， 有 
Ao(z) 一 zA(z) 或 即 A(z) 一 detX(z) = 二 xz*Ao(z)， (1.25) i 
其 中 kx 由 (1. 23) 给 出 . 此 即 表明 , 典 则 解 矩 阵 X(z) 的 行列 式 A(z) 在 cc 处 的 
阶 数 一 < 等 于 各 个 解 X*(z) 在 co 处 的 阶 数 一 心 的 和 . 

典 则 解 组 还 有 一 个 重要 性 质 . 仍 设 Xi (z) ,X2(z),…,X"(z) 为 一 典 则 解 

组 . 任 取 一 组 多 项 式 Pi (z)，P; (z) ……P,(z)， 其 次 数 分 别 为 ra ;mz 0 则 

XCz) = Pi (z)XI(z) 十 Po(z)X2(z) 十 … 十 P(z)X?(z) (1.26) 
也 是 (1. 13) 的 一 个 解 ， 其 右边 各 项 在 z 二 ce 处 的 阶 数 依次 为 za 一 ki ,mz 一 
kr 一 na， 所 以 Xz) 在 z 一 co 处 的 阶 数 不 会 超过 


JU 一 一 max{mg — pkg}. (1, 27) 

但 实际 上 这 个 阶 数 也 不 会 低 于 v 因为 ，(1. 26) 可 改写 为 
Xiz) Xi(z) XICz) … XI(Cz) P1(z) 
Xalz)| IX2Cz) XECz) 1 XECz)| |P,(z) 
Xn Cz) Xl(z) Xlz) 1 Xr(z)) (Pz) 

2 Xi(z) ze KICz) 1 wa XTCz)) (x PCz) 

加 2 XE(z) XECz) … zeX3(z) 二 所 Po(z) | 

IRIz) 2X2(z) … ooXa(z) 儿 ceP(z) 


把 此 式 右 边 的 系数 矩阵 记 成 Y(z), 则 Ao(z) = detyY(z) 在 zx 一 co 处 短 0, 故 
在 ce 点 附近 满 秩 . 因此 , 在 z 二 oo 附近 有 
ZZ" Pl (2z) X12) 
yd. 


z "Pz) Xn (2) 
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”如 有 果 X(z) 在 ce 处 的 阶 数 低 于 因 


1 1 
detY (ce) 一 Ao(Cco) 尖 0， 


则 上 式 右边 的 向 量 也 将 如 此 ， 而 左边 向 量 的 阶 数 明明 是 v, 矛盾. 所 以 X(z) 
在 z= ce 处 的 阶 数 确实 等 于 v 
于 是 我 们 有 


引 理 6.1.3 车 XX (z),X?(z),…,X"(z) 是 (1.13) 的 一 个 典 则 解 组 ，Pi (z)， 
Ps (z)，…,P,(z) 是 一 组 多 项 式 ， 则 由 (1. 26) 给 出 的 向 量 X(z) 在 = 一 co 
处 的 阶 数 由 (1.27) 给 出 ,其 中 一 操 , 一 k2，…，, 一 x, 分 别 为 XI(Cz)， 
X2《z),…,，X"(zx) 的 阶 数 ，mm vt。 分别 为 Pi(z) ,PCz)，， 
P,(z) 的 次 数 (已 设 Pi(z) 不 同时 为 零 ). 


典 则 解 组 的 这 个 性 质 还 可 这 样 来 理解 : 其 线性 组 合 (1. 26)〈 以 多 项 式 为 
系数 ) 中 各 项 在 ce 处 的 最 高 阶 数 不 会 相互 抵消 .这 个 性 质 非常 重要 ， 以 后 会 
经 常用 到 |. 

特别 , 我 们 还 有 下 面 的 


推论 6. 1.1 若 义 (z) 是 (1. 13) 的 一 个 典 则 解 矩 阵 ， P(xz) 一 CP] (z) , P, (2),***， 、 
P,(z)) 为 一 非 零 多 项 式 向 量 ， 则 向 量 关 (z)P(z) 一 定 不 是 零 向 量 . 


6. 1.4 ” 齐 次 R 问题 的 一 般 解 与 指标 


有 了 典 则 解 矩 阵 X(z)， 则 齐 次 及 问题 (1. 13) 的 一 般 解 就 很 容易 求 出 来 了 . 

设 我 们 要 求 (1. 13) 的 解 B(z) 在 = 一 co 处 为 有 限 阶 的 . 由 典 则 解 X(z) 的 
性 质 , 它 是 处 处 满 秩 的 , 且 满 足 

Xt(1) = G(X (CD， 
或 即 
G02) = XIX (CD 本 
以 此 代入 (1. 13), 得 
ST) = XDLX OT 80), 
或 即 
[XT EO) = [EX (0! go C2). 

由 此 可 见 , LX(z) 丁 1@(zx) 为 全 平面 中 的 全 纯 向 量 , 在 oo 处 为 有 限 阶 的 . 因 
此 由 Liouville 定 理 , 它 是 一 多 项 式 向 量 P(z) = (Pi (x), Ps(z),*…,P,(z)).. 
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所 以 
G(z) = X(z)P(z) 一 DPX (1. 28) 


便 是 齐 次 R 问题 (1. 13) 的 一 般 解 ,其 中 pO) 为 任意 多 项 式 向 量 . 

在 以 上 的 推导 中 , 事实 上 我 们 没有 用 到 典 则 解 矩 阵 X(z) 在 x = co 处 的 
性 状 . 如 果 把 X(z) 理解 为 任何 正规 解 矩 阵 ， 以 上 结论 也 成 立 . 但 若 求解 
(1. 13) 时 , 我 们 要 求 8(z) 在 z == co 处 至 多 为 m 阶 (m 为 一 固定 整数 ), 即 所 
谓 求 解 R,, 问题 , 则 典 则 解 矩 阵 的 优越 性 就 显示 出 来 了 . 因为 X*(z) 在 z= 
ce 处 的 阶 数 为 一 ws， 若 设 Pi (z) 的 次 数 为 X%， 则 由 引 理 6. 1. 3, 由 (1. 28) 求 
出 的 @(z) 在 co Oe 一 kx}， 为 使 它 不 超过 mr， 必须 而 且 只 须 

—ki Mm (k= 1,2,.,n), 
即 mrs 由 ey 和 通常 一 样 , 如 果 m 十 ki 二 0, 则 必须 认为 已 二 0. 

于 是 我 们 有 


定理 6. 1. 2 齐 次 R, 问题 (1. 13) 的 一 般 解 以 (1. 28) 给 出 , 其 中 Xt(z) (上 一 
1,2,°. 站 为 寺 四 和 和 机 次 的 任意 多 项 式 . 特 
* 别 ， 当 m < min(—« 时 ， 它 只 有 有 零 解 . 


特别 有 用 的 是 mm = 一 1 即 要 求 8(oo) = 0 的 情况 ， 


推论 6.1.2 齐 次 R 问题 (1. 13) ( 即 要 求 盏 (ce) 一 0) 当 且 仅 当 jl ,wz ，…， 
Kn 中 至 少 有 一 个 为 正 数 时 才 有 非 零 解 ， 且 一 般 解 以 (1. 28) 给 出 , 这 时 
Pi(z) 的 次 数 为 gx 一 1. 


从 上 面 的 定理 使 人 易于 猜想 到 , 对 于 典 则 解 组 X*(z)( 它 在 处 的 阶 数 
为 一 x%) ,上 二 1,2,…,n，, 其 所 相应 的 wi ,ks ，… ,x 应 该 是 不 变 的 . 亦 即 , 对 于 
任何 两 个 典 则 解 矩 阵 XX(z) 与 Y(z) 来 说 ,其 相应 的 ri ,x ，… ,ks 应 该 是 一 样 
的 , 至 多 只 是 前 后 次 序 不 同 . 我 们 将 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 , 于 是 可 以 称 xi ， 
上 spa 为 问题 (1. 13) (或 矩阵 GCz)) 的 偏 指标 , 而 把 x = x 十 x 十 … 十 kn 
称 为 它 的 总 指标 (或 简称 指标 ). 

总 指标 < 的 不 变性 比较 明显 ,是 容易 直接 从 G(D 计算 出 来 . 事实 上 , 设 
X(z) 是 一 典 则 解 矩阵 , 仍 记 A(z) = det X(z), 它 在 全 平面 中 (包括 在 L 上 的 
边 值 ) 处 处 不 等 于 零 . 由 XT (zt) = G(1)X (1)，, 立 得 


@ 且 若 至 少 对 于 某 个 等 式 成 立 , 则 B(z) 在 co 处 确 有 m 阶 . 
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. AtQ) = detG() . A- (4), 
于 是 


[logAt Ct) 1] = [log detG(#)] 十 [logA- (01, 
这 里 [f(z)jL 仍 表示 当 * 沿 工 正 向 环行 一 周 时 /5 的 改变 量 . 但 A(z) 在 Dr 
内 全 纯 ， 天 0, 故 [logA' (办 ]L 一 0. 另 一 方面 , 由 (1. 25)， 
logA(z) =— klog z+ log Ao (z)， 

所 以 

[logA (2) J] =— 2krit LlogAs Cj. 
但 因 ho Coo) 关 0, 所 以 [logA5 (4)jL = 0. 这样, 便 得 

0 = [log detG(#) j, 一 2cri， 

亦 即 


«= -上 [log detG(GD] = [arg detGCGD] (1.29) 
2xi 2x 


这 就 是 说 ， 总 指标 < 可 由 Go 完全 确定 ， 而 不 依赖 于 任何 典 则 解 矩 阵 ， 且 

(1. 29) 提供 了 «的 具体 计算 方法 . 

”人 偏 指标 wi ,xz ,… ,kn 的 不 变性 就 不 那么 明显 , 设 X(z) 与 YC(z) 是 两 个 典 

lf 则 解 矩 阵 ， 即 X1Cz) ,X22z) ,…，X"(z) 与 YC(z),Y2(z),…,Y"(z) 是 两 组 典 

| 则 解 组 ,它们 相应 的 偏 指标 分 别 为 cv ,ve 与 41,42，,…,X4。， 且 设 它们 已 

分别 如 此 排列 , 使 

| 4 

我 们 要 证 明 避 = (k = 1,2,…n). 

首先 注意 ，Y* (Cz) 作为 (1. 13) 的 一 个 解 , 一定 可 以 写成 

Yt(z) = 区 (z)P4(z) + Xz) PECz) + XCz) Pt (Cz), 

于 k=1,2,.,n, (1.30) 

苏 中 PCz) 二 (PECz) ,P(x) ,…,P4(z)) 为 某 些 多 项 式 向 量 . 

我 们 假定 

| Ki 一 一 pr 人 NA 一 一 全 AH 

们 然 ， 如 果 > 或 * 等 于 ”时 ,相应 的 不 等 式 就 不 存在 . 我 们 要 证 明 xi 二 入 ,县 

:在 (1. 30) 中 取 上 一 1,2,…,s, 注意 到 (1. 30) 中 右边 在 z = ce 处 的 阶 

数 不 会 低 于 一心， 而 左边 的 阶 数 为 一 Da ， 故 一 和 1 实 一 x1 即 四 委 习 .交换 

(=) ,Y(z) 的 地 位 , 立 得 和 1 = x 

”这样 ， 当 上 = 1,2,…,s 时, (1. 30) 右边 只 可 能 有 前 > 项， 

Ye(z) = XI(z)P4(z) + Xz PI) + + Xr (Cz) Pr(z), 

k=1,2,.,s, (1. 31) 
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且 由 引 理 6. 1. 3， 上 式 右边 中 诸 PP 实际 是 常数 . 
设 若 * > 则 向 量 
CP ,P},.…,P!), 9 (CPi ,P; ,***, P:) : 
线性 相关 ， 即 存 在 一 组 不 全 为 0 的 常数 C19C2 9C5y 使 
ycCPi PvP) 一 0， 


1 一 1 
从 而 
ayYi(a) 一 0. 
i=] 
但 由 推论 6. 1.1, 这 不 可 能 . 因此 * 委 ~ 交换 X,Y 的 地 位 , 就 可 得 知 二 +. 
以 上 论证 也 适用 于 r,s 中 至 少 有 一 个 等 于 n 的 情况 . 以 下 设 r 二 ;< 之 n. 这 
样 , 我 们 就 有 
Kl 二" 和 k= 和 A RA Ar 之 ArH。 
又 设 
pH = kp > kp Mh = = A > hn 
而 要 求证 明 wy 二 411, 一 9. 在 (1.30) 中 令 k==r 十 1,r 十 2,…sr 十 g: 
Yt 一 X!1P4 十 X2P 十 … 十 X"P， k=r 十 1 yr 十 2,…,r 十 gq. (1. 32) 
注意 , 这 时 不 可 能 P41 = Pt 二 … 一 Pr 一 0, 因为 否则 的 话 , 将 有 
Y= XIPh 十 户 十 … 十 XPt，k 二 rr 十 1,r 十 2,…sr 十 g， 
但 X!1,X?,…,X" 可 以 写成 yl ,22 ,，…Yr 的 线性 组 合 , 于 是 得 知 : 存在 一 组 
多 项 式 Qi ,Qs ，… ,Qiy 不 全 为 零 , 使 得 
YQ TQ 二 + 十 YQ 二 0， 
但 这 是 不 可 能 的 . 这 样 ， 比 较 (1. 32) 两 边 在 co 处 的 阶 数 ,立刻 可 知 一 Xn 
衬 一 x 交换 X,Y 的 地 位 , 便 得 Xl 一 HH 再 把 (1. 30) 应 用 于 k= 二 7 十 1， 
7r 十 2,……7 十 q: 
了 十 十 十 XP 十 XrHPA 十 和 十 XePAp， 
下 一 rr 十 1l,r 二 27r 十 9 (1.33) 
(通过 对 oo 处 阶 数 的 观察 ， 上 式 右边 不 可 能 出 现 XP?! Xm? 全,…,X” 的 
项 ), 且 其 中 Ph ,Pta wy P44p 为 常数 ， 
如 果 gq >> p， 则 存在 不 全 为 0 的 常数 cj, 使 


rq 上 . 9 
2 cj CPP Piys) =0, 
j=rtl 


于 是 
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rtg rtg r . 
Hop = Hap 
j=rt+l j=ril ££=l 


再 注意 可 由 YY (一 1,2,…,7) 线性 表 出 ,最 后 可 得 
rtg 
De Yi 一 0， 
j=1 
且 cy” 是 不 全 为 0 的 一 组 多 项 式 . 这 又 不 可 能 . 故 知 g 二 p. 同样 , 交换 X,Y 
的 地 位 ， 便 知 9 一 了 彤 . . 
以 上 推理 对 于 r 十 p,r 十 g 中 至 少 有 一 个 等 于 时 也 成 立 . 否则 的 话 , 又 


可 继续 以 上 推理 . 这 样 不 断 进行 下 去 ， 就 可 证 得 偏 指标 eye ，… ,x 的 不 变 
性 . 


6.1.5 基数 组 的 相 联 齐 次 R 问题 


正如 单个 函数 的 及 问题 与 其 相 联 及 问题 间 的 关系 一 样 , 在 函数 组 的 人 R 问 
题 中 也 有 类 似 的 关系 . 我 们 称 
VD)=[GW VG), tiEL (1. 13)" 
为 问题 (1. 13) 的 相 联 齐 次 R 问题 , 这 里 G' 是 G 的 转 置 . 实际 上 (1. 13) 与 
(1. 13) 是 互 为 相 联 的 . ， 
我 们 有 下 列 结果 ， 


定理 6. 1.3 车 X(z) 为 问题 (1. 31) 的 典 则 敌阵 ， Kl 9K2 9"""»Kn 为 其 偏 指标 ， 
则 [XC(z)]! 为 (1. 13)" 的 典 则 矩阵 ， RK] KK29"""9 kn 为 其 偏 指标 . 
由 此 ，(1. 13) 的 总 指标 k 与 (1. 13) 的 总 指标 k 间 有 关系 式 k' 一 一 k. 


证 仍 记 

X(z) = (XI(z)), Al(z) = detX(z)， 
i 且 已 知 A(z) 处 处 不 为 零 . 因此 
看 ZCz) = [X (za 本 = (24(z))， 
其 中 


EE 【三 


As (z) 
大 j 
Zi(z) = ACE ， (1. 34) 


: 长 里 信 (2) 为 A(z) 中 元 验 (z) 的 代数 余子 式 , 它 也 是 一 个 分 区 全 纯 函 数 , 在 
说 处 也 是 有 限 阶 的 . 由 X+(D = 二 G(X (2) 立刻 可 知 
ZO0) = [GT AO); 
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detZ(z) = -二 头 0 (对 任何 有 限 的 z). 
A(z) 


因此 ，Z(z) 是 问题 (1. 13) 的 正规 解 矩 阵 . 
把 (1. 24) 中 的 4o(z) 的 第 有 列 、 第 j 行 的 代数 余子 式 记 为 A 和 (z), 则 由 
(1.25), 显然 
Abj (2) = AS (z), 

于 是 , 由 (1. 34)， 
2 和 2 

z *Ao (z) Ao(z) 
但 A61(z),Abz(z)，,…,Ab,《z) 在 co 处 不 可 能 同时 为 零 ( 因 为 否则 的 话 , 将 有 
detAo 《oo) 一 0), 故 向 量 2(z) 在 co 处 的 阶 数 恰 为 心 ,而 - 


det( 2Z4(z)) 一 z*det Z(z) es 一 es 
在 z= 二 吕 处 不 等 于 零 , 故 Z(z) 确实 是 (1. 13) 的 典 则 矩阵, 且 一 je ,一 wo ，…， 
一 kn 为 其 偏 指标 . 0 
下 面 我 们 将 进一步 讨论 (1. 13) 与 (1. 13) 在 R_, 中 的 解 ( 即 在 oo 处 为 0 
的 解 ) 之 间 的 关系 . 
仍 设 i ye，…e 为 (1. 13) 的 偏 指标 , 且 已 排列 成 kj 之 1 宇 … 宇 x. 又 设 
mk >0,0> 0" (> 
而 kr 二 … 二 ks 二 00. 并 记 
A=ki 十 kz 十 十 Ky， jp 二 一 (pti 十 Kot2 十 … 十 Ken) (1. 35) 
《 当 不 存在 正 的 偏 指标 时 认为 4 二 0, 不 存在 负 的 偏 指标 时 认为 w = 0). 于 是 
4p 均 为 非 负 整 数 ， 且 


和 (z) 一 


: “k= A—p. (1. 36) 
前 已 看 到 , (1. 13) 在 R_: 中 的 一 般 解 为 

D(z)=X(z)P(z)=X! (z)P, 1 (2) X (2)P, 1(z), (1.37) 

其 中 P(z) 一 CP 1 (2) ,°° Po 1 (2) ,0 ,0) ,而 Pi (z) 为 xj; 一 1 次 任意 
多 项 式 . (1. 37) 中 共 含 4 个 任意 常数 系数 Ci ,C2，…,C， 因 此 它 又 可 改写 为 
Bz) = CID (2) CB 2) + GD), (1. 38) 

其 中 四 (z) ,9 (z),…,@*(z) 为 (1.13) 在 Ri 中 的 和 4 个 特 解 . 它们 显然 是 线 
性 无 关 的 , 因为 如 果 有 一 组 不 全 为 零 的 常数 C1 ,Cs,…,G 使 (1. 38) 右边 恒 等 
于 零 , 则 回 到 (1. 37) 时 , 便 有 一 组 不 全 为 零 的 多 项 式 P。_1(z) ,Pi(z),…， 


@ 其 中 可 能 有 些 式 子 不 出 现 , 但 这 并 不 妨碍 下 面 的 论证 . 
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”PP。_1(z) 使 (1. 37) 中 的 B(z) 恒 等 于 零 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 X (z)， 
X2(z)，…X"(z) 是 典 则 解 组 (由 引 理 6.1.3). 所 以 , 问题 (1. 13) 在 R_1 中共 
有 4 个 线性 无 关 的 解 , 而 4 是 它 的 正 的 偏 指标 之 和 . 以 上 论证 是 在 人 > 0 的 假 
定 下 作 的 , 但 = 0 时 上 述 结论 显然 . 

把 以 上 结论 应 用 于 问题 (1. 13)“， 注意 到 它 的 偏 指标 为 一 kx1 ,一 2 ，…， 
一 心 ， 其 中 为 正 者 正好 是 一 csH ,一 kot2，…, 一 Kn， 而 其 和 为 py 所 以 ，(1. 13》” 
在 Ri 中 共有 4 个 线性 无 关 的 解 , 且 与 (1. 37) 类 似 , 其 一 般 解 为 
Vz) = [X’(z)] Q(z), (1.37)’ 
其 中 QCz) = (0,…,0,Q 1,…,Q 1), 这 里 Q 的 下 标 仍 表示 任意 多 项 式 
的 次 数 . 
于 是 我 们 得 到 


定理 6. 1.4 齐 次 R_] 问题 的 线性 无 关 解 的 个 数 等 于 正 的 偏 指标 之 和 . 互 为 
相 联 的 问题 (1.13) 与 (1.13) 在 Ri 中 线性 无 关 解 的 个 数 之 差 等 于 
(1. 13) 的 总 指标 kK. 


6. 1.6 ”函数 组 的 非 齐 次 R 问题 


现在 我 们 来 求解 非 齐 次 R 问题 
Gt) = GD 0 +a), tEL, (1. 39) 
”其 中 G0) ,gt G4) 仍 如 前 , 而 gC2) = (g1 (1) ,gz (1),…,gn( 四 )”E€ 昌 为 L 上 的 
一 已 知 向 量 . 并 设 仍 要 求 未 知 向 量 B(z) 在 oo 处 有 有 限 阶 . 
仍 设 X(z) 为 与 (1. 39) 相应 的 齐 次 问题 (1. 13) 的 典 则 解 矩 阵 ， 也 称 为 
(1. 39) 或 G(z) 的 典 则 矩阵 ， 其 总 指标 < 与 偏 指标 wi ,ca ，,… ,x 也 仍 分 别称 为 
《1. 39) 的 总 指标 与 偏 指标 . 由 于 
GC) = XT OLX (本 ， 
以 此 代入 (1. 39), 后 者 就 可 改写 为 
[X+ CD] Gt) = [EX WT +LX 0 gC). 
证 是 由 (1. 12) ,得 知 
Ga) = SO| RD sD Xp), EL, (1.40) 


中 PCz) 为 任意 多 项 式 ( 列 ) 向 量 . 此 即 R 问题 (1. 39) 的 一 般 解 . 故 有 


圣 6. 1.5 及 问题 (1.39) (在 z= 二 co 处 有 有 限 阶 ) 的 一 般 解 以 (1. 40) 给 出 ， 
其 中 X(z) 为 GD) 的 典 则 适 阵 , 而 P(z) 为 任意 多 项 式 向 量 . 
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从 应 用 观点 来 看 , 在 R_ 中 ( 即 解 在 ce 处 为 零 ) 求解 (1. 39) 更 为 重要 . 这 
只 要 说 明 在 (1. 40) 中 ,如 何 选择 P(z) 就 能 达到 目的 . 
为 行文 简便 起 见 , 记 
EX+ (Tg = h0) = (hi(0) ,hs (PD ,h(t)), 
则 (1. 40) 可 改写 为 


Bz) 一 xco| 款 让 bat pos) | | 


1 1(2) 
= XI1( 2| 直 全 dt Ps | + 


一 

为 使 @(co) == 0, 必须 而 县 只 须 上 式 右边 每 一 项 的 阶 数 不 高 于 一 1 (注意 到 上 
式 中 含 hi(z) 的 积分 的 各 项 在 ce 处 为 零 , 并 再 应 用 引 理 6. 1. 3 即 可 得 知 ). 注 
意 到 太 (z) 在 z = co 处 的 阶 数 为 一 必 ， 而 在 = = ce 附近 ， 


如 cd -- pdt— Lf sh CD 由 一 二 [ pdt—.., 
| - 划 ， 去 | 一 训 |， 


Lt 


+ 起 a E hn D+ p, | 


所 以 对 于 相应 于 x。 衬 0 的 项 而 言 , 必须 取 已 (z) 的 次 数 至 多 为 ks 一 1 (xg 二 0 
时 Pi(z) 三 0)，, 而 对 gj 二 0 的 项 而 言 , 除 应 取 P;(z) 圭 0 外 , 还 应 满足 条 件 
[hcdd =0, 一 01 一 站 一 1 (1.41) 
这 时 , 把 Pi 统一 改写 为 P。-1， 其 下 标 表示 其 次 数 (次 数 小 于 零 时 恒 为 零 ) ， 
则 (1. 40) 式 仍 可 用 , 其 中 
， P(z) = (Pe iCz), Po aCz) PCz)) 
另 一 方面 , 可 解 条 件 (1. 41) 还 可 改写 为 


Qala —0 (对 各 天 0 的 中 ， 


其 中 Q_ ai (CD 为 一 心 一 1 次 任意 多 项 式 . 如 果 记 
QCz) = (Q_ Ca,Q (CQ (zz))， 
其 中 下 标 小 于 零 的 多 项 式 为 零 , 则 上 式 还 可 写成 


| Qn a 一 0 (1.41)’ 
(注意 这 里 添加 了 一 些 当 ws 之 0 时 的 平凡 等 式 ). 
于 是 我 们 得 到 


定理 6.1.6 问题 (1. 39) 在 Ri 中 求解 ( 即 要 求解 在 co 处 等 于 零 ) 时 , 可 解 条 
件 为 
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| QIxt wT =0, ， (1.42) 


当 它 满足 时 其 一 般 解 以 (1. 40) 给 出 ,这 里 

P(z) = (Ps 1 Cz), Po 1 Cz), P, 1 Cz), 

Q(z) = (Qi(zD,Q (zuQ_ 1 (2))’, 
其 中 各 多 项 式 分 量 的 下 标 表示 其 次 数 (小 于 零 时 恒 为 零 )， 而 Ki 5k,"， 
心 为 问题 的 偏 指标 . 


推论 6.1.3 问题 (1. 39) 在 Ri 中 当 所 有 偏 指标 之 0 时 恒 可 解 . 


最 后 我 们 注意 ，(1. 42) 还 可 改写 成 
| g’ DLX+ “(TQ dt = 0, ~ (01.43) 


而 (1. 39) 的 相应 齐 次 问题 的 相 联 问题 (1. 13)’ 的 典 则 解 矩 阵 为 [XCz) 杆 1, 偏 “ 
I ”指标 为 一 ki ,一 kp，… ,一 x 《定理 6.1.3). 由 (1. 37) 知 , 这 个 相 联 齐 次 问题 在 
Ri 中 的 一 般 解 为 

: Vz) = [X’(z)] Q(z), 

lL VI) = [Xt (DTIQG), 

[从 而 (Ql. 43) 又 可 改写 为 

-二 g “DW 2) dt 一 0 或 | Yt ‘(st)g(t)dt = 0. (1. 44) 


E 自 因 这 时 相 联 齐 次 问题 在 R_;: 中 共有 /个 线性 无 关 的 解 (% 为 (1. 39) 的 所 有 负 
偏 指标 之 和 变 号 ), 故 上 式 中 实际 上 含有 x 个 线性 无 关 条 件 . 
于 是 又 得 


| 定理 6. 1.7 R_) 问题 (1. 39) 当 且 仅 当 g(t) 与 它 的 相 联 齐 次 问题 在 Ri 中 的 
一 切 解 的 正 边 值 正 交 ( 即 满足 (1. 44) 式 ) 时 可 解 , 这 里 共有 J 个 独立 的 可 
解 条 件 . 


此 定理 又 可 看 做 单个 函数 的 R_ 问题 结果 的 推广 . 
习 是 


试 求解 Ro 问题 ( 即 在 co 处 有 界 的 解 ) (1. 39). 注意 这 时 定理 6. 1. 6 中 ， 
卫 (z) = (P, (2),P,, (2) ,°° Pe (z))“， 
Q(z) = (Q_ 2 (2) ,2 2) 1Q_ 2(2)).. 
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6.2 函数 组 的 Hilbert 边 值 问题 
和 复合 边 值 问题 


6.2.1 典 则 矩 阵 的 一 般 表 示 


为 了 后 面 求解 Hilbert 边 值 问题 的 需要 ， 本 段 先 讨论 对 于 一 个 nXn 满 牧 
矩阵 G(D ， 其 典 则 矩阵 的 一 般 表 示 问 题 . 亦 即 , 若 已 知 G2 的 一 个 典 则 和 矩阵 
X(z)， 如何 用 它 表 示 出 GC2) 的 任何 典 则 和 矩阵 . : 

设 X(Cz,Y(z) 是 GO 的 两 个 典 则 矩阵， 亦 即 ， X! (z), De | 
We 人 oz; YY (DCz) 是 (1.13) 的 两 个 典 则 解 组 . 用 分 闫 矩阵 记 
法 , 可 写 7 | “i 

XC2) = (X12), XL (2) XC2)); 
Y(z) = (YL(z) ，Y2(z) 和 Y"(z)). } 
设 GQ) 的 偏 指标 为 wm ,rs，…xn， 且 设 它们 已 排列 成 单调 下 降 的 次 序 


Kl = “" 二 一 Kk > gk 十 1 -一 ee 二 一 Kk + > KR 二 二 二 wes > bl 


(2 


= ppt > Kh = Kh (kn) 
当然 (2z) ，Y*(z) 也 作 了 相应 的 排列 ， 它们 在 ce 处 的 阶 数 都 是 一 心 - 
每 一 只 可 以 写成 X1,X2 ,…,X" (以 多 项 式 为 系数 ) 的 线性 组 合 . 但 注意 
到 王 天 Ya 与 和 在 cc 处 的 阶 数 都 是 一 x1， 所 以 , 由 引 理 
6.1.3, 必然 有 
l Y! = PIX! 二 PPX? 十 … 十 Pl Xs， 
. Yn = PhX!i+PhX? 二 ++ Pe XY, 
其 中 Pi (i,j = 1,2,…,k) 都 是 常数 . 它们 也 可 写成 
(YY ,0 Yh ) = (Xl, KX Xe Qs (2. 2) 
其 中 已 令 
Pl PY Pr 


Pl P? ... ps 
Qn = ” ” ? 。 (2. 3) 


Pl Pi * Pa 
且 因 Xi,X?,…, Xn 反 过 来 也 可 一 意 地 表示 成 Yi, ，…,Y* 的 线性 组 合 ， 
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”detQll 夭 0. 
再 考虑 Ya+Hl ,Ya+ Ya ， 它 们 一 定 是 Xl ,XX? ,… ,Xt&z 的 线性 组 
合 : 
允 全 二 庙 站 六 十 … 十 PR 和 十 PR 十 … 十 Pa XT， 
一 PP 十 天外 十 各 大 和 十] 十， 十 有 二 二 各 大 和 十 如， 
或 写成 


| (Yatl,., Yat ) = (Xl, , Xe ,Ket (站 ， (2. 4) 
22 


其 中 已 令 
| Part! 。。 PP 和 二 Pati 。。 Pa 
Qa = : : ， QQ22 = : : . (2.5) 
Pa™ + Paw | 


且 根 据 oo 处 阶 数 的 考虑 ,Qiz 中 各 个 元 都 是 cu 一 +e 次 的 多 项 式 ， 而 Q2z 
中 的 元 都 是 常数 . 将 X! ,X? ,…,X4 写 为 Y!1,Y?,…,Y4 的 线性 组 合 ,代入 
(2. 4) , 便 得 Xi ,Xt ,…,Xhth 的 一 个 方程 组 . 由 于 它们 可 一 意 地 用 
Yate (以 多 项 式 为 系数 ) 的 线性 组 合 表 出 ， 故 知 detQas 天 0. 

如 此 继续 下 去 ， 并 逐个 地 把 (2. 2) ,(2. 4) 等 拼接 起 来 , 最 后 可 得 

(2 22 Y") = (XI X2 和 ,X2)QCz) 

或 即 
- Y(z) = X(z)Q(z), (2. 6) 


Q1 Qiz … QQ QI Ql2 … Q 
QCz) = Q22 一 Se _ Qa Qe 轴 Qe , (2.7) 
0 Qr Qi Q,2 机 Q- 
“和 Q; 为 &; Xk; 和 矩阵 ， 其 元 为 有 十 二 有 Kk 次 多 项 式 ( 当 这 一 次 数 小 于 
本 时 ， 认 为 它 便 等 于 零 )、 且 显然 
E det Q(z) 一 det Q11 . det Q,» 日。 detQ- 天 0 (2. 8) 
办 一 常数 . 
了 (2. 6) 便 是 典 则 矩阵 的 一 般 表 示 式 . 
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习 题 


1 试 证 如 果 X(z) 是 G(i) 的 典 则 候 阵 ， Q(z) 由 (2.7) 给 出 ， 其 中 Qy 的 | 
性 质 如 正文 所 述 ， 且 (2. 8) 成 立 ， 则 由 (2.6) 定义 的 Y(z) 也 是 G(i) 的 典 则 和 
阵 . 
2. 在 (2. 7) 中 ， 如 果 把 第 阵 写成 (qz ) (zs7 一 1,2，……7)， 则 Qi (z) 是 | 
后 一 k; 次 多 项 式 (次 数 小 于 零 的 多 项 式 算 做 恒 等 于 零 ). 


6.2.2 函数 组 的 齐 次 H 问题 


本 段 讨论 函数 组 的 齐 次 Hilbert 边 值 问题 ， 即 

Ref[a(D +i GD) =0, ttEL, (2. 9) 

这 里 二 为 单位 圆周 | 上 | 一 1 (对 更 一 般 的 Lyapunov 封 闭 曲 线 L, 可 化 归 这 一 情 

况 , 参看 2. 6.1 段 ), 已 取 定 反 时 针 向 为 正 向 , B+ (2) 为 单位 圆 |z| 过 1 中 又 维 

全 纯 向 量 @(z) 的 边 值 , a(t) ,6Q) 都 是 nXn 实 和 矩阵， € 互 , 且 只 限于 正则 型 

情况 ， 即 det[a(b 十 雇 (2)] 关 0 于 上 上 . 我 们 也 设 生 (GE H.， 如 果 记 
对 (0 = ul 十 iv(2), 则 (2. 9) 也 可 写成 

al(tult) ~ b(t)v(t) = 0, 1EL. (2. 10) 

(2. 9) 或 (2. 10) 实际 上 是 B17 (2) 的 2 个 分 量 @ 62) 一 机 (十 io GG 二 

1,2,…,n) 函数 组 的 边 值 问题 . 


问题 的 求解 方法 类 似 于 单个 函数 的 情况 . 
首先 , 类 似 于 2. 6. 2 段 , 要 将 BCz) 对 称 扩 张 到 单位 贺 的 外 域 |z| 沁 > 1, 成 为 
$x) =@(T), (2.11) 


于 是 构成 一 分 区 全 纯 向 量 

oa- 人 当 |z|< 1 时; 

Bl(z)， 当 |z| > 1 时. 

于 是 , 对 于 这 一 扩张 了 的 @(z), 有 gr (GD = B70) 一 丽人 ,而 (2.9) 可 写成 
[a + BG 0) + Lal) ~ ib) EG 0) 一 0， 

亦 即 ， 成 为 齐 次 R 问题 


(2. 12) 


Bt = GD (0), (2. 13) 
其 中 

G0) 一 一 [ab + dT Lal) — 0)]. (2. 14) 
不 过 要 注意 , 第 一 ，(2. 13) 应 该 在 Re 中 求解 ， 即 要 求 @(z) 在 = 三 co 处 有 
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” 界 , 这 是 由 |z|<1 中 的 &(z) 对 称 扩张 的 必然 结果 ; 第 二 ，(2. 13) 的 解 6(z) 
在 |z|<1 中 的 部 分 一 般 还 不 是 (2. 9) 的 解 ， 而 必须 满足 条 件 6,(z) 一 G(z)， 
这 里 $B,(z) 是 分 区 全 纯 向 量 @B(z) 用 (2. 11) 对 称 运算 的 结果 . 或 者 , 也 是 一 
样 , 求 出 (2. 13) 的 解 8(z) 后 ， 作 对 称 运 算得 6,.(z)， 则 


Q(z) = [Cz) +®,(z)] (2.15) 


就 是 (2. 9) 的 解 帆 这 是 因为 , 在 (2. 13) 中 两 边 取 共 恩 值 ， 注意 到 (7 一 
GE), ' 六 有 


Bi (t) = GO Bt (1), 
亦 即 
Bt (2 = [GT GS: 0), 
而 由 (2. 14)， 
[G(T =~ {[a(#) + i Tal) ~ B00 = GO), 

所 以 .(z) 也 是 (2. 13) 的 解 ,从 而 (2. 15) 也 是 它 的 解 , 上 且 Q(z) = Q(z)，, 因 
为..(z) 二 $B(z). 这 些 都 与 2.6 节 类 似 . 

现 设 XX(z) 是 (2. 13) 的 典 则 解 矩阵 ，ci ,wo nen 为 其 偏 指标 ， 且 如 上 段 
已 按 单调 下 降 的 次 序 排 列 . 它们 也 称 为 问题 (2. 9) 的 偏 指标 . 同样 ，， Kk 一 


2 也 称 为 其 总 指标 ; 且 可 知 


K 一 areL det GC) 二 Targ{det[aCs) —ib(t) ]}1L,， 
故 为 一 偶数 . 


由 定理 6.1.2 ( 取 xx 二 0), (2. 13) 在 Ro 中 的 一 般 解 为 
机 G(z) = X(z)P(z), (2. 16) 
暴 中 PCz) 为 多 项 式 向 量 
P(z) = (Ps (2), Ps, (2),**, P, (2))’, (2.17) 


本 卫 ,(z) 表示 ,次 任意 多 项 式 一 0 时 P, =0). 
， 为 了 要 求 出 齐 次 H 问题 (2. 9) 的 解 ,必须 要 求 
4 [XCz)P(z)], = XC(z)P(z), 

ey, 

| Xz Pz) = XCz)P(z). (2. 18) 


0 2.15) 右边 的 因子 1/2 可 以 省 去 . 但 对 于 后 面 非 齐 次 HH 问题 而 言 ， 它 就 不 能 省 
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设 偏 指标 中 非 负 者 为 x ,rk2,…,x， 即 
Kl 学 Kz 之 "之 km 之 0 祖 kmh 之 "之 en: 
又 记 
P., (z) = Ct 十 CFzh™! 十 … 十 CL ， 上 = 二 1,2,…,m;, (2.19) .1 
其 中 C* 是 一 些 任意 常数 ， 则 
Pa sz 一 .Pu (二 ) = Ge + On + + 
= ZCh zt tC 1 十 … 十 C$)， 
k=1,2,,m, (2.20) 
而 当 上 之 m 时 , P。 (z) 与 Po ,(z) 都 恒 等 于 零 . 
为 了 满足 (2. 18), 关键 是 要 算出 X.(z). 我 们 希望 通过 X(z) 来 表示 它 . 
首先 , 因 
XT) = G(X 0), 
如 (2. 15) 式 下 面 一 段 所 述 , 由 此 立即 有 
Xt (2) = GO XY 0). 
又 显然 X,(z) 在 有 限 远 点 除 z 二 0 外 处 处 满 秩 , 而 在 z = 0 处 一 般 无 意义 (而 
在 x 一 处 是 有 限 阶 的 ). 但 它 一 般 并 不 是 典 则 解 矩 阵 . 我 们 要 证 明 ， 
za Xl(z) ,x X2(z) ,ee Nz) (2.21) 
是 一 典 则 解 组 ， 亦 即 


Xz) (2) (2. 22) 
为 一 典 则 和 矩阵 , 这 里 已 引进 对 角 和 矩阵 
za 0 
(za ) = ， (za) 一 (办 )1. (2. 23) 
0 


先 证 (2. 22) 是 一 正规 解 矩 阵 . 当 z= 尖 0 时 它 是 满 秩 的 无 问题 . 现 考虑 = 一 0 的 
情况 . 记 Ao《z) 如 (1. 24)， 现 可 写成 
Ao(z) = det[X(z) 25)]. 
由 于 X(z) 是 典 则 解 矩 阵 , 故 Ao (oo) 关 0. 在 上 式 中 作对 称 扩张 运算 , 得 
Ao» (z) 一 det[X ,.(z)(z *)|], 


而 Au (2z) 一 4( 主 )， 因而 Ai, (0) 二 C55) 尖 0. 所 以 (2.22) 在 z= 二 0 处 


也 是 满 秩 的 . 
如 果 能 证 明 (2. 21) 中 诸 向 量 在 oo 处 的 阶 数 分 别 为 一 1 ,一 x2 ，*…， 一 wn， 
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” 则 就 证 明了 它们 是 典 则 解 组 ,， 亦 即 (2. 22) 是 典 则 矩阵 . 注意 到 X*(0) (4 一 
1,2,…,n) 不 会 是 零 向 量 , 因为 否则 的 话 ，det X(z) 就 会 等 于 零 , 这 与 X(z) 
为 典 则 和 矩阵 相 了 矛盾 . 所 以 匀 (oo) = X*(0) 也 不 是 零 向 量 , 从 而 z “X44(z) 在 
; z 二 co 处 的 阶 数 正好 是 z™*. | 
| 既然 (2. 22) 是 典 则 矩阵， 由 (2. 6), 它 一 定 可 以 写成 
Xz)(z ) = XC(z)Q(z), (2. 24) 
其 中 Q(z) 是 具有 (2. 7) 之 形 的 某 矩 阵 , 其 元 都 是 多 项 式 , 且 和 矩阵 块 Qi 中 的 
元 (至 多 ) 为 -af 一 At 次 多 项 式 (次 数 小 于 0 时 恒 等 于 0); 特别 
是 ，Q; 中 的 元 都 是 常数 , 且 detQa 关 0, 从 而 detQ(z) 为 一 非 零 常数 (还 可 参 
看 上 段 习题 2). 可 
由 (2. 24) 虽然 可 得 出 X,(z) 二 X(Cz)Q(Cz)(xa)， 但 此 式 较为 复杂 ， 不 便 
于 应 用 . 我 们 希望 能 从 一 个 已 给 典 则 和 矩阵 X(z) 出 发 ， 作 出 一 个 特殊 典 则 和 矩 、 
阵 Y(z)，, 使 得 Y(z) 与 Y(z) 之 间 类 似 于 (2. 24) 式 中 的 QCz) 为 单位 矩阵 , 即 
希望 


Y,(z) = Y(z) (2%) (2. 25) 
成 立 , 则 此 表示 式 就 简单 得 多 . Y(z) 称 为 规范 化 典 则 和 矩阵 . 
为 此 , 我 们 令 , 
Y(z) = [X(z)8] (za) 十 XCz)6， (2. 26) 
其 中 
人 0 
62 
人 一 , (2. 27) 
0 6 


为 一 待定 的 常数 对 角 和 矩阵 ， 容 易 验 证 ，(2. 26) 定义 的 Y(z) 满足 条 件 (2. 25) : 
YCz) = [X26 (za ), + [X26] 
= XC(z)6(z%) + [XC2)6]. 

, = Y(z) (2%). 
加 在 的 问题 是 要 选取 6 使 得 (2. 26) 为 典 则 和 矩阵， 利用 X,(z) 的 表示 式 
《2. 24), 注意 到 68。 一 9, 则 . 
| Y(z) = Xz)5(2*) 十 XCz)6 

= X(z)Q(z) (zx)6(z™) + Xz)6 

= X(z)Q(z)6+ X(z)6 

= X(z)LQCz)Y + Ee, 


340 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 8 函数 组 的 边 值 问题 与 奇异 积分 方程 组 | 
其 中 


(2. 28) | 


对 角 常 数 矩 阵 y 的 元 zx 皆 有 17x| = 1. 待定 常数 6 可 换 作 7 但 | 7|= 1. 
和 矩阵 
Q(z) = Q(z)Y+E 


由 


与 矩阵 QCz) 相 比 较 , 其 各 个 元 (为 多 项 式 ) 的 次 数 没有 改变 (确切 地 说 , 次 数 


没有 升 高 ), 而 且 det Q(z) 仍 为 一 常数 .所 以 , 我 们 只 要 适当 选取 6G.( 关 0) 或 :4 


7， 使 得 
detQ(z) = det[Q(z)y++EI#0 
(这 种 选 法 显然 有 无 限 多 种 ), 便 可 保证 Y(z) 是 一 典 则 矩阵 (参看 上 段 习 题 
1)， 且 满足 (2. 25). 
在 (2. 18) 中 把 X(z) 换 成 这 样 作 出 的 典 则 矩阵 Y(z)， 该 式 就 成 为 
， Y(z)P(z) = Y,(2)P,(z) = Y(2) C2 )P,(z). 
但 Y(z) 为 满 秩 的 ， 此 即 
| P(z) = (z*)P,(z), 
或 即 
Po (z) = 2 P, « (z). 
再 由 (2. 19) , (2. 20), 可 知 应 有 
C= ,j=0,1, 3 k= 1,2,,m. (2. 29) 
这 便 是 P。(z) 的 诸 系数 间 应 满足 的 条 件 . 
“于 是 我 们 得 到 


定理 6.2.1 齐 次 HH 问题 (2. 9) 在 正则 型 情况 det[a(z) 十 这 ( 六 ] 关 0 的 情况 
下 ,一般 解 由 
D(z) = Y(z) Pl(z) (2. 30) 
给 出 , 其 中 Y(z) 为 适合 条 件 (2. 25) 的 一 规范 化 典 则 和 佐 阵 ，P(z) 为 一 多 
.项 式 向 量 (2. 17)，Pu (z) 的 次 数 不 超 过 Kk (车 kh 过 0 则 恒 为 零 ), 且 写 成 
(2. 19) 时 其 系数 满足 条 件 (2. 29)， 这 里 已 设 偏 指标 排列 成 
之 K2 之 之 km 之 0 这 pmn 这 … 之 jr. 


推论 6.2.1 如 果 H 问题 (2. 9) 的 所 有 偏 指标 为 负数 ， 则 它 只 有 零 解 . 
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习 题 


试 证 : 齐 次 H 问题 (2. 9) 在 实 域 中 共有 ki 十 应 十 … “十 wm 十 亚 个 线 性 无 
关 的 解 (线性 无 关 性 也 是 在 实 系数 意义 下 讲 的 )， 


6.2.3 函数 组 的 非 齐 次 联 问 题 


现在 来 讨论 非 齐 次 的 Hilbert 问题 : 1 
Re{[a(b +id) Gt)} = et), 1EL, (2.31) - 
这 里 c(t) € 五 为 已 给 的 维 实 向 量 , 其 他 记号 均 同 上 有 段 , 且 仍 限于 正则 型 情 
况 : det[a(t) 十 (1)] 关 0. 
相应 于 (2. 31) 的 齐 次 了 问题 的 偏 指标 Ap po 与 总 指标 x 也 分 别称 
为 它 本 身 的 偏 指 标 与 总 指标 . 
和 上 段 类 似 , 把 BCz) 经 对 称 扩张 后 , 问题 (2. 31) 可 化 为 Ro 问题 


DD) =GDD +g tEL, (2. 32) 
其 中 GC) 仍 由 (2. 14) 给 出 , 而 | 
g(t) = 2Lalt) +id(t)] ele). (2. 33) 


同上 段 理由 ， 当 求 出 (2. 32) 的 解 8(z) 后 ，(2. 31) 的 解 就 由 (2. 15) 给 出 . 
《2. 31) 的 相应 齐 次 问题 的 一 般 解 已 如 上 段 可 以 求 出 ， 所 以 现在 只 要 求 出 
(2. 31) 的 一 个 特 解 就 行 了 . 

问题 (2. 32) 在 Ro 中 可 解 的 必要 充分 条 件 是 (参看 6. 1. 6 段 习 题 ) 


| ewrrr wn g(t)dt = 0, (2. 34) 


这 里 Y(z) 是 G(2) 的 一 典 则 算 阵 ( 不 妨 取 成 上 段 中 作出 的 规范 化 典 则 和 矩阵 
Y(z)), 而 

. Q(z) 一 (Q_ ea(z),Q 2 2) ) 2 (2)) 

为 一 多 项 式 ( 行 ) 向 量 , 其 中 Q_。_2(z) 为 次 数 不 超 过 一 x 一 2 的 任意 多 项 式 
《次数 小 于 0 时 恒 为 0). 当 条 件 (2. 34) 满足 时 , 由 (1. 40)， 


V(z) = | dr z 区 了 (2. 35) 
| 是 问题 (2. 32) 在 Ro 中 的 一 个 特 解 . 仿 上 段 中 的 说 明 ,于 是 可 得 
Q(z) 一 二 [到 (2) 十 于 (2)] (2.36) 


| 就 是 H 问题 (2. 31) 的 一 个 特 解 ， 再 把 它 加 上 相应 齐 次 H 问题 的 一 般 解 
| (2. 30) , 便 可 得 到 (2. 31) 的 一 般 解 . 
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习 题 


1. 试验 证 由 (2. 36) 给 出 的 2(z) 确 为 (2. 31) 的 一 个 特 解 . 
2. 试 利用 Y(z) 的 特点 (2. 25) 化 简 (2. 36) 中 的 Q(z). 
3. 试 说 明 可 解 条 件 (2. 34) 中 共有 多 少 个 (在 实 域 中 ) 线性 无 关 的 条 件 . 


6.2.4 函数 组 的 RH 问题 


在 2.7 节 中 讨论 过 的 复合 边 值 问题 即 RH 问题 , 可 以 推广 到 函数 组 的 情 

形 . 

仍 设 工 为 单位 圆周 | | = 1 (也 可 以 是 一 Lyapunov 封闭 曲线 , 这 时 经 过 
保 形 变换 ,可 化 归 这 一 情形 )， 取 定 其 反 时 针 向 为 正 向 ,而 了 为 单位 圆 内 的 一 
条 光滑 封闭 曲线 O， 取 定 其 顺 时 针 向 为 正 向 . 单位 圆 内 域 记 为 D, 的 内 域 记 
为 Du. 。 
DD 中 函数 组 的 复合 边 值 问题 即 RH 问题 可 以 表述 为 : 求 在 DD 内 的 n 维 分 
区 全 纯 向 量 (以 卫 为 跳跃 曲线 ), 使 它 在 节 的 两 侧 满足 边 值 条 件 


DD) 一 GDG (CD 十 gmD，rEmn， (2, 37) 
而 在 工 上 满足 边 值 条 件 
Ret[a(b +id GD} = ce), 1EL, (2. 38) 


其 中 G(r ,ab 十 亡 (9 均 为 处 处 满 秩 的 nXn 和 矩阵 ，E€ 日 , 而 g(r) ,c(t) 均 为 
EE 日 的 n 维 ( 列 ) 向 量 . 并 设 所 求 向 量 的 边 值 吐 (D ,2) 也 都 € HH. 
求解 的 方法 类 似 于 2. 7 节 中 的 消去 法 . 
先 作 GC7) 的 典 则 甜 阵 XC(z)， 再 令 
Wz) = Se| Xm ana., zeT, (2. 39) 


” 它 是 及 问题 (2. 37) 在 ce 处 阶 数 有 限 的 一 个 特 解 . 限制 z 在 D 中 时 , V(x) 是 
D 中 的 分 区 全 纯 向 量 , 以 丁 为 跳跃 曲线 , 在 L 上 有 边 值 多 (4) € HH. 把 未 知 向 
” 量 B(z) 用 下 式 变换 成 新 的 未 知 向 量 Q(z) : 
Bz) = Vz) XC)Q(2). (2. 40) 
由 于 X (nr 一 GODX (Cr (rE€ DD, 且 YW(z) 满足 (2.37)， 故 
gr) = Vt) + XD 0) 
=GDV (Dg FONDX WAT Cr) 
=GDIV OFX DO + grr, rET. 


Q@ 了 也 可 以 是 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 的 集合 . 
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如 果 @(z) 是 原 RH 问题 的 解 ， 则 

Bt) = GD OX ro] 十 g(r，rE 工 
比较 上 面 两 式 , 并 注意 到 X-(r) 满 秩 , 故 知 0f (7) 二 Q(z). 亦 即 , Q(x) 在 D 
内 全 纯 , 在 D 上 € HH. 

反 过 来 ,如果 有 一 QCz) 在 万 内 全 纯 , 在 D 上 E 互 , 则 易 证 , 由 (2. 40) 所 
确定 的 B(z) 必 满 足 (2. 37), 且 其 边 值 E 五 于 工 上 . 

把 (2. 40) 代入 (2. 38), 则 得 

Ref[a(b i XO = et), tEL, - (2.41) . 
其 中 
cb = ct) — Re{[alt) id J¥()). | (2. 42) 
这 样 , 原 RH 问题 就 转化 为 求 在 D 内 全 纯 、 在 LL 上 有 € 日 边 值 的 向 量 
”Q(z), 要 求 其 边 值 满足 条 件 (2. 42), 亦 即 , 化 为 了 D 上 的 H 问题 (2.41). 此 
”后 就 可 按 上 有 段 中 的 方法 求解 , 不 再 详 述 . 

在 这 里 ， 我 们 只 提出 问题 (2. 41) 的 总 指标 的 求法 . 

如 果 我 们 仍 记 

K 一 det{[La(2 +is() 1 iLat) 一 wb 


一 Targ {det[La(z) — ib(2) ]}r (2. 43) 

Cx 是 一 偶数 )， 又 记 ( 不 要 恋 记 了 是 顺 时 针 向 ) 
EE k= IndrLdetG(7)] = argLdet Gr) Jr (2. 44) 
K =k 二 2k， . (2.45) 


从 而 也 是 一 偶数 ， 称 为 RH 问题 的 总 指标 . 

f 事实 上 , 由 6. 2. 2 段 知 ， 

= Ind {XC() al) 十 这 (的 ] [ab — BG)] XO)} 

。 = k— 2Indi[det XC)]. 

了 以 为 了 证 明 (2 45)， 只 须 证 明 

IndrLdet X(2) | =— Indr[L det G(7) J]. (2. 46) 
和 XC) 的 性质 可 知 ， 

b det Xi (r) = detG(7) 十 detX (0). 

E 崎 det X 《z) 为 Do 内 (包括 边 值 ) 不 取 零 值 的 全 纯 函 数 det X(z) 的 边 值 , 故 
E IndrL det X (zr)] =0, 
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Indr[ det X+ (7)] = Indr[det G(7) 1]. 
另 一 方面 在 上 与 矿 间 所 围 区 域 D 一 D。 内 ,det X(z) 全 纯 ， 连同 其 边 值 不 取 
零 值 , 故 
Ind [det X (2)] 十 Indr[det Xt+(z)] = 0. 

联合 以 上 二 式 就 证 得 (2. 46)， 从 而 (2. 45) 得 证 . . 

还 可 注意 , (2. 39) 中 的 X(z) 可 不 必 取 为 GCr) 的 典 则 矩阵 ， 而 只 要 是 正 
规矩 阵 就 行 了 ， 因 为 在 我 们 的 论证 中 并 未 用 到 X(z) 在 z= oo 处 的 特性 ， 而 
只 要 它 在 有 限 远 处 到 处 满 秩 就 够 了 . . 

对 于 栈 为 开口 弧 段 的 情况 或 间断 系数 的 情况 ， 也 可 讨论 RH 问题 , 但 要 
用 到 这 种 情况 下 的 R 问题 从 略 . 


6.3 坷 异 积 分 分 方程 组 


6.3.1 特征 奇异 积分 方程 组 


本 节 中 将 讨论 奇异 积分 方程 组 的 求解 问题 . 它 在 许多 方面 与 单个 方程 情 
况 相 类 似 .本 段 先 考虑 特征 奇异 积分 方程 (组 ) ,用 矩阵 和 向 量 形 式 写成 


_ bf gl _ 
Kg=alp +E) ear = f), s€eL, (3.1) 


这 里 工 仍 为 一 光滑 封 闲 曲 线 , 取 定 反 时 针 向 为 正 向 , 并 分 别 记 其 内 、 外 域 为 
.人 六 ,DTD; a(D ,6(t) 均 为 nXn 和 矩阵 ， f(z) (已 给 ) 与 g(t) (未知 ) 均 为 n 维 
《 列 ) 向 量 , 它们 皆 € HK? 也 称 为 特征 奇异 算 子 ， 记 
SG =a() 十 60， DG) = alt) — 6), (3. 2) 
” 称 之 为 (3. 1) 或 KR 的 主 和 矩阵 .我 们 只 讨论 正则 型 情况 ， 
det S(#) 0, detD(D 关 0， GE 了 
求解 (3. 1) 时 , 可 与 单个 方程 时 类 似 , 令 


(zt) 一 
G(z) 一 ;|， Pdr, zEL, (3. 3) 
由 Plemelj 公 \ 式 , (3. 1) 可 人 R 问题 
BO) 一 GODgG 十 gg 区， GE， (3. 4) 


@ 工 为 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 封闭 曲线 时 ,本 节 所 论 也 同样 成 立 , 但 要 工 围 成 一 区 
域 . 
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其 中 已 令 


Gt) = SCDDGD，gGD = S10)f0). (3,5) 
由 于 
det D(z) 
det G(#) 一 de st SY 天 0 9 


 ” 故 它 是 正则 型 的 . 且 因 B(oo) = 0, 因此 (3. 4) 要 在 R_; 中 求解 . 一 旦 求 出 其 
: 解 后 ，(3. 1) 的 解 就 由 下 式 给 出 : 

gp 人 一 于 (的 一 五 (人 的， . (3.6) 

设 X(z) 为 Gz) 的 典 则 矩阵, 由 定理 6.1.6，(3.4) 在 Ri 中 的 可 解 条 件 

为 (1.42); 当 它 满足 时 , 其 一 般 解 由 (1. 40) 给 出 ， 其 中 P(z)， Q(z) 为 多 项 式 

向 量 , 仍 为 

P(z) = (Pe iCz), Po 一 (2) ,Pe (z))’, | 

Q(Cz) = (Qi(z) ,QICz QQ (z))”，， 

这 里 下 标 表示 多 项 式 的 次 数 (次 数 小 于 0 的 多 项 式 恒 为 零 ), 而 ki ,kz ,un 为 


G(b 的 偏 指标 , 它们 也 称 为 方程 (3. 1) 或 算 子 的 的 偏 指标 . 同样 , < = Da 


. 也 称 为 其 总 指标 . 
在 (1. 40) 中 用 Plemelj 公式 ， 


GE (4) = 和 | 士 寺 CC] g(t) 
十 一 
十 | Eee + XE PG). 


2x1i 


《3. 7) 


研 进 和 矩阵 
: Z(0) = SC CD = DOXT CD， (3. 8) 


AD = [LS 人 十 DCD]，， 
| (3.9) 


~ 


B(D = 3[57 (0 —D" (J, 


i 起 前 面 两 式 相 减 ， 并 利用 (1. 5)， 即 得 
: pO = A + ELL OLD 


7 一 上 . 
1 二 BZ PD), ‘3. 10) 
区 里 已 经 在 最 后 一 项 中 把 常数 系数 并 人 PC) 中 ,可 解 条 件 (". 42) 现 可 写成 


[ed Oba OGL -0 
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或 即 


| fF WZ WT QD 一 0. (3.11) 
为 了 弄 清 楚 (3. 11) 中 共有 多 少 个 (独立 的 ) 条 件 , 仍 设 偏 指标 已 排 成 
之 下 写 Ky 这 0，k1 二 "二 ks 二 0，0 谊 kh 之 之 Kn， 


且 仍 如 (1.35), 记  ，， 
六 一 向 十 ka 十 全 十 后， 一 一 (CH 十 kopz 十 十 je). 
(3.7) 中 的 PC(z) 显然 含有 和 个 任意 常数 ， 且 可 改写 为 | 
P(D = CUPICGD) 十 CzP2(D) + + CP), (3.12) | 
这 里 已 , 产 ,…P”* 是 # 个 完全 确定 的 多 项 式 向 量 ， 且 是 线性 无 关 的 . 因此 ， 
BZWPO 一 Ci 正人 十 Cz 正 (十 … 十 CCD， 
这 里 了 "G2) = BQ)ZG)P*C), 且 显 然 轩 (0), 轩 (4)，…,I7(t) 也 是 线性 无 关 
的 . 因为 ， 车 有 一 组 Ci ,C2 "CO 使 上 式 右 边 等 于 0， 则 由 (3. 8) , (3. 9)， 


0= BCDZ(GP(CD = [Xt C2) 一 和 (DO]PCD， 


此 即 X+ (2)P(2) 二 X (的 P(b， 从 而 X(Cz)P(z) 在 全 平面 全 纯 ， 因 而 是 一 常 
数 向 量 , 但 由 于 Xt (z) 在 co 处 的 阶 数 为 一 必 ， 故 

X(z)P(z) 一 P。 1 XI (2) P12) Xz) +P, 1(z)X7(z) 
在 = = oo 处 为 0， 于 是 X(z)P(z) = 0. 但 因 X(Cz) 处 处 满 秩 , 故 PCz) = 0. 
由 (3. 12) 以 及 Pl1 ,P2 ,有 的 线性 无 关 性 知 , Ci = Cz 一 … 一 C 一 0. 这 
就 说 明 ，(3. 10) 中 含有 4 个 任意 常数 . 

再 来 看 条 件 (3. 11). 由 于 Q(z) 中 含有 w 个 任意 常数 ,， 故 可 改写 为 

QW = DiQLCGD +D (CD 十 … 十 D,Q“GD， (3. 13) 

这 里 Ql,Qz: ,…,Q“ 是 wx 个 完全 确定 的 线性 无 关 多 项 式 向 量 . 所 以 (3. 11) 可 
改写 为 


| rpyrcpd 一 0， a 二 1 2 ，… 1 (3. 14) 


如 人 白 一 [ZN 二 QQeGD ae 一 1 2 (3. 15) 
易 证 几 (区 ,好 (区 4 人 5 是 线性 无 关 的 . 因为 , 车 有 一 组 常数 Di ,Da ，…， 
D,, 使 

Di (+Df (+…+D AD 一 0， 
则 便 有 QCDZCD 一 0， 其 中 QC) 由 (3. 13) 给 出 , 但 因 Z(z) 处 处 满 秩 , 故 . 
Q(z) = 0 再 由 QQ CD ,QQ 的 线性 无 关 性 , 便 可 知道 


于 是 我 们 有 


定理 6. 3. 1 特征 奇异 方程 (3. 1) 可 解 的 必要 充分 条 御 为 (3. 11) 或 即 (3. 14)， 
这 里 共有 j 个 独立 条 件 ; 当 它 们 满足 时 ， 其 一 般 解 由 (3. 10) 给 出 ,其 中 
共 含 和 A 个 任意 常数 . 这 里 与 凡 分 别 为 (3. 1) 的 正 偏 指标 之 和 与 负 偏 指标 
之 和 变 号 . ， 

由 此 可 见 , 方程 (3. 1) 解 的 广义 自由 度 恰 为 其 总 指标 = 一 py。 由 此 还 

易 得 . 

推论 6.3.1 如 果 (3. 1) 的 所 有 偏 指标 非 负 ， 则 (3. 1) 对 任何 f(z) 可 解 ， 且 一 

般 解 中 含有 个 任意 常数 . . 

推论 6.3.2 ”对 于 齐 次 特征 方程 Kop 一 0 来 说 , 它 共 有 4 个 线性 无 关 解 . 特 
别 ， 如 果 其 所 有 偏 指 标 非 正 , 则 此 方程 只 有 和 零 解 . 而 这 时 了 要 满足 一 《个 
条 件 时 (3. 1) 方 可 解 且 有 唯一 解 . 


最 后 我 们 指出 (3. 1) 的 总 指标 «的 求法 . 由 (3.5)， 
k= 去 [arg det G(?) ]; = [are det DC(2)]1 一 到 [arg det S(2)]. 


6. 3.2 特征 方程 的 相 联 方程 


我 们 把 方程 
Ky =a (DY) 一 1| wowpae pn), rel, (3. 16) 


. 称 为 方程 (3. 1) 的 相 联 方程 (组 )}, 而 KR 也 称 为 K? 的 相 联 算 子 , 而 不 问 其 右 
Ef 端 如何 . 
ws 与 单个 方程 情况 类 似 , 方程 (3. 1) 的 求解 问题 与 Ko 亿 二 0 的 解 之 间 有 一 
定 联系 . 
Ei 考虑 求解 (3. 16) 时 , 令 
v0 一 二 | RU, zEL .17) 
TEL 工 一 芝 
其 Plemelj 公式 ,得 
人 WOWD = LY 0 

(3. 18) 
了 | “AD dr = [EWCD +w (0] 


工 一 上 
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以 后 一 式 代 入 (3. 16), 得 : 
a“(D04CD = 去 [wt (2) + (1 +hG). 


以 此 式 和 (3. 18) 中 前 一 式 相 加 减 , 得 
Sy) = Wt) hu), 
” Dy) = +h). 
注意 到 S(z) , DQ) 都 是 满 秩 和 矩阵， 故 可 写 
JD = [ST 野人 十 [S WT hh), 
yt) 一 [DWT! w+ ED TR). } 
消去 p(s), 便 得 z 
Wi = GWT WD) +G DT Eh), 1EL. (3.20) 
这 是 一 个 R 问题 , 且 由 (3. 17) 知 到 (ce) 二 0, 故 应 在 R_] 中 求解 . 
求 出 (3. 20) 在 Ri 中 的 解 更 (=) 后 ,方程 (3. 16) 的 解 以 2 可 以 从 (3. 19) 
的 任 一 式 中 求 出 ， : 
现在 来 考虑 齐 次 方程 K*'y = 0 的 求解 . 这 时 应 在 (3. 20) 中 令 h(t) = 0. 
它 正好 是 (3. 4) 的 齐 次 相 联 R 问题 (参见 6. 1. 5 段 ). 如 果 X(z) 是 (3. 4) 的 典 
则 短 阵 ,由 定理 6. 1. 3, [X’(z) 丁 ! 就 是 (3. 20) 的 典 则 矩阵，- 
由 定理 6.1.7 知 , (3. 4) 在 Ri 中 可 解 的 条 件 ( 亦 即 方程 (3. 1) 的 可 解 条 
件 ) 是 gC2) = S71G)fG) 须 满足 (1.42), 即 
| QW WTS = 0 
或 者 , 利用 (3. 8) ， 可 写成 
| fF WZ WT Qa = 0, (3. 21) 
其 中 Q 仍 由 (3. 7?) 给 出 . 但 由 (1. 37), 齐 次 问题 (3. 20) (4 二 0) 的 一 般 解 为 
更 (z) = [X’(z)] Q(z), 
它 实际 上 含有 个 线性 无 关 的 解 .而 由 (3., 19) 中 第 一 式 , KY = 0 的 一 般 解 为 
yD = [ST yt) = [STILXt ‘(TQG) 
一 [2Z (DTIQCD. 
这 实际 上 是 K*'y = 0 的 全 解 系 几 人 ,好 (和 人 的 任意 线性 组 合 . 与 
《3. 21) 对 照 ， 得 方程 (3. 1) 的 可 解 条 件 为 
| fy =0, a=1,2,p (3. 22) 
即 要 求 f(2) 与 KR?'Y == 0 的 一 切 解 正 交 . 
此 外 ，Kog 一 0 共有 4 个 线性 无 关 解 , 这 里 4 是 Ko 的 所 有 正 偏 指标 之 和 ， 


(3.19) | 
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”而 KY ==0 共 有 4 个 线性 无 关 解 , 其 中 yp 是 K? 所 有 负 偏 指标 之 和 变 妃 .一 
4 一 则 为 K* 的 总 指标 . 
于 是 我 们 有 


定理 6. 3.2 (特征 方程 组 的 Noether 定理 ) ”在 正则 型 情况 下 ， 
I . 特征 方程 Kig 二 0 及 其 相 联 方程 K*'y 二 0 都 只 有 有 限 个 线性 无 关 的 
解 ; 
I. Ky 一 了 可 解 的 必要 充分 条 件 为 ff 与 Ky=0 ws 
下 .Kop 二 0 与 Ko'y = 0 的 线性 无 关 解 的 个 数 之 差 等 于 Ko 的 总 指 


习 题 . 


1. 试 证 方程 (3. 16) 与 R_i 问题 (3. 20) 在 下 列 意义 下 确实 等 淖 : 它 信 同 
时 可 解 或 否 ， 可 解 时 它们 的 解 之 间 以 (3. 19) 相 联 系 . 

2. 试 写 出 方程 (3. 16) 的 一 般 解 . 

3. 说 明定 理 6. 3.2 中 K? 与 Ko 的 地 位 可 以 互 换 . 


[6. 3. 3 ”完全 奇异 积分 方程 组 及 其 正则 化 


仍 设 工 如 前 , 方程 
Ep=aDp DW +H) CEng = f(D), tEL (3.23) 


称 为 完全 奇异 积分 方程 (组 ), 其 中 KCt,7) ,ab 为 xXn 和 矩阵 , fC) ,pl) 为 n 
lf 维 ( 列 ) 向 量 . 如 果 记 

b(t) = K(,t), (3. 24) 
C3. 23) 还 可 写成 


Kp =a(Dp() + edr+| hl rp dr 


= f(t), 1€EL, (3. 25) 
令 四 
k(t,7) 一 Ke RD, (3. 26) 
EH*, 故 
kg=| kdp(Ddr, teEL (3.27) 


一 个 ( 弱 ) Fredholm 算 子 . 而 已 可 写成 
! K=R 十 天 ， 《3. 28 ) 
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这 里 K? 仍 由 (3. 1) 定义 . K? 称 为 K 的 特征 算 子 . 只 1 
采用 与 6. 3.1 段 中 同样 的 记号 .Ko 的 偏 指标 ki ,x2，… ,x 与 总 指标 也 从/ 
别称 为 K 的 偏 指标 与 总 指标 . 我 们 还 是 只 考虑 正则 型 情况 , 即 det SCz) 取 0， 
det D(#) 0. 
我 们 可 几 与 3. 3.1 段 中 相 类 似 的 方法 将 (3. 23) 或 (3. 25) 正则 化 ， 即 转化 : 
为 Fredholm 方 程 ( 组 ), 但 下 面 我 们 宁愿 采用 另 一 种 正则 化 方法 , 会 使 讨论 更 ， 
简洁 一 些 (参看 [35]). 1 
为 简便 计 , 不 妨 设 0 在 工 所 围 的 内 域 D+ 中 . 
引进 特征 算 子 Po 


一 (六 | pn) 
Pp=AWp) + P| ede, +EL, (3. 29) 


其 中 AQ) ,BCG) 由 (C3. 9) 给 出 . 

可 以 证 明 , P 是 的 正则 化 算 子 , 即 KP?* 与 PK 都 是 Fredholm 算 子 . 例 
如 , 用 (3. 25) 直接 算出 KP%p, 利用 Poincaré-Bertrand 积分 换 序 公 式 , 可 得 
“| etkz) qr 

1 Lr—t 


十 4 -本 区 Do 十 BCe) ea) 1 | 


Nl JLt—t 


KP’p = a(t)A(t)pO) 十 


ee | PTD gq, :| 


LOT 
= [a(CDACGD + 6 BGO) ob 
1 | a(t) BO) tA ,tr) de 


niL 工 一 上 上 


十 


DF en) dr | 80( 一 La 


niJiLn—t tn Tt 
+| RbrDACrDp(rnDdr 


-| Sd | oyan C3. 30) 


xl TT 
上 式 中 右边 第 三 、 四、 五 项 都 是 Fredholm 积分 (虽然 第 三 项 有 不 到 一 阶 奇异 
性 的 核 ). 至 于 第 二 项 的 积分 ,由 于 


a BO TOD A = {LSD 十 DGD]LSTGD 一 DCD] 


十 [SG — DIS CD 十 DID] 
一 0 
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” (这 里 已 利用 (3.9) 式 ), 所 以 它 也 是 ( 弱 )Fredholm 积分 . 因此 KP? 是 
Fredholm 算 子 . 同样 也 可 证 明 PK 是 Fredholm 算 子 . 
记 PP 的 偏 指标 为 x 之 zz 宇 … 之 x， 它们 也 是 矩阵 
[AQ@+BOTILAW — BO = S10)DG) 
的 偏 指标 , 故 由 6. 3. 1 段 末 知 ，(3. 29) 的 总 指标 为 一 x， 即 


一 kg 二 Se. (3.31) 
k=1 ” 
任意 取 定 一 正 整数 M 光一 x,， 作 函数 
| 一 a, 
PC = 1M Te 


这 里 a 关 0 是 适合 庶 十 a 关 0 CE 工 ) 的 任 一 常数 . 吻 见 士民 0FLE 
引进 另 一 特征 方程 (组 ) 


Nw = w(t) + ear =0, ti€EL, (3. 32) 
这 里 w(t) 仍 是 nn 维 ( 列 ) 向 量 . 如 果 令 
1 {wr) 
Q(z) = | wD) dr， 


LT 之 
。 代入 (3. 32) , 立刻 得 到 R 问题 


+ 1 一 AD 一 
(72° (2) TF 0 (1)， 


或 即 
I Of 人 = at OQ- 0). 

.这 一 问题 的 典 则 和 矩阵 X(Cz) 应 满足 

| XDLX (0 =at ME 
为 n Xn 单位 矩阵 ). 很 明显 我 们 可 以 取 

Xi() =E, 和 (一 TeME 


《注意 OE€ D+), 就 能 符合 典 则 矩阵 的 要 求 . 这 就 说 明 , 此 问题 的 所 有 偏 指标 
向 为 一 M 二 0. 由 推论 6. 3.2, 方程 (3. 32) 只 有 零 解 . 

2 这 样 一 来 , 方程 (3. 25) 就 等 价 于 方程 Ngp 一 凡人 经 直接 验证 , 可 得 
N’ Ky = [a(t) + Bb6() p(t) 十 六 二 la 人 


| 2 于 ac 二 | hla ng dr 


= (NA/G), tiEeL, | (3. 33) 
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第 SOE 


其 中 心 (tr E H*Q. 

NoK 仍 是 一 个 奇异 积分 算 子 . 如 同 对 于 算 子 玉 作 正则 化 算 子 Po 那样 ,对 
于 MK 作 其 正则 化 算 子 09,， 则 得 NOKO9 与 CN 区 都 是 Fredholm 算 子 . 经 1 
直接 验证 , 可 知 


1|S0 DQ) 
Qo = 中 吾 十 到 |e 


yy 
1 
+ 着 语 外 -正信 | 车 , 星 gD 


1T 十 6 1 工 一 ADD] ri 5r 一 到 
再 令 
1 oD 一 
CCz) 一 元 ; 1 dr, zEL, 


则 易 证 Qo = 0 等 价 于 齐 次 R_ 问题 


ot(t) = 1 SO D1 0) 


或 即 


df) = SW De). 


由 于 SCODr1(CD 的 偏 指标 为 mm ,x2，…,x， 易 见 此 问题 的 偏 指标 即 2 的 偏 指 
标 为 zi 十 Mr 十 M, om 十 M, 它们 都 是 正 的 . 由 推论 6.3.1, Co = g 对 
任何 右 端 都 是 可 解 的 . 由 此 可 见 , 方程 (3. 25) 等 价 于 Fredholm 方程 
NEKQc = NO， (3. 34) 
一 Qo 就 是 (3. 25) 的 解 (如 果 后 者 可 解 的 话 ). 
总 之 , 我 们 有 


定理 6. 3.3 ”奇异 积分 方程 (3. 25) 等 价 于 Fredholm 方程 (3. 34)， 即 它们 同 
时 可 解 或 否 ; 且 若 可 解 ， 则 它们 的 解 之 间 有 关系 式 Qic 二 9 


习 题 


1. 如 果 知 道 所 有 的 A 0 或 所 有 的 Nk 之 0 (k= 1,2,",n)), 则 定理 
6. 3.3 将 有 怎样 的 简化 形式 ? 
2. 如 果 O 〇 不 在 Dt 内 , 算 子 N 应 如 何 改变 ? 


@ ”如 果 在 (3. 29) 中 令 A(D ==E, BQ) == BC)E, 则 利用 计算 KP? 时 的 结果 , 立即 可 
得 (3. 33). 
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6.3.4 奇异 积分 方程 组 的 Noether 定理 


本 段 就 来 证 明 , 关于 一 个 未 知 函 数 的 奇异 积分 方程 的 Noether 定理 ( 见 
3. 3.2 段 ) 也 可 推广 到 方程 组 的 情况 . 在 此 之 前 ,， 先 对 一 般 的 奇异 积分 算 子 
《作用 于 维 向 量 ) 的 一 些 性 质 作 些 说 明 , 它们 也 都 是 单个 函数 情况 (3. 1.2 
段 ) 的 推广 . 

对 于 算 子 (3. 23), 定义 


Ky =a( yt) — | ey )dr, 1EL (3.35) 
为 KK 的 相 联 算 子 . (3. 23) 写成 (3. ‘25) 时 ， 
Ky=aye—i| Dar + h(a C3.36) 
Ky = g 称 为 Kp = /的 相 联 方程 . z 
设 K,K; 人 = 1,2,3) 都 是 类 似 于 (3. 23) 的 完全 奇异 积分 算 子 , 而 p,y 都 
是 LE 上 € 五 的 n 维 ( 列 ) 向 量 , 则 下 列 性 质 成 立 : 
1° | wz di 一 | kw dt; 
2° (KK; )K; 一 Ki (KK,); 
3° (KK,)’ 一 KKi. 
”这 些 性 质 都 可 直接 验证 .以 1° 为 例 , 因 
| Vkp=Y lag + try Der| 
是 一 函数 (可 看 成 1X 1 矩阵 ), 故 
Ykp = (fkp) =¥ Da WA) + OE Ea 
| 的 此 ， 
, | wpd -| p Da DyD+ | dj DK EDD a. 
= weDwpd 一 二 rpdd| 人 CDwDd 
=| 9 ‘ole (Dy) 一 二 | KeDwDa rlat 


; = | wp (Ky) C4) dt. 
胰 即 1 成 立 ，2",3" 可 类 似 地 证 明 ， 从 略 . 
”现在 ,对 完全 奇异 积分 方程 (组 )(3. 23) 或 (3. 25), 我 们 可 证 明 
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定理 6. 3.4 (Noether 定理 ) ”对 于 奇异 积分 算 子 发， 以 下 结论 成 立 ， 
I. Kp 一 0 (以 及 Ky 二 0) 的 线性 无 关 解 的 个 数 1 (以 及 7) 有限; 
.Ky 二 了 可 解 的 必要 充分 条 件 为 
| fy Da 一 0， a 一 1, 2 ， (3. 37) 
其 中 里 ,她 ,",y 人 为 相 联 齐 次 方程 Ky 一 0 的 完全 解 组 ; 
亚 ， 如 果 天 的 总 指标 为 K， 则 
[一 上 =k. (3. 38) 


证 由 上 段 所 证 , Kyp = 0 等 价 于 Fredholm 方程 N*KQ'o 一 0, 其 中 v= 
Qo. 根据 Fredholm 方程 (组 ) 的 一 般 理 论 , 后 一 方程 只 有 有 限 个 线性 无 关 
解 , 故 前 者 也 必 如 此 . 结论 得 证 . 

现 证 结论 [[. 方程 Ky = f 可 解 的 必要 条 件 为 (3. 37) 很 明显 . 因为 , 车 
Kg 一 了 可 解 , 而 y 为 衣 y = 0 的 任何 解 , 则 由 性 质 1°， 


| 1 ‘ydt = | pf dz 一 | ,Kp di = | wyd = 0. 
反之 , 设 条 件 (3. 37) 成 立 . 因为 Kyp = f 可 解 等 价 于 N°KQ'o 二 N°f 可 解 , 而 
后 者 为 Fredholm 方程 ,其 可 解 条 件 为 
| (NA) Xd = | x No far 一 0， (3. 39) 


其 中 X 为 CNKO")X = 0 的 任何 解 . 由 性 质 3° 与 2 ,xX 也 是 方程 0 和 KN?'X 一 
0 的 解 . 但 0 的 偏 指 标 均 为 正 的 , 故 9' 的 偏 指标 均 为 负 的 , 从 而 05 二 0 只 
.有 零 解 . 于 是 KN*X 一 0, 亦 即 N'Y 是 Ky = 0 的 解 . 由 条 件 (3. 37)， 
0 一 | ANeyxd 一 | x far, 

即 (3. 39) 确实 成 立 , 从 而 NAKOo7 = Ne 可 解 , 亦 即 Kp 二 /可 解 ,结论 了 

最 后 证 结论 亚 . 我 们 先 来 计算 方程 N'KQ?o = 0 的 线性 无 关 解 的 个 数 v. 
由 于 六 的 偏 指标 均 为 负 的 , 故 Now 二 0 只 有 零 解 , 所 以 KO 二 0 的 (线性 无 
关 ) 解 的 个 数 也 是 vy. 今 设 Ky = 0 的 全 解 系 为 gp ,yg ，,… ,gl, 于 是 求解 KOQ'o 一 
0 等 价 于 求解 

Qo=ap tog ttap!, 
其 中 cycs ，…,ci 为 1 个 任意 常数 . 因 CO2 的 偏 指标 zl 十 M,re 十 Mr 十 M 


( 见 上 段 ) 均 为 正 数 ,特征 齐 次 方程 oo 一 0 (由 推论 6.3. 0 应 有 六 Cr MD 
k=1 
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二 一 k 十 mM (由 (3.31) 式 ) 个 解 . 又 Qo 二 yr Ca=1,2,……0) 均 可 解 ( 再 由 推 
论 6. 3.1), 各 任 取 一 解 , 则 qi, 嘱 ，…,ol 显然 线性 无 关 . 故 知 
y 二 一 x 十 nM 十 L. (3. 40) 
另 一 方面 , 作为 Fredholm 方程 的 相 联 方 程 ， 
(NKQ)YX = OKN°X=0 

也 应 有 v 个 解 ， 由 于 的 偏 指标 均 为 正 , 故 9 的 均 为 负 , 从 而 8'o = 0 只 有 
零 解 . 于 是 KN'X 二 0 也 有 v 个 解 . 但 因 Ky 二 0 有 /个 解 # ,六 ，… WA 

后 一 方程 等 价 于 方程 

NX =dp 二 dp 二"…+dry!， 

这 里 di ,ds，…,dr 也 是 任意 常数 . 前 已 证 明 NM 的 一 切 偏 指标 均 为 一 M, 故 
NI 的 偏 指标 均 为 M >> 0, 总 指标 则 为 nM. 所 以 NIX = 0 共有 nM 个 解 . 又 
NeX = (a 二 1,2,…,) 均 可 解 , 且 所 得 的 解 线性 无 关 ( 理 由 同 前 ). 这 样 ， 
: ”最 后 得 


. v=nM+L. 

| 与 (3. 40) 比较 , 便 得 (3. 38). 结论 硬 得 证 . 0 
这 一 定理 显然 也 是 定理 6. 3. 2 的 推广 

定理 中 结论 有 0 还 告诉 我 们 , 方程 Kp 一 了解 的 (广义 ) 自由 度 为 ， 

对 于 间断 系数 或 带 节点 的 曲线 上 的 完全 奇异 积分 方程 (组 ) 也 有 相应 的 
k 结果 ， 可 参看 [35]， 第 二 章 ， 这 里 就 不 讨论 了 


和 习 题 
试验 证 性 质 2",3. 


6.4 某 些 直接 有 效 解 法 


4. 1 有理 系数 矩阵 的 R 问题 
{ 


所 :: 对 于 函数 组 的 齐 次 R 问题 (1. 13) 或 非 齐 次 R 问题 (1. 39) 求解 的 关键 在 

求 出 GCz) 的 典 则 和 矩阵 X(z)， 而 前 已 说 明 (6. 1. 3 段 )， 只 要 求 出 了 问题 的 正 
四 矩阵 更 (>) 一 〈 屿 (z)， 即 求 出 秋 (z) 使 满足 

人 更 [一 GO 各 (人 ，tE 工 ， C4. 1) 
Kz) 在 任何 有 限 远 点 (包括 L 上 的 边 值 ) 满 秩 : 
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det W(z) 天 0， (4.2) 
就 能 通过 有 限 个 步骤 有 效 地 求 出 典 则 矩阵， 进而 R 问题 的 解 就 可 写成 积分 形 
式 . 所 以 , 如 果 能 够 有 效 地 求 出 正规 ( 解 ) 矩阵 , 那 也 就 得 到 了 R 问题 的 有 效 
解法 . 

但 是 , 一般 说 来 , 没有 求 正 规矩 阵 更 (=) 的 普遍 有 效 方法 . 然而 , 在 某 些 
特殊 情况 下 , 例如 ,G(s) 是 有 理 函 数 的 挎 阵 时 ， 即 其 所 有 元 都 是 上 的 有 理 函 
数 时 , 却 有 直接 有 效 的 方法 来 求 出 正规 矩阵 .当然 我 们 仍 限于 正则 型 情况 ， 
即 C(2 在 L 上 无 极点 且 detG(z) 天 0. 下 面 就 来 说 明 这 一 方法 . 

首先 , 把 Gz) 中 的 各 个 元 进行 通 分 , 将 它 改写 为 下 形 : 


_ POG) 
G(1) 一 rt) 9 


其 中 P(D) 为 一 多 项 式 矩阵 ,而 r(D) 为 一 多 项 式 . 由 GCD) 的 性 质 ,可 知 
detP(D 天 0 于 工 上 , r(D 在 L 上 也 无 零点 . 将 r(z) 分 解 因 式 , 写成 
r(z) = rr (z)r (z), 


其 中 x (z) 在 D* 内 无 零点 , r_(z) 在 Dr 内 无 零点 . 这样 ，(1. 13) 可 写成 
r (BD) 一 一 Pg G4). 


(4. 3) 


r_ 《1t) 
令 . 
ri (z)B1(z)， 当 zE Dr 时 ; 
Q(z) 一 | 1 (2)， 当 zE Dr 时 ， (4. 4) 
则 GQ. 13) 成 为 


0) = PO 0), teEeL. (4.5) 
所 以 我 们 只 要 能 求 出 问题 (4. 5) 或 PQ) 的 正规 矩阵 即 可 . 
如 果 det P(z) 在 Dt 内 无 零点 , 则 令 
OP (2) -2 当 z € Dt 时 ; 
FE, 当 zED 时 ， 
它 便 是 (4. 5) 的 一 正规 解 组 . 再 回 到 (1. 13), 则 由 (4. 4)， 


lp(z)， 当 zE Dr 时; 
V(z) = 


r+(z) (4.6) 
7 (z)E, 当 zED 时 
就 是 (3. 13) 的 正规 矩阵 . 且 很 明显 , 它 甚 至 就 是 (1. 13) 的 典 则 矩阵 . 
今 考虑 detP(z) 在 D+ 内 可 能 有 和 零点 的 一 般 情况 .由 线性 代数 熟知 , 经 . 
过 一 些 初等 变换 , 可 把 P(x) 化 为 等 价 的 对 角 和 矩阵 , 亦 即 , 存在 两 个 多 项 式 算 
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P(z) = A(z)Q(z) B(z), (4.7) 


其 中 
Qi (z) 0 
Q, (z) ， 
Q(z) 一 . (Qi 为 多 项 式 )， 
0 Q(z) 


且 detA(z) ,det B(x) 均 为 非 零 常数 . 再 把 每 一 Qi (z) 分 解 因 式 为 . 

Qj;(z) = QZ)Q (zz),， j= 1,2,.°",n, | 
使 Q;;(z) 在 DT! 内 无 零点 , Q(z) 在 D 内 无 零点 . 这 是 做 得 到 的 , 因为 显 
然 det Q(z) 与 det P(z) 一 样 在 L 上 无 零点 . 又 令 


Qi+ (2) 0 

Q; (z) = Qn ， 
0 Qt (2) 

QD 0 1 

Q_ (2) = Qo ， 
O Q(z) 


bE 则 Q(z) ,Q_(z) 分 别 在 D+ ,Dr 内 满 秩 , 且 

E Q(z) = Qi (z)Q_ (2). 

我 们 可 以 证 明 

时 A(Cz)Qi (z)， 当 zE DT 时; 

(2 (z) 一 | 加 (4. 8) 
B11(z)Q2 (z)， 当 zED 时 

陵 是 问题 (4. 5) 或 即 矩阵 PCz) 的 正规 矩阵 . 首先 , 它 是 (4. 5) 的 一 个 解 和 矩 阵 ， 

i NNT) = ADQ GD，00 GD = BQ 0), 

(4. 7) 显然 00 (GD 二 PQQOF (4) 成 立 . 此 外 , det (z) 处 处 (包括 在 L 上 

边 值 ) 不 等 于 零 也 很 明显 ， 所 以 2 (z) 确实 是 (4. 5) 的 正规 矩阵 . 

i ”如果 回 到 (1. 13), 则 由 (4. 4) 式 , 有 


一 A(z)Q, (z)， 当 zE Dr 时 ; 
Wz) 一 < 人 《2 (4. 9) 


r_ (z)B-1(z)Q_ (z)， 当 zED 时 . 
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注意 , detP(z) 在 Di' 内 无 零点 的 特殊 情况 也 包括 在 这 个 一 般 情况 中 . 不 
过 ,这 时 正规 矩阵 可 极 简单 地 由 (4. 6) 式 得 出 ( 且 已 是 典 则 和 矩阵 ), 而 不 必用 
这 一 较 麻 烦 的 手续 . 

注 1 我 们 说 在 有 理 系 数 矩 阵 情况 下 已 找到 了 求 正 规矩 阵 从 而 找到 了 求 
上 典 则 矩阵 的 有 效 方法 , 仅 指 的 是 在 “分 析 ” 范 围 内 而 言 , 而 并 未 把 “代数 ”中 的 
问题 考虑 在 内 . 实际 上 , 我 们 这 里 两 次 用 了 多 项 式 的 因子 分 解 ， 而 这 并 不 是 
总 能 用 有 效 的 方法 做 得 到 的 . 

注 2 ”对 于 奇异 积分 方程 (3. 23), 如 果 ab0, 开 (br) 都 是 有 理 函 数 和 矩阵， 
则 令 


Go) 一 于 | KDydr, zEL, (4. 10) 


Zr rzr 一 > 
便 可 化 为 和 (z) 的 Ri 问题 求解 , 其 系数 矩阵 为 有 理 和 矩阵 用 本 段 方法 就 可 直 
接 对 它 求解 ， 从 而 对 (3. 23) 也 可 直接 求解. 
习 题 
求 矩 阵 
一 序 2 十 2 一 地 (十 24 一 2 
1 3 1 


13 1; 14 13 _ 
2t 2t 十 2 pd 2t 十 2 一 2 


的 正规 矩阵 、 典 则 矩阵 及 其 偏 指标 、 总 指标 . 这 里 工 是 |t|= 1. 
答 解答 不 唯一 . 例如, 正规 矩阵 之 一 为 


( ， 当 | z| 一 1 时; 


典 则 矩阵 之 一 为 
( 人 | 当 | z| < 1 时 
4 一 z 十 2 验 一 邓 zx 十 1 ” 


当 | z| > 1 时 . 
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6. 4. 2 ， 核 与 系数 具 解析 性 的 奇异 积分 方程 组 


3. 5 节 中 对 于 核 与 系数 具有 解析 性 的 奇异 积分 方程 的 直接 解法 , 可 推广 
到 方程 组 的 情况 . 亦 即 , 对 于 方程 (组 ) (3. 23), 其 中 a(z) 为 区 域 D+ 内 的 全 
纯 和 矩阵 ,， K(z,t) 当 固 定 一 个 变 元 于 万 上 时 为 另 一 变 元 在 D+ 内 的 全 纯 矩 阵 ， 
且 在 L 上 都 有 € 互 的 边 值 ， 其 他 条 件 仍 如 前 . 这 时 我 们 也 有 直接 解法 . 本 段 
中 把 向 量 的 维 数 改写 为 N, 矩阵 也 相应 地 为 N XNN 的 . 
为 此 , 我 们 记 5(z) 一 K(z,z)， 
S(z) = a(z) 十 DCz)， 
D(z) = a(z) — b(z) 上 
当然 z 必须 限制 在 D+ 上 . 它们 都 在 D+ 内 全 纯 , 在 万 上 € H. 我 们 仍 只 考 
虑 正则 型 情况 ， 亦 即 设 det S(1) ,det D(z) 在 LL 上 均 无 零点 . 但 一 般 地 设 
det S() 在 Dr 内 有 零点 am ,a2 ，… am， 阶 数 分 别 为 A1 ,4s，… ,4m， 而 det D(z) 
在 Dt 内 有 零点 Bi ,BB，… ,Bs， 阶 数 分 别 为 ,po ，… ,pn. 为 简单 起 见 , 我 们 还 
设 ay 关 Bi (== 1,2) sm; j= 1,23%*,n). 
我 们 还 引进 记号 


(4. 11) 


det S(z) = (z—as) MS (2), 
det D(z) = (z—B)s D;(z), 
因此 Si(az) 关 0, Dj;(B;) 关 0. 
我 们 令 
900) = ED dr, x€ Dt, (4. 12) 


TZ 


于 是 ， 由 Plemelj 公式 ， 
B+) = Fo + a EPpdr, teEL (4.13) 


所 此 代入 (3. 23)， 消 去 奇异 积分 , 得 


g(t) = DDEfG) 一 2 0+]. (4. 14) 
着 以 此 代入 (4. 12), 化 简 后 , 便 有 
$B(z) 一 下 i| KG,DD- (Cr) Ar) dr 一 一 1 KG DD WE Dg, 
L T Zz Ti L T 之 


元 | Kz DD (cc 96a) Dz) Bz) 
27xi 


TT 


TT 之 


2D Ee Wen] ， 
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这 里 向 量 的 留 数 记 号 表示 其 各 分 量 的 留 数 构成 的 向 量 . 由 上 式 解 出 @$(z)， 得 
Bz) = DCoS1Ca)| 开 | a < AD a 


7 一 之 


加 开 (z,r)D (Gt (r) 、 
2 Dres[ eS (DD) (tr— 2) | | ， 《4 15) 


这 里 D*(z) 表示 D(z) 的 伴随 矩阵 ， 即 
D*(r) = det D(Cr) » D1 (7). 


我 们 再 记 


1 [ 关 -= Kapp | 
A ra De) 
， 广 生 0 1 一 1 一 二 2 (4. 16) 
则 (4. 15) 可 改写 为 


1 
G(z) = oo ol 1 | KG,DD (D/O 


并 一 之 


一 2》， Sp, (z)@" (8;) | (4. 17) 


j 一 1 一 0 


， 与 单个 方程 情况 相 类 似 ， 为 使 方程 (3. 23) 可 解 ， 下 面 两 个 条 件 必须 满 

足 : 

1 把 z= GG 二 1,2,…,n) 代入 (4.17) 及 其 直到 ji 一 1 阶 的 导数 时 ， 
两 边 不 能 出 现 矛盾 ; 

2” (4. 17) 右边 确实 是 D+ 内 的 全 纯 向 量 . 

在 单个 方程 情况 下 , 在 3. 5. 2 段 中 已 经 证 明 , 当 @& 关 B 时 , 条 件 1 自动 
”满足 . 但 在 方程 组 CN >> 1) 的 情况 下 , 一 般 说 来 , 条 件 1 不 会 自动 满足 .为 使 
L 成立 , 必须 且 只 须 


C, = 1 ap D(z)S '(z)K(z,7) 
p pr 
2xi L| 32 工 一 之 


| D (fnDdr 


gros, Cs 


j=1r=0 z= 


(p= 0,1,: "yg wl; [= 1,2,.*,n) (4. 18) 
相 容 , 这 里 已 令 NX 六 矩阵 Cr 二 8B”(B;). 但 要 注意 ,一般 说 来 ， 


de 
jz DS (z) Bi (z)] 


的 各 个 元 在 = = Bl 处 可 能 有 极点 , 这 时 矩阵 Cx 的 某 些 相应 元 之 间 就 要 有 适 ， 
当 的 约束 条 件 使 (4. 18) 式 有 意义 . 这 里 讲 的 相 容 性 要 包括 这 一 点 在 内 . 
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另 一 方面 , 为 使 2 满足 , 由 (4. 17), 人 须 生 只 须 下 列 式 子 成 立 : 


pa [Dz)S*(z)B; (2)] ] Ci 


一 一 Z=ay 


| -| [这 D(z)S*(z)K(z.7) 
4xiJLL dz TZ 


{0o = 0,1,-: 一 1 R 一 1)2,- “1IZ m). (4. 19) 
(4. 18) , (4. 19) 一 起 相 容 就 是 方程 (3. 23) 可 解 的 条 件 . 当 这 相 容 性 满足 
时 , 由 (4. 14), 方程 (3. 23) 的 一 般 解 为 


一 1 
ep(D Sa W/W — | ED (cy Sh 


ct 


| Dr-(r f(D dr 
Za 


一 -1r=0 


其 中 Cr 是 由 (4. 18),(4. 19) 求 得 的 任何 解 (矩阵 ). 

特别 ， 当 ab ,天 (b5r) 都 是 有 理 矩 阵 时 ， 虽 可 如 上 段 末 所 说 的 那样 化 为 
有 理 系数 矩阵 的 R_; 问题 求解 , 但 用 这 里 的 方法 一 般 更 为 直截了当 , 还 可 如 
| 免 S(z) ,D(z) 的 因子 分 解 , 从 而 减少 或 避免 代数 上 的 困难 . 


6.4 3 ”解析 核 密度 的 奇异 积分 的 反 演 


作为 一 个 应 用 , 最 后 我 们 来 讨论 下 列 奇异 积分 (组 ) 的 反 演 问题 : 
L Kod pdr = f(t), 1€EL, (4. 21) 


TL z 一 


二 Ee f(Dd = op), teEL (4. 22) 
网 必要 充分 条 件 . 
对 于 入 = 1 的 情形 , 设 5(z) 在 D' 上 无 零点 时 , 这 一 条 件 在 3. 5.6 段 中 
讨论 过 , 它 是 50) = 十 1 或 一 1. 

” 现 讨论 N 宇 2 的 情况 . 由 于 现在 2(z) = 二 0, 故 SC(z) = b(z),， D(z) 一 
pC) 我 们 将 设 detbC<) 在 万 上 无 零点 ， 因而 就 不 存在 ww ,B&. 由 前 面 的 一 
于 论 ， 知 (4. 21) 恒 有 了 唯 一 解 ; 且 由 (4. 20)， 此 解 为 


一 1 
p(t) = | KDb (VfDIg, er. (4. 23) 


L rT™—t 


其 是 (4. 21) 的 一 般 反 演 公式 . 为 使 (4. 22) 对 任何 f(s) 成立， 其 必要 充分 


n pl . 
十 4》 > Bi ‘wo, (4.20) 
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条 件 为 
OIAOKG DED) = KC,0D), 
亦 即 
bADK (tL) = Kl,r). (4. 24) 
易 证 此 条 件 等 价 于 下 列 二 条 件 : 


(2) = E, b(K( TD) = Krb(r), ft,rEL. (4. 24)” : 


这 样 , 我 们 便 有 


定理 6. 4.1 在 K(t,z) 所 设 解析 性 条 件 下 , 若 det6(z) 在 Dt 上 无 零点 ， 则 对 
合 公 式 (4. 21),(4. 22) 成 立 的 必要 充分 条 件 为 (4. 24) 或 即 (4. 24) 成 立 . 


特别 ， 如 果 5(z) = 二 EE 或 一 E, 则 条 件 (4. 24) 当然 成 立 . 故 有 


推论 6.4.1 在 K(t,r) 所 设 解析 性 条 件 下 ， 如 果 6(b 一 巨 或 一 下 , 则 对 合 公 
式 (4. 21),(4. 22) 成 立 . 


注 本 段 与 上 段 中 的 讨论 , 都 限于 正则 型 情况 , 即 det SCb) 与 det D(z) 在 
L 上 都 无 零点 . 如 果 不 是 这 样 , 情况 较为 复杂 . 当 它 们 在 L 上 有 零点 , 但 互 不 
相同 时 , 在 著者 [L111], [20] 中 均 有 过 讨论 。 当 它们 有 公共 零点 时 , 钟 寿 国 在 
[8],[701 中 有 详细 的 讨论 . 
习 题 
求解 Fredholm 方程 (组 ) 
a tA kdg dr = f(D), iEL, 


这 里 a(t),K(i,7) 都 是 NX N 算 阵 , 为 其 变 元 在 D+ 上 的 全 纯 矩 阵 ，Fz)， 
9(2) 均 为 NN 维 向 量 ，E€ 如 ,为 一 常数 ， 且 设 detalt) 在 Di 上 无 零点 . 
提示 参考 3. 5. 6 段 . 
答 ” 对 任何 X, 方程 均 有 唯一 解 


Ht) = a | ya -会 | hp Codr| ，tEL. 


| 


第 七 章 其 他 问题 


本 章 将 论述 边 值 问题 和 有 关 奇 异 积分 (方程 ) 的 某 些 其 他 问题 , 它们 都 与 
本 书 此 前 讨论 的 内 容 直 接 相 关 . 


7.1 与 某 些 分 式 线性 变换 群 相 联 系 
的 边 值 问 题 与 奇异 积分 方程 


7. 1. 1 ”分 式 线性 变换 群 


我 们 称 


w(x) 一旦 十 a —By 0 (1.1) 


为 一 分 式 线性 变换 . 由 ao 一 By 天 0 的 条 件 ,，w(z) 不 可 能 退化 为 一 常数 . 以 后 
藕 妨 设 a3 一 py = 1. 如 果 特 别 y = 0, 则 (1. 1) 称 为 整 式 线性 变换 . (1. 1) 的 
片 函数 w -1 (>) 也 是 一 分 式 线性 变换 . 若 w (z) ,oz (z) 都 是 分 式 线性 变换 , 则 
陀 复 合 也 是 的 . 

”一 组 ( 非 空 的 ) 分 式 线性 变换 9 = 二 {w(z)} 若 具有 这 样 的 性 质 : 如 果 
汪 ; ) €E 9, 则 wi(z) E 9; 如 果 ow (xz) ,wo(z) 都 € 9, 则 wo 《wi (z)) € 3, 则 
9 形成 一 分 式 线性 变换 群 . 易 证 群 9 中 恒 含 有 恒 等 变换 wo (z) 二 z. 以 后 多 
对 示 某 个 分 式 线性 变换 群 . 

”给 定 一 群 多 对 复 平 面 中 任何 两 点 z1,z;， 如 果 9 中 有 某 一 元 ( 变 
Dz), 能 使 w(zi) = zo, 则 称 zi 与 z 关于 群 合 同 . 设 S 是 这 样 的 一 区 
其 中 任何 两 不 同 点 不 相合 同 , 而 扩充 平面 中 任何 点 = 都 可 找到 它 在 S 中 
世 同 点 , 则 称 S 为 群 9 的 基本 区 域 0. 


WD) S 的 边界 可 分 解 为 若干 个 部 分 ,使 各 部 分 上 都 不 含 互 为 合同 的 点 .严格 说 来 ，S 
个 区 域 ， 而 它 要 包括 其 边界 中 的 一 个 这 种 部 分 . 更 一 般 地 ，S 的 结构 可 能 极为 复杂 . 
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设 F(z) 为 整个 平面 中 的 一 个 亚 纯 函 数 . 若 对 多 中 的 任何 元 w(z), 均 有 
Flw(z)) = F(z), 
则 称 F(z) 为 关于 群 的 自 守 函 数 . S 也 称 为 F(z) 的 基本 区 域 . 

自 守 函数 F(z), 如果 不是 常数 ， 则 在 其 基本 区 域 S 中 取 任 何 值 的 次 数 均 
相同 , 即 对 任何 常数 a, F(z) 一 a = 0 在 S 中 的 根 的 个 数 ( 重 数 计算 在 内 ) 都 一 
样 , 而 与 a 无 关 . 这 里 < 可 以 是 ce, 亦 即 , 极点 的 个 数 也 一 样 . 特别 , 如 果 自 
守 函 数 F(z) 在 基本 区 域内 有 界 , 则 必 为 常数 . 

以 前 我 们 讨论 过 的 周期 函数 实际 上 是 一 一 种 特殊 的 自 守 函数 例如 , 以 ar 
为 周期 的 解析 函数 f(z)， 是 关于 群 

G9= {wm(z) = zhan; k=0,+1,.)} 
的 自 守 函数 ,其 基本 区 域 为 一 个 周期 带 


一 到 cz<<Rez 扫 二 ar ， 
例如 ，sin 经 就 是 这 样 的 一 个 自 守 函 数 ， 它 在 上 述 基 本 区 域 中 有 两 个 零点 0， 


Sar, 而 在 土 woi 处 取 oo 值 . 又 如 , 以 2 ,2 (Im® #0) 为 周期 的 椭圆 函 


所 7 风电 
多 一 {wnn (z) = zm 十 27topj mn = 0, tl 
的 自 守 函数 , 基本 区 域 就 是 它 的 基本 胞 腔 ， 当然 还 有 更 复杂 的 群 9 和 自 守 范 
数 . 本 
以 后 我 们 感 兴趣 的 只 是 有 限 的 线性 分 式 变 换 群 ` 


G: wolz) = zy wi (zy (2) (1. 2) 
它 共 含 有 7 个 不 同 的 元 , 称 为 的 阶 . 例如 ， 
2xi . 
wo (z) 一 z, wi(z) 一 QZ Wel (z) =aTiz (g= en ); 


wolz) 一 Zz, w(x) 二 4 一 Zz (a 为 常数 ， n =.2); 
1 


wo lz) =z, wl(z)=— (n= 2); 
之 


wo lz) 一 =， wi (2) =— z, wa(z) = 一 ， wa(z) = 一 过 (n= 


等 ,都 是 有 限 分 式 变换 群 . 

对 于 有 限 的 分 式 线性 变换 群 (1. 2 重要 的 是 要 作出 一 自 守 函数 F(z), 
使 它 在 基本 区 域 S 内 取 任 何 a 值 一 次 , 当然 取 = 也 只 一 次 . 这 种 自 守 函 数 称 
为 群 儿 的 主 自 守 函 数 , | . 

由 于 每 一 ws(z) (之 0) 的 不 动 点 (就 是 使 w(z) = z 的 点 z) 最 多 只 有 两 
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个 , 故 可 取 一 点 4 使 它 不 是 多 中 任何 元 (当然 除去 om (z), 下 同 ) 的 不 动 点 . 如 
果 oo 点 是 中 某 变换 的 不 动 点 , 则 a 可 取 为 有 限 值 ， 且 当然 可 取 在 基本 区 域 
S 内 . 这 时 , 我 们 可 以 证 明 
ml 1 
F(z) = Dr (1. 3) 
是 的 一 个 主 自 守 函数 . 首先 , 由 于 对 固定 的 j (0 声 j 声 n 一 1)， {wr Cw (2))) 
(4 二 0,1,…,n 一 1) 不 过 是 {oCz))5! 的 一 个 重新 排列 , 故 F(z) 关于 群 4 不 


变 , 且 只 含有 极点 ， 所 以 它 是 多 的 自 守 函 数 ， 其 次 , 易 见 F(a) 一 co, 这 是 因 
为 一 一 = 一- 当 z = a 时 为 co, 而 对 于 > 0， 在 z 二 a 处 


wo(lz)—a zz—a 二 二 
必 有 限 ( 因 为 a 不 是 不 动 点 ). 再 次 , 对 于 任何 5 E S, 且 关 a, F(6) 必 有 限 . 
这 是 因为 , 设 若 FCD) = co, 则 必 至 少 对 某 个 k， 有 waC6) 二 a, 从 而 5 与 4 合 
同 ， 此 不 可 能 . 因此 F(z) 在 S 中 有 了 唯一 单 极点 a, 从 而 取 任 何 值 也 恰好 一 次 . 
故 它 确实 是 儿 的 主 自 守 函数 . 

如 果 oo 不 是 不 动 点 , 则 主 自 守 函数 可 更 简单 地 取 为 


1 
FCD = Sone). . (1. 4) 


证 明 完 全 与 上 面 类 似 . 

群 儿 的 主 自 守 函数 w= 二 F(z) 把 基本 区 域 5 单 时 网 遇 到 整个 记忆 扩充 平面 
上 , 故 z 二 所 ?Cw) 把 后 者 单 叶 映射 到 SL 上 . 

下 面 的 讨论 都 国定 了 一 个 有 限 分 式 线性 变换 群 乡 

考虑 一 自 守 函数 瓦 , (z)， 它 在 基本 区 域 S 中 >z = zo 处 有 vy 阶 极点 , 且 别 
无 其 他 极点 , 我 们 要 求 作出 瑟 , (z) 的 一 般 形 式 . 仍 设 F(z) 为 一 主 自 守 函数 
(例如 , 如 前 所 述 ). 记 w。 = FCz-). 因此 HF1(w)) 在 包 二 wo 外 有 vy 阶 
极点 , 且 别 无 其 他 极点 . 如 果 we。 有限, 则 瑟 ,CF (ww)) 在 w= ce 处 也 有 限 . 
故 (ww 一 woo)rH,(FT1(Cw)) 在 ww 平面 中 全 纯 , 县 在 包 二 2 处 有 vy 阶 , 从 而 一 
定 是 个 至 多 "次 的 多 项 式 P,(rw). 故 
P, (w) 
H,(F i(w)) = ny 
从 而 

P, (F(z)) 
[F(z) — Fz) 
如 果 wo 二 0, 则 理 ,(F1(w)) 在 ww 全 平面 中 全 纯 , 但 在 oo 处 有 vy 阶 极点 ， 
因此 有 H,(F1(w)) = P,(w)， 从 而 


H,(2) = “F(z.。) 有 限 ). (1. 5) 


sl 其 他 问题 


H,(z) = P, F(z)). (1.6) 


这 样 , 我 们 得 到 


引 理 7.1.1 如 果 日 ,(z) 是 群 妇 的 自 守 函数 ,在 基本 区 域 中 有 唯一 的 y 阶 极 
点 zos《 有 限 点 或 无 穷 远 点 ), 而 F(z) 为 全 的 主 自 守 函 数 ， 则 当下 (zos。) 有 
限时 ，H,(z) 以 (1.5) 给 出 , F(zo。) 二 00 时 , 日,(z) 以 (1.6) 给 出 ， 其 中 
P,(w) 为 某 个 vy 次 多 项 式 . 


习 题 
1. 对 于 相应 于 周期 函数 与 双 周 期 函数 的 整 式 线性 变换 群 ， 是 否 有 类 似 
的 主 自 守 函数 ? 


2. 如果 无 穷 远 点 不 是 多 中 元 的 不 动 点 ， 试 证 (1. 4) 给 出 的 下 (z) 为 主 自 守 
函数 . 


7.1.2 与 有 限 分 式 线性 变换 群 有 上 关 的 Riemann 边 值 问题 


, 以 后 恒 设 为 一 有 限 分 式 线性 变换 群 (1. 2)， Lo 为 基本 区 域 S 中 的 一 封 
闭 光滑 曲线 , 已 取 定 反 时 针 向 为 其 正 向 .Li ( 二 1,2,…,n 一 直 ) 为 Lo 经 
wi《z) 变换 后 的 像 曲线 , 它们 也 是 封闭 光滑 曲线 , 彼此 互 不 相交 . 且 设 wi (z) 
把 Lo 所 围 内 域 Di (或 外 域 Dy ) 变换 为 Li 所 围 的 内 域 D+ (或 外 域 Di). 记 

=0 
现在 来 求解 R 问题 
G+) = GB (tg(t), 1tEL, (1.7) 
其 中 GQ),gG) € 昌 于 L 上 , 且 关 于 群 人 9 不 变 , 即 
Glwa(t)) = G2), glwlt)) = gt), k=0,1, ,nml. 
未 知 分 区 全 纯 函数 BCz) 也 要 求 关于 9 不 变 , 即 
Dw (z)) = Bz). 
这 一 问题 我 们 称 为 AR 问题 . 我 们 还 只 限于 正则 型 情况 , 即 假定 GCt) 关 0. 为 
确定 起 见 , 设 还 要 求 $8(co) = 0, 称 为 在 AR_, 类 中 求解 . 
我 们 先 来 考虑 齐 次 AR_ 问题 
tt) 一 GODG6 0), 1i€EL. (1. 8) 
条 件 与 要 求 均 同上 . 
对 于 每 一 Li (k 二 0,1,…,n 一 1), 我 们 可 用 第 二 章 中 方法 作出 相应 的 典 
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nl 
则 函数 X;(z), 则 X(z) = Xi(z) 便 是 问题 (1. 8) 的 典 则 函数 . 但 现在 没 
k=0 
有 必要 一 一 作出 X; (zx) , 而 只 要 作出 Xo(z) 便 立 即 可 得 X(z). 
设 
< 一 元 [argG(CD]， 


它 仍 称 为 G(z) 或 问题 (1. 7) 与 (1. 8) 的 指标 . 由 第 二 章 知 , 任 取 zo E Dt ,， 则 
有 


eb’, 当 zE Di 时; 
Xo lz) = (1.9) 
(z 一 z0)en2 ， 当 zE Ds 时 ， 
其 中 | 
T(z) = zs logL Cr—z0) “G0 (1.10) 
Tl. 和 一 之 
立即 可 见 
7 一] 
XGO = [Xs), Xilz) = Xolws lz)) (1.11) 


为 (1. 8) 的 典 则 函数 ; 它 满足 条 件 X(Cos(z)) 一 X(z)， 处 处 不 等 于 0， 但 在 
z 二 co (及 其 合同 点 , 下 同 ) 处 有 一 x 阶 , 且 满 足 条 件 
XI) =GOX (ET 
这 些 都 易于 直接 验证 . 与 (1. 8) 相 除 , 得 
DD SO 
Xi) XU) 
因此 , B(xz)/X(z) 在 全 平面 全 纯 , 但 在 ce 处 有 kx 一 1 阶 , 且 关 于 群 乡 不 变 , 因 
此 它 是 关于 群 儿 的 自 守 函数 . 如 果 k 宇 1, 则 由 引 理 7. 1. 1, 它 就 是 H(z). 
因此 所 求解 
Gz) = X(Cz) 万 1(z)， | (1. 12) 
其 中 瓦 1(z) 由 (1.5) 或 (1.6) 给 出 , 随 着 F(z) 为 有 限 或 无 限 而 定 , 而 =-。 
现在 就 是 无 穷 远 点 (或 它 在 S 中 的 合同 点 ). 如 果 r < 1, 则 BCz) 将 恒 等 于 零 . 
由 于 这 时 P。; 可 看 做 恒 等 于 零 , 故 (1. 12) 也 还 成 立 . 
于 是 我 们 有 


定理 7.1.1 齐 次 AR | 问题 (1. 8) 当 k 守 1 时 有 一 般 解 (1.12), 故 有 k 个 线 
性 无 关 的 解 ; 当 k 委 0 时 只 有 零 解 . 


现在 来 讨论 非 齐 次 AR_ 问题 (1.7). 将 它 改写 为 
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1 _ 
GD BD gD, er. (1. 13) 


现在 令 
g(T) 
(2) 一 i pe | XT (DLr ow a 
则 易 见 亚 (w; (z)) 一 Wz) (Oj 二 一 0,1,.. ,nO—1), Voo) 有 限 ， 且 当 zt Lo 
时 ， | 


r, zEL, (1.14) 


_,.1 1 习 g(r) 
-十 到 可 2 + dr， (1.15 
0) 一 士 王 对 何 十 丈 | Kr i CS) 


_ gc 
VD WO) Xr 


此 式 既 对 1 € Lo 成 立 , 故 对 一 切 t EL 也 成 立 , 因为 此 式 两 边 当 和 (2) 
时 都 不 变 , 于 是 
Bz) = Xz) Vz) 
满足 (1. 7). 
' 当 k 守 0 时 , 因为 (oo) = 二 0, 故 X(z)(z) 已 是 AR 问题 4.7) 的 一 
个 特 解 ， 因 此 它 的 一 般 解 为 
Bz) = XC EV) + Hi(z)], (1. 16) 
其 中 (z) 由 (1. 14) 给 出 , 已 _1(z) 由 (1.5) 或 (1. 6) 给 出 . 
如 果 二 0, 则 XC(cco) 有 界 但 关 0. 这 时 日 ,1 (z) 二 0, AR_ i 问题 (1. 7) 
. 有 唯一 解 、 
Blz) 一 XC LV(z) 一 立 (cc)]， 
或 即 
$l(z) = Ss S| #8 [6 ~ 一 (1. 17) 
如 果 “ 二 0, 则 由 (1. 17) 确定 的 @(z) 不 足以 保证 @(co) = 0. 为 使 这 一 
条 件 满足 ， 还 必须 要 求 亦 (z) 一 殖 (ce) 在 z= 二 ce 处 至 少 有 一 < 十 1 阶 零点 . 我 
们 来 写 出 这 一 要 求 的 明显 表达 式 . 
为 此 , 我 们 对 于 任 一 分 式 线性 变换 
wz) = +8 (3— By = 1), 


yz 十 人 
求 出 函数 -一 二 (2 ) 在 zx 王 附近 的 Laurent 展 式 . 注意 到 wo = 
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且 [w (co] = 均一， 故 有 


1] +6 +6 1 
tr— wz) or yr—az—w l(t) 


__Y 人 or [oe OF | 
(+ 区 )| + 2 + 十 


= 一 一 + 二 onD | 


7 


| 
之 22 之 


一 [or (rz)] (E+ 十 和 + 2 ]: 十 … | 


ce 
因此 ， 
Vlz) 一 更 (cc) 
ll gO) T Vl Lo DF |... 
元 ; 2 pe S| 1 Xr (z)] (2 十 了 十 2 十 Jar. 
(1. 18) 


所 以 上 述 要 求 的 条 件 就 是 


nl 
|, (DJ [wr idr=0, r=1,2,.,—k. 
=0 Tt ， 


但 (oz Co) 入: 无 非 是 (ws(z 全 的 一 个 重新 排列 , 故 上 式 又 可 写 为 
?一 1 
> | De li(Ddr=0, r=1,2,%,—xk. (1.19) 
因此 我 们 有 


! 定理 7. 1. 2 非 齐 次 AR_; 问题 (1.7)， 当 指标 k 之 0 时 有 一 般 解 (1. 16); 当 
x 二 0 时 有 唯一 解 (1.17); 当 k 二 0 时 当 且 仅 当 满足 一 x 个 条 件 (1.19) 时 
才 可 解 ， 且 有 唯一 解 (1. 17). 


可 见 ，AR_; 问题 (1.7) 解 的 自由 度 为 x. 
习 题 


试 求解 AR 问题 (1.7), 但 要 求 @(z) 在 z= 二 co 处 至 多 有 m 阶 ( 即 在 AR, 
中 求解 ). 


370 -一 一 一 一 全 其 他 问题 


7.1.3 与 有 限 分 式 线 性 变换 群 有 关 的 奇异 积分 方程 


现在 来 考虑 奇异 积分 方程 


(2) 1 
(bo 十 | 
“9 了 0 


1 
Twalt) tT— wo0) 


| wo 一 f(D),， 


t€ELo, (1. 20) 

其 中 a(2),6(2) ,f(t) 均 € 棋 已 给 于 Lo。 上 ,未知 函数 g(t) 也 有 于 Lo 上， 
而 {ws 《z))87 形成 一 分 式 线性 变换 群 多 我 们 也 只 限于 正则 型 情况 : a(z) 土 
b(t) 关 0 于 Lo 上. 

和 通常 一 样 , 求解 时 令 

nl 

ink Ec re 
ed (二 0,1,… ,7 一 1), 故 GB(z) 关于 群 9 不 变 . 令 z 一 
t EL, 则 立即 可 得 


| wodr， z€EL. (1.21) 


时 (人 一 土 六 p90 十 吉 i ,SD 一 -二 arodr 
. tEL. 
所 以 , 当 z EL 时 , 以 此 代入 (1. 20), 立即 可 得 
DH =GDB +g, 1€ Lo, (1. 22) 


其 中 


a(t) — b(t) f(t) 
GW 一 Fo a Ho’ ‘ER 


我 们 如 果 把 ae(D,6(D ,GD 扩充 定义 到 上 上 , 使 当 t € L 时 , a(t) = 
a(wz1 (1)); 等 等 , 则 GC) ,g(t) 也 扩充 定义 到 工 上 , 且 
Gl Ct)) = Gt), glwlt)) = gO01). 

， 这 样 ，(1. 22) 就 成 为 (1. 7), 且 已 见 BCwi《z)) 二 (z). 又 因 从 (1. 21) 立即 可 
看 出 @(oo) = 0, 故 方程 (1. 20) 就 化 为 AR_ 问题 (1. 7). 一 量 求 出 了 它 的 解 
@B(z), 则 (1. 20) 的 解 就 可 由 

pi) = BB (t), t€ELo (1. 24) 
求 出 ; 而 且 此 AR_ 问题 的 可 解 条 件 , 也 就 是 方程 (1. 20) 的 可 解 条 件 . 

当 % 沁 0 时 , (1.7) 在 AR; 问题 中 的 一 般 解 为 (1.16), 代 和 人 (1. 24), 得 
pt) = XD PE) — XV) + IX) — X00) 1H CD， 
这 里 XX(z) 仍 由 (1.9) ~ (1.11) 给 出 , 其 中 G(O 由 (1. 23) 给 出 ,，Y(z) 由 

(1.14) 给 出 , 其 中 g(2) 由 (1. 23) 给 出 ， 如 果 记 


g(t) = (1. 23) 


与 某 些 分 式 线性 变换 群 相 联 系 的 边 值 问题 与 奇异 积分 方程 EL 37l 


Pb 一 [ai 十 BC 区]XTCGD 一 [an 一 bb]X (0), 
则 由 上 式 以 及 (1. 15)， 可 得 
本 1 
?0 一 al ros ko+x GO 一 ED 


-| 直 1 | > g(r dr 十 HiD| 


2riD £0 XT CD Lr — wt)] 
或 即 
PC = a*(t) f(2) — 60°) ZL) 
7 一 1 ， 
1 f(D dr 
(i 2 zest ea] -|， t€E To C1.25) 
其 中 已 令 
其 一 a(t) 关 一 blz) 
a (it) BD BD 0 (2) ZO By’ 


这 里 五 1 (2) 前 面 原 来 的 系数 1/2 已 吸收 于 x 一 1 次 任意 多 项 式 Pi(?) 中 . 
(1. 25) 即 是 方程 (1. 20) 的 一 般 解 . 
当 w = 二 0 时, (1. 20) 有 唯一 解 , 它 显然 是 
p60) = a — ED 
.f ADST LI 1 
|. Fe) k=0 [spre ey | 
当 % 二 0 时 , 方程 (1. 20) 的 可 解 条 件 亦 即 AR_i1 问题 (1.7) 的 可 解 条 件 ， 
由 (1. 19), 为 


(1. 26) 


La 
>| BAD (War =0, r=12s pk (1.27) 
因此 我 们 有 
定理 7.1.3 奇异 积分 方程 (1. 20) 当 k 盖 0 时 有 一 般 解 (1. 25); 当 k 王 0 时 有 


唯一 解 (1. 26); 当 k<0 时 当 且 仅 当 条 件 (1. 27) 成 立时 才 有 解 ， 且 解 唯 
一 , 仍 以 (1. 26) 给 出 . 


可 见 , 此 方程 解 的 自由 度 为 x. 
下 而 我 们 考虑 另 一 种 奇异 积分 方程 
alt) p(t) + 5 


一 切记 号 与 条 件 同 前 . 
比较 3. 4. 2 段 的 方法 , 我 们 可 把 方程 (1. 28) 改写 为 


1 一 一 
nn 在 DE no +€ Lo, (1.28) 
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nl 
alt) p(t) + 了 二 -cs ee 
= f(D) ~ tE Lo, | (1. 29) 
这 里 已 令 
Ln 
4= 刘 , 之 > 9 de (1. 30) 


暂 把 4 看 做 参数 求解 (1. 29), 得 到 解 m (1) ; 然后 代入 (1. 30), 得 到 4 的 
一 个 线性 方程 ; 选取 使 适合 此 方程 , 代 回 g(t) 中 , 便 可 得 到 方程 (1. 28) 的 
解 . 下面 我 们 按 此 步骤 进行 
先 设 > 0. 由 (1. 25) 知 ，(1. 29) 的 一 般 解 为 
gt) 一 有 一 Mo6 二 02(DZCGD 瓦 CD， (1. 31) 
其 中 算 子 I 由 下 式 定义 : 


Ln 
ay PCDZGD fn 1 
Tof 二 ab 大昌 人 ,ZO TD dr (1. 32) 


以 (1.31) 代入 (1. 30), 得 
b) (7) 
2 十 |, S dr] 
1 SRDD, + 人 S De 
Trip 全 i Co) dr T— wo0) 
如 果 左 边 […j] 关 0,， 则 和》 可 一 意 确 定 : 1 一 ho. 因此 (1. 28) 的 一 般 解 为 
(1.31)， 其 中 1 一 10， 这 里 共 包 含 < 个 任意 常数 . 如 果 上 式 左边 […] = 0， 则 
上 式 右 边 亦 必须 等 于 零 , 从 而 Hi1 (2) 中 P102) 的 < 个 系数 间 要 受 一 个 线性 
. 约束 , 而 4 却 可 任意 ; 这 样 ，(1. 28) 的 一 般 解 (1. 31) 中 仍 含有 * 个 任意 常数 ， 
其 次 设 « = 0. 则 由 (1. 26)， 


dr. (1. 33) 


Pi) = To0f —Aobt (fo — Wo0)6"() ZC), (1. 34) 
其 中 已 令 
nl 
fo = l £2 dr， 


Ti Lo b=0 es Zr) 


nl 
1 1 bl z) dr 


bh = i 2 es) Ze 


将 (1.34) 代入 (1. 30), 得 
Ln 
(TP) (0) 6b* (7)Z(7) 
x[1+ 谢 b 个 Cdr 十 由 本 r—w oo) dr "| 


| 3 DNOD, +A| 5 \ DZCD 1 


了 十 
Lo fh Tt wh (oo) Ri Eo rz 一 we(co) 


(1. 35) 


RN 
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因此 , 如 果 上 式 左边 […] 关 0, 则 4 二 加 可 一 意 确定 , 以 此 代入 (1. 31)， 全 得 
方程 (1. 28) 的 唯一 解 . 但 若 […j] = 0, 则 必须 (1. 35) 的 右边 也 等 于 零 , 此 即 
方程 (1. 28) 的 可 解 条 件 ; 而 当 它 满足 时 , 2 却 可 任意 , 即 (1. 31) 为 方程 
(1. 28) 的 一 般 解 . 

最 后 设 x < 0. 方程 (1. 29) 的 可 解 条 件 为 


nl 
3 foam oa ru 


Ze oh % (Dwr (dr, 


r= 1,2,.…, —k. (1. 36) 
再 添上 (1. 35), 它们 一 起 相 容 便 是 方程 (1. 28) 的 可 解 条 件 ， 只 要 (1. 35)， 
(1. 36) 诸 式 中 至 少 有 一 个 其 的 系数 不 等 于 零 ， 由 此 式 便 可 一 意 确定 1 一 io0， 
而 以 此 代入 其 余 的 一 «个 式 子 , 便 是 方程 (1. 28) 的 一 < 个 可 解 条 件 . 如果 
(1.35),(1. 36) 中 4 的 系数 都 等 于 零 , 则 共有 一 < 十 1 个 可 解 条件 , 而 可 保 
持 任意 . 
因此 我 们 有 


定理 7.1.4 方程 (1. 28) 当 k 汪 0 时 恒 可 解 , 且 一 般 解 中 含有 kk 个 任意 常数 ; 
一 0 时 它 或 者 有 唯一 解 , 或 者 有 一 个 可 解 条 件 而 一 般 解 中 含有 一 个 
任意 常数 ; 当 k 二 0 时 , 它 或 者 有 一 «个 可 解 条 件 而 有 唯一 解 , 或 者 有 一 

x 十 1 个 可 解 条 件 而 一 般 解 中 含有 一 个 任意 常数 . 


总 之 ,此 方程 解 的 广义 自由 度 为 x. 
注 1 ”如 果 多 中 有 一 元 wj (z) 把 L 的 正 向 变换 为 Lj 的 负 向 ( 顺 时 针 向 )， 
则 DD 将 变 为 上 的 外 域 , 这 时 ，(1 22) 经 扩充 到 Li 上 时 ,将 成 为 
$=GDE (+g t€EL,, 
亦 即 


二 a FED rr bb 
8 (1t) 一 zi 一 人 $B (t) a bd) 


a 4 60 (四 二 一 一 f (0) 
alt) —b()’ 8 alt) —60) 


则 以 上 的 推理 和 结果 仍 都 成 立 。 如 果 有 不 止 一 个 wj (z) 有 此 情况 , 也 可 完全 
间 样 地 处 理 . 

注 2 ”如 果 L。 并 不 完全 位 于 基本 区 域 S 中 ， 则 各 个 可 能 彼此 相交 . 只 
要 这 种 交点 只 有 有 限 个 , 则 本 节 所 论 完 全 成 立 , 不 过 在 交点 处 当然 谈 不 上 满 
足 边 值 问题 或 奇异 积分 方程 . 


t€EL.,. 


J 


G(T) = :ELo, t= w;(t), 
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本 节 材 料 大 部 分 取 自 136]，$ 51, 但 作 了 一 些 简化 、 修 改 和 补充 ， 并 改 
正 了 其 中 某 些 错误 . 当 9 为 无 限 群 时 , 问题 复杂 得 多 ; 但 在 应 用 上 最 重要 的 
相应 于 单 周期 或 双 周 期 函数 的 群 , 事实 上 我 们 在 以 前 有 关 章 节 中 已 讨论 过 
了 . 


习 题 


1. 如 果 有 限 群 乡 中 的 元 都 是 整 式 线性 变换 ， 则 方程 (1. 20) 就 是 (1. 28). 
试 证 这 时 定理 7.1.3 与 定理 7.1.4 的 确 一 致 . ， 
2. 如 果 有 限 群 多 中 除 wo(z) 一 = 外 ， 别 无 其 他 整 式 线性 变换 ， 试 证 (1.6) “| 
式 成 立 ， 且 : 


7 一 1 i 
F(z) = Dw (2z). 1 
k=0 . 


3 设 群 儿 二 {zyaz soar1z) (a 一 es ), 又 Lo 为 单位 图 周 |t| 二 1. 试 
求解 AR_) 问题 (1. 22)， 这 里 G(t) ,g(t) € 旦 均 关于 狠 不 变 , 且 GKt) 关 0. 由 
此 并 求解 方程 


从 一 ] 
atD9C + > Hdr = f(D), +E Lo, 
oT QaQ 


这 里 a(t),6(1),f(4) 均 E HH, 关于 多 不 变 ,， 且 alt) 十 b(t) 关 0. 


7.2 带 位 移 的 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 


7.2. 1 ” 带 位 移 的 Riemann 边 值 问题 


本 节 中 将 讨论 所 谓 带 有 位 移 的 边 值 问 题 和 奇异 积分 方程 , 但 只 涉及 比较 
简单 的 最 基本 的 情况 . 更 -一般 的 情况 在 [41] 中 有 详细 讨论 . 

设 工 是 复 平面 中 的 一 条 封闭 的 Lyapunov 曲线 , 已 取 定 其 反 时 针 向 为 正 
向 . + 二 aC?) 为 L 上 的 一 连续 函数 ; 它 把 LL 一 对 一 地 映射 到 LL 自身 , 因此 wa 人 
的 反 函数 :二 a 1(z) 也 连续 , 一 对 一 ; 这 时 我 们 也 说 a(t) 是 工 自身 上 的 同 胚 
映射 (此 外 , 我 们 还 总 设 a (1) € 电 且 关 0 于 LL 上 ). 我 们 称 a(2) 为 工 的 一 位 
移 ， 如 果 ; 沿 工 正 向 环行 一 周 时 , z == alt) 也 沿 工 正 向 环行 一 周 , 即 保持 二 的 
正 向 不 变 , 则 称 a(t) 为 工 的 正 位 移 ; 否则 , r = ubb 就 把 工 的 正 向 变 成 的 
负 向 ， 这 时 就 称 它 为 工 的 反 位 移 . 


SS EE rrgmgggggaennnnnnnnnnn 
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本 段 中 恒 设 as) 为 工 的 正 位 移 . 工 所 围 内 域 记 为 D+， 外 域 记 为 D-. 

所 谓 L 上 带 位 移 的 Riemann 边 值 问题 , 简 记 为 SR 问题 , 是 指 : 寻求 一 分 
区 全 纯 函 数 @(z), 使 其 满足 边 值 条 件 

Ba) 一 GODG 0) +e, teEL, (2. 1) 

其 中 G0) ,g(t) € 日, 且 GC2) 关 0《 正 则 型 ). 此外, 我 们 要 求 B(z) 在 z= co 
处 有 有 限 阶 . 我 们 以 后 将 看 到 , 如 果 (2. 1) 的 解 存在 , 则 必 玫 (4) € H. 

上 述 问 题 也 称 为 Haseman 问题 . 

如 果 alz) 差生 这 便 是 通常 的 R 问题 . 我 们 知道 , 如 果 @i (2) = (2)， 
且 @(o0) ==0, 则 必 @(z) 三 0. 这 一 结果 可 以 推广 到 较 一 般 的 情形 . 


引 理 7.2.1 如 果 @B(z) 分 区 全 纯 , (oo0) 一 0, 而 al?) 为 了 的 正 位 移 ， 且 满 
足 边 值 条 件 
Da) = tEL, (2. 2). 
则 必 B(z) 二 0; 而 若 @(co) 有 界 , 则 必 G@(z) 三 常数 . 


下 面 的 证 明 中 , 暂 设 @(z) € 五; 以 后 将 会 看 到 ， 即使 无 此 条 件 , 仅 设 
对 (0 连续 , 本 引 理 也 成 立 . 
证 首先 我 们 证 明 , 边 值 问题 (2. 2) 在 BCco) = 0 的 条 件 下 只 可 能 有 有 
限 个 线性 无 关 的 解 . 设 B(x) 是 这 样 的 一 个 解 , 且 有 边 值 B+ (1) € 电 , 则 由 
Cauchy 公式 和 Plemelj 公式 ， 
时 (一 | SRar =0, 
LE 工 . (2. 3) 
gD + EDar—o, 
nuL Tt 
在 第 一 式 中 把 1 改 为 a(z) ,rt 改 为 a(7), 利用 (2. 2), 并 注意 到 a(z) 保持 工 的 正 
向 不 变 , 则 它 成 为 
古 - (有一 | Screw: CopDe (DI =0. 


L a(r)— a(t) 
再 把 此 式 与 (2. 3) 中 第 二 式 相 加 ， 即 得 
5 十 元 lL | KG ng (Ddr =0, (2.4) 
其 中 
1 en 
K(D = 二 一世 和. (2. 5) 
我 们 来 证 明 , 天 (t,z) 是 一 ( 弱 ) Fredholm 核 , 即 


|K(,0) | 0<yv<=1, (2.6) 


_M 
Ir—zl’’ 
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其 中 M 为 一 常数 . 事实 上 , 设 o (2 € 五 (0 一 /6 委 1): 
Ja ao 一 wx 有 Air 一 上 (A 为 常数 )，- 
则 有 


[a 一 ab 一 ar 一 分 | 一 fe -ed 


<A|f lt—alrla | 


用 :表示 LL 上 的 弧 长 参数 , 用 zr 点 表示 * 二 0 即 弧 长 度量 的 起 点 ， 并 设 z 5 处 
弧 长 参数 分 别 为 590， 则 (不 妨 设 50 之 0) 
gtl 


| : /十 1 
其 中 C 为 1.2.2 段 中 的 常数 ， 以 此 代 人 上 式 ,， 则 有 


_ |a(D) 一 ce 一 ar)(r 一 站 
ID 一 | fn) Tat TD 


C 
Ad = Al 
< 妇 La do <- jlr tI 


工 一 世 


ar) 


< Te I 
其 中 Mi 为 一 常数 . 但 


lim 
mt 


1 
2 二 三 |= |w C1 
又 因 a (2) 关 0 且 连续 , 因此 1/1a (1)| 有 界 . 于 是 当 zr 充分 接近 时 , 易 证 


5 三 和 | 一致 地 有 界 ， 从 而 (2. 6) 成 立 ( 其 中 v= 1 一 p). 


于 是 (2. 4) 为 ( 弱 ) Fredholm 方 程 , 故 它 至 多 只 可 能 有 有 限 个 线性 无 关 的 
解 , 从 而 (2. 2) 在 Bloo) = 0 的 条 件 下 也 只 有 有 限 个 线性 无 关 的 解 . 
今 设 (2. 2) 有 一 非 零 解 Bi (z) 使 Bo (co) 一 0. 则 显然 B$ (zx) (4 = 1， 
… 小 也 都 是 这 样 的 解 . 但 它们 显然 是 线性 无 关 的 , 这 就 与 以 上 结论 相 荫 盾 . 
六 由 更 的 前 半 彼 (在 € 昌 的 假设 下 ) 得 证 . 
引 理 后 半 段 极为 明显 , 因为 如 果 @(ce) 二 Co, 则 西 (z) = B(z) 一 Go 由 


已 证 结果 必 恒 等 于 零 . 口 
现在 来 讨论 问题 (2. 1) 的 求解 . 先 讨论 最 简单 的 跳跃 问题 ， 
Blalt)) =8 +e), tEL. (2.7) 


因 @(z) 在 oo 处 为 有 限 阶 的 , 不 妨 设 其 主 部 为 
P(z) 一 Co 十 Ciz 十 … “十 Cz” ?9 
且 认为 已 经 给 定 . 


设 (2.7) 有 解 B(z), 在 oo 处 以 PCz) 为 主 部 . 引进 未 知 函数 w(D) E 日 于 


: 
和 
: 
1 
! 
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L 上 ,使 


- 


| . 加 
G2) = | 2 Ya, 当 zE DD 时 ; 


2ri 了 TT 


GB(z) 一 1 < 【《2. 8) 
Lt tT 一 .i 
$2 = ai|, Ldr + Ps), 当 = E Dr 时 
以 后 将 证 明 , 若 上 述 解 存在 ,， 则 这 种 p(D 一 定 存在 . 
在 (2. 8) 中 引用 Plemelj 人 立 得 
+ 二 a (DoD) 
$8" (alt)) 2 2 dr | (2 0) 
gr (CD =— p+) Lar 十 PCG， 


下, rt 


代入 (2. 7)， 便 得 方程 
Ky = 9(0) — a] KC np dr =g(D+PD, (2.10) 


其 中 天 (t,r) 由 (2. 5) 给 出 . 这 是 一 个 ( 弱 ) Fredholm 方程 . 由 于 g(t) € H， 
其 解 (如 果 存 在 ) 必 E HH. 
现在 证 明 (2. 10) 对 任何 给 定 的 g(:),P(z) 有 唯一 解 . 根据 Fredholm 理 
论 , 为 此 只 须 证 明 Kp = 0 只 有 零 解 . 事实 上 , 设 m (7) 是 Kp = 0 的 一 个 解 ， 
它 必 € H. 再 令 : 
ot (2) = 元; eo., 当 zE DT 时; 
Gu (z) = (2.11) 
Bo (2) = 寺 got gr, 当 zE Dr 时 ， 


2xir rz 一 
且 因 mw (GD E 万 , 故 吕 (4 € H. 于 是 , 用 (2. 8) 以 下 相似 的 推理 (P= 二 0), 从 
Kop。 二 0 可 得 
a) = telL; 

且 明 显 地 有 Gu (ce) 二 0. 故 由 引 理 7. 2. 1 (已 证 得 的 部 分 ) 知 , Bo《z) 二 0. 再 
由 (2. 11) 的 后 一 式 , 便 知道 goCan (2)) 为 六 内 某 全 纯 函 数 W(z) 的 边 值 : 
pc) 一 更 人， 

且 W (0) 一 0; 而 由 后 一 式 知 ，m (2) 为 D+ 内 某 全 纯 函 数 凡 (>) 的 边 值 : 

go (0 二 WW (4), 于 是 ， 
Va (=, W(%)=0. 
注意 到 WW (1) € 晶 , 故 再 由 上 述 引 理 ( 已 证 部 分 ) 知 ,， 好 (z) 三 0 于 是 
ob 二 0. 亦 即 Ky 二 0 只 有 零 解 . 
既然 (2. 10) 对 任意 给 定 的 g(t) € 妃 与 多 项 式 已 (5 均 可 解 ， 且 有 唯一 解 


378 -一 一 一 一 一 一 ES 其 他 问题 


所 开 , 用 这 个 解 经 (2. 8) 表示 的 B(z) 便 是 跳跃 问题 (2.7) (在 oo 处 主 部 为 
P(z)) 的 唯一 解 . 

顺便 也 证 明了 这 个 解 @(z) 表示 成 (2. 8) 的 可 能 性 以 及 唯一 性 , 其 中 pC(2) 
确实 E H. 

于 是 我 们 有 


定理 7.2.1 跳跃 问题 (2.7) (其 中 g(b € 日 ), 当 (z) 在 co 处 的 主 部 卫 (z) 
给 定时 ， 恒 有 唯一 解 ， 且 此 解 可 由 (2. 8) 给 出 , 其 中 g(t) E 日 是 (2.10) 
的 唯一 解 . 一般 说 来 ,跳跃 问题 (2.7) 在 co 处 最 多 有 m( 宇 0) 阶 ( 即 在 
SR 中 ) 的 一 般 解 由 (2. 8) 给 出 , 其 中 gl1) EE 五 为 (2.10) 的 解 ， 这 里 
P(t) 为 m 次 任意 多 项 式 . 特别 ，SR_; 跳跃 问题 (2.7) 只 有 零 解 . 还 可 看 
出 ，(2. 7) 的 解 B(z) 的 边 值 @+(t) € 有 H. 


”现在 讨论 齐 次 SR 问题 
Bi(alt)) =GE (0), tiEL, (2. 12) 
其 中 GC) € 瑟 且 尖 0.， GD 的 指标 < 一 去 [arg GD] 不 失 一 - 般 性 , 我 们 


将 想 定 O E D+ 仍 要 求 6(z) 在 co 处 有 有 限 阶 . 
解法 与 不 带 位 移 的 情况 相似 , 可 把 (2. 12) 改写 为 
Bt alt)) = [EG] rt B (2). 


这 启发 我 们 令 . 
Xt+(z) = ep 二 | Le ea, 当 x€ DT 时; 
2xiL Tz 
X(z) 一 、 ] (i) (2. 13) 
_ x T 一 
X (z) 一 2 a Ps |， 当 zED 时 ， 
其 中 X(D) 为 方程 | 


KY = log[ i™G (2)] 
的 解 ， 这 个 解 _- 定 存在 、 唯一 , 且 E 有 H. 
易于 验证 ， 
Xt a)) = GO XO). (2. 14) 
这 只 要 在 两 边 取 对 数 后 由 定理 7. 2. 1 便 可 立即 看 出 . 又 X(z) 处 处 天 0, 在 
z 二 co 处 为 一 x 阶 . X(z) 仍 称 为 问题 的 典 则 函数 ( 解 ). 
以 (2. 14) 除 (2. 12) ， 如 果 记 


_ @(z) 
X(z)’ 
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则 有 
Qt a(t)) 一 全 (D， 
且 Q(z) 在 z= co 处 仍 有 有 限 阶 . 因此 , 再 由 定理 7.2.1, 得 知 


| wla (7), 当 z € Dr 时 ; 
L TT 之 
Q(z) = 
oe wdr+ Plz), 当 z€ Dr 时 ， 
Tl. 


其 中 PCz) 为 任意 多 项 式 , 而 w(t) 为 Ko = PC 的 解 , 它 由 PCz) 唯一 确定 . 
换 回 到 原 未 知 函数 @(z)， 则 


B20) = 本 (2. 15) 
xc dr 十 X(z)P(z)， 当 zE€D- 时 . . 
TL JILT 一 


于 是 我 们 有 


定理 7.2.2 ” 齐 次 SR 问题 (2.12) 在 co 处 有 有 限 阶 的 解 由 (2. 15) 给 出 , 这 里 
X(z) 为 典 则 函数 ， 由 (2. 13) 给 出 , 其 中 X(1) 为 KX 二 log[Li™G(t)j] 的 
解 , 而 k 为 G(t) 的 指标 , PCz) 为 任意 多 项 式 , w(t) 为 Ks 二 P(t) 的 解 . 
若 PCz) 为 次 多 项 式 , 则 B(z) 在 吕 处 有 m 一 x 阶 . 特别 ， 若 要 求 B(z) 
在 co 处 有 天 阶 , 则 当 # 十 于 之 0 时， 应 取 P(z) 为 上 十 奴 次 任意 多 项 式 ， 
而 问题 共有 十 mr 十 1 个 线性 无 关 解 ; 当 k 十 m 二 0 时 ， 它 只 有 零 解 . 


现在 讨论 非 齐 次 SR 问题 (2. 1). 取 典 则 函数 X(z) 如 前 , 则 它 可 写成 


Bat)) 和 ED 
Xue) XO) Parere yh 


由 此 按 (2. 15), 立即 可 得 


Xl gla Co) 当 z E Dr 时 ; 
2x1 JL T 一 之 ’ 
$B(z) = (2.16) 
Xe 9D qr+X(z)P(z)， 当 zE€D 时 ， 
2r1 工 一 之 
其 中 P(z) 仍 为 任意 多 项 式 , 而 9(2) 为 方程 
_ gD 2 17 
Ky = re th (2. 17) 


的 解 . 
我 们 最 感 兴趣 的 是 问题 (2. 1) 在 SR_; 中 求解 ,: 即 要 求 @(o0) 二 0. 这 时 ， 
当 指标 “之 0 时 , 它 的 一 般 解 由 (2. 16) 给 出 ， 其 中 P(z) 为 «一 1 次 任意 多 项 
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式 , 因而 一 般 解 中 含有 x 个 任意 常数 ; 当 x 过 0 时 , 则 在 (2. 16) 中 应 取 P 寺 0， 
且 有 可 解 条 件 


| redr=0, 一 0 1 一 上 一 ]， (2. 18) 


其 中 p( 为 


gb) 
Kp = ron) 


的 唯一 解 : 


p(t) = g(2) +| Re de, 


这 里 Y(t,7) 为 的 预 解 核 .以 此 代 人 (2. 18), 后 者 可 写成 
| head =0, r=1,2,°",—k, (2. 19) 


其 中 如 ,hs，… sh 为 与 g (2) 无 关 的 、 确 定 的 线性 无 关 函 数 ， 
于 是 我 们 有 


定理 7.2.3 非 齐 次 SR_i 问题 (2.1)， 当 k 守 0 时 一 般 解 由 (2.16) 一 (2. 17) 

， 给 出 , 其 中 PCz) 为 一 1 次 任意 多 项 式 ; 当 x 过 0 时 要 满足 一 x 个 可 解 

条 件 (2. 19) 时 才 有 唯一 解 (2. 16) ~ (2. 17) (其 中 了 寺 0). 总 之 , 问题 的 
解 的 自由 度 为 k. . 


为 了 以 后 的 需要 ， 最 后 我 们 来 证 明 下 面 这 一 有 关 分 区 全 纯 函 数 的 表示 引 
理 : 


引 理 7.2.2 设 B(z) 是 以 工 为 间断 曲线 的 分 区 全 纯 函 数 ， 在 工 上 有 边 值 
gt+(D € 万 , 且 G(co) 二 0, 又 ab) 为 工 的 一 正 位 移 ， 则 必 存 在 唯一 的 
函数 p(D) E 日 于 L 上， 使 得 

1 pa (Dg,, 当 zE Dt 时 ; 
Ga 1 (2. 20) 
pr 2dr， 当 z ED- 时 . 
TLT Z 
证 记 g 人 的 二 (a0)) 一 QQ), 则 g() €E H 于 L 上 . 把 此 式 看 成 一 
个 SR 跳跃 问题 , 由 (2. 8) 式 (P 三 0) 及 其 下 面 的 说 明 , 立即 可 得 引 理 的 结论 . 
品 


习 题 
1. 试 证 (2. 19) 中 的 有 (2) ,hz(2)，… ,h(t) 线性 无 关 . 
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2. 条 件 同 引 理 7.2.2, 但 @(z) 在 co 处 有 x 阶 , 则 引 理 结论 将 如 何 ? 6 
提示 ”分别 就 x 之 0 与 «< 过 0 两 种 情况 讨论 . 

3， 如果 alt) 为 了 自身 的 反 位 移 , 则 引 理 7. 2. 1 是 否 成 立 ? 

答 不 成 立 . 

提示 ”考虑 工 为 单位 圆周 | 上 | = 1, 而 a(z) = 工 


7.2.2 保 形 粘 合 定理 以 及 SR 问题 转化 为 R 问题 


带 正 位 移 的 SR 问题 是 通常 R 问题 的 推广 .又 如 上 有 段 所 看 到 的 ， 所 得 结 
果 也 完全 与 后 者 相似 ,之 所 以 会 这 样 ， 是 由 于 通过 下 面 的 保 形 粘 合 定理 ， 可 
使 SR 问题 转化 为 R 问题 . 


定理 7. 2.4〈 保 形 粘 合 定理 ) ” 设 a(t) 是 上 自身 的 正 位 移 , 则 必 存 在 D+ 内 的 
解析 函数 上 二 at(z), 把 区 域 于 分别 一 一 对 应 地 保 形 映射 到 5 平面 上 的 
区 域 A+, 且 w (co) = co, 这 里 At 与 A 为 无 公共 点 的 ( 开 ) 区 域 , 但 有 
公共 的 边界 封闭 晶 线 (At 十 A 十 [为 整个 上 平面 ), 使 得 

wt lalt)) =w (1), tEL. (2. 21) 


证 ”注意 到 要 求 o (oo) = ce, 故 w (z) (如果 存在 ) 必 以 co 为 极点 , 且 
又 因 一 一 对 应 的 关系 ， 它 还 必定 是 单 极点 .又 车 存在 符合 要 求 的 oC(z)， 则 
aw+(z)《 对 任何 a 关 0) 以 及 or#(z) 十 co (co 为 任何 常数 ) 也 必 符 合 要 求 . 因 
此 , 不 妨 设 在 z = ce 的 邻 域内 


or(z) = z 十 全 十 各 十 … (2. 22) 


好 
以 下 恒 在 (2. 22) 的 条 件 下 来 证 明定 理 . 
我 们 先 来 求解 问题 (2. 21). 这 是 一 个 指标 < = 0 的 齐 次 SR 问题 . 但 由 
(2. 22), w (z) 在 co 处 的 主 部 为 z, 故 它 的 解 存在 唯一 (由 定理 7. 2. 1).[ 实 
际 上 易 证 w(t) 是 方程 


沪 (十 元 1 Kn (Ddr=t 


的 唯一 解 . ] 我 们 要 证 明 , 这 样 得 到 的 w+ (z) 满足 定理 的 各 项 要 求 . 

我 们 首先 证 明 , 二 wi (z) 与 C= 一 w (x) 把 区 域 Di 与 DD 分别 映 成 8 平 
面 中 两 区 域 A+ 与 A, 它们 无 公共 点 , 但 有 公共 的 边界 曲线 古 , 且 A+ 十 4 十 
卫 为 整个 5 平面 . 既然 (>z) 分 别 在 D+ 内 全 纯 , 由 内 点 变 内 点 的 原理 , A+ 是 
区 域 无 问题 , 设 它们 的 边界 分 别 为 .由 于 a(L) = 一 工 , 故 

wt lall)) =wt(L)=rt, w(L)=r, 
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因此 由 (2.21), TT 二 , 记 为 且 因 Dt 有 界 , 故人 + 也 有 界 ; 又 因 w (oo) 
二 ce， 故人 无 界 . 这 两 个 区 域 又 有 公共 的 边界 , 故 必 合十 4 十 厂 为 全 平面 ， 
且 丁 为 一 封闭 的 Jordan 曲线 . 

其 次 我 们 要 证 明 : 映射 5= 王 中 (DGE 工 都 是 一 对 一 地 把 工 映射 到 有 上 . 

为 此 , 我 们 先 证 明 , w+ “(z) € 昌 于 L 上 . 设想 它们 存在 , 则 由 (2. 21)， 
应 有 

a (Dot an) = (t), 1 EL; 

又 由 (2. 22), w “(oo) 一 1. 所 以 , 我 们 来 考虑 求解 齐 次 SR 问题 ( 记 住 
a (t) 0) 


ya = iEL, yo)=1, (2. 23) 
a (t) 


证 明 其 解 唯 一 , 再 证 明 ot“(z) 存在 且 等 于 六 (b. 我 们 来 看 问题 (2. 23) 的 指 
标 x. 令 t 二 al?), 且 忆 rz 的 弧 长 参数 分 别 为 *,a， 则 


dr _ 1, dtds 
6 (x) 


因此 ， 
lfag st] Slagdt] 1fored] + lfargg 
i cod tl er 一 商 [me 史 ] 十 南 [>g 风 ]. 
星 为 + 处 的 正 向 切线 向 量 , 当 :+ 沿 上 正 向 环行 一 周 时 ， 此 切线 向 量 的 倾角 arg 和 
的 改变 量 为 2x, 故 上 式 右边 第 一 项 等 于 1. 又 因 al?) 为 正 位 移 , 故 : 沿 L 正 向 
环行 一 周 时 ,rt 亦 必 如 此 ,所 以 上 式 右边 第 二 项 等 于 一 1. 而 侍 作 为 一 连续 本 


数 且 天 0 (这 可 由 (*) 式 看 出 ,注意 | 蛤 | = | 变 | 一 1), 所 以 它 永 远 不 变 号 


(实际 上 恒 为 正 ), 因此 上 式 右边 最 后 一 项 等 于 0， 于 是 得 知 « = 0， 再 次 由 定 
理 7.2.1,(2. 23) 确 有 唯一 解 y(z), 且 六 (CD € 有 于 L 上 . 
现在 要 证 明 半 (tf) 二 ot (2). 令 


wd (2) 一 | ,7 (Ddz， 当 xE€ Dt 时; 


wo (z) 一 


wo (z) -| Y (z)dz, 当 zE€ D7 时， 
其 中 E 工 为 一 国定 点 ， 则 
alt) t 
jalD) =| ， 六 (CDdr =| yi (alt))a C0) dt 


= | (Ddt = wr (1), 02.24) 


to 
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其 中 积分 路 径 都 可 看 做 取 在 L 上 , 且 沿 正 向 进行 . 又 因 y” (co) = 1, 故 在 z 一 
co 附近 有 展 式 


六 (a 一 1 十 思 十 只 十 … 
之 之 


但 是 
di =——resy (DW|, -一 过 | 7 Wd 
= Or eda = | d=0. 
由 于 wo (z) 一 六 (2)， 故 在 z = co 附近 有 展 式 
i (2) 一 十 册 一 旦 一 坊 一 … 


其 中 do 为 某 常数 .考察 函数 

al(z) = w(z) — wo (z). (2. 25) 
由 C2. 21), 《2. 24), wif 《a(t)) 二 wi (1), 且 比 较 (2.22),(2.25) 知 , wi (oo) 有 
限 . 由 引 理 7. 2.1, 故 wi (z) 为 一 常数 ,因此 wi(z) 二 0. 所 以 

ct = = #2). 
于 是 我 们 证 明了 a “(#) 确实 存在 , 且 € 五. 

现在 证 明 ¢ 二 wt () 把 二 一 对 一 地 映射 到 有 上 . 例如 , 对 于 w (2) 来 说 ， 

车 有 两 不 同 点 二 ,ts ELL, 使 ww (41) = 二 w(t2) = 二 WET 令 m(z) 一 oz) 一 
5 ， 则 


wi (a(t)) = ws (1)， (2. 26) 
有 目 (a(t)) = wy 4 (al(ts)) = 一 wy 2 (11) = 一 wy 2 (ft2) 一 0. 再 令 
十 一 (2 t (2) , 
3 (z) [z—alti) J[z— aCt,)]’ zE D 
一 wa (2) -， 
wa (2) 一 Cn z€D ; 
它们 都 在 L 上 分 别 有 边 值 o(2), 县 
十 
本 有 和 中 (uCD) 
we 一 [TO 二 [Le 二 5 
一 co (£) 
(3 (2) GEA) Gt) (2. 27) 
再 由 (2. 26), 得 
wt alt)) = C(t tz) ws (). (2. 28) 


[alt) — alti) LaGa — alt,)] 
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这 又 是 一 个 齐 次 SR 问题 @. 注意 到 当 t 自 1 沿 L 正 向 环行 一 周 回 到 时 ， 
arg( 一 五 ) 的 改变 量 为 x; 这 时 alz) 也 从 alti) 沿 工 正 向 环行 一 周 回 到 a 《zt1) 
(注意 a() 为 正 位 移 ), 故 又 有 
{ arg[a(z) —aln)]}, 一 

把 五 改 为 ts 时 也 有 类 似 情况 . 因此 问题 (2. 28) 的 指标 x = 0. 且 因 w (9 E€ 
五 ，(2. 28) 中 的 整个 系数 也 E 瑟 、 又 因 (z) 和 w (z) 一 样 , 在 co 处 的 阶 数 
为 1, 所 以 3 Co) 二 0. 故 由 定理 7. 2. 2(k 一 0, m 一 一 1), 慎 (z) 三 0. 从 而 
迟 (z) 三 0 而 w+ (x) 三 5 为 一 常数 . 但 wo (z) 把 z= 二 co 上 映 到 co, 故 这 是 不 可 
能 的 . 这 就 证 明了 5 = w (2) 把 一 对 一 地 映 成 让 由 于 r= GD 把 LL 一 对 
一 地 映 成 自身 , 且 of 《a(t)) 二 ww 人 , 放 == wt (2) 也 一 对 一 地 把 L 有 映 成 TT. 

这 样 , 我 们 已 证 明了 “= 吐 (D 把 L 一 对 一 地 且 连 续 地 映射 到 厂 上 ( 同 胚 
映射 ). 又 因 分 别 对 应 于 A+, 故 当 t 沿 L 正 向 环行 一 周 时 ,5 = a(t) 也 
必 沿 本 正 向 环行 一 周 . 

最 后 证 明 映 射 8 = 二 呈 (z) 都 是 单 叶 的 , 即 分 别 把 D+ 一 对 一 地 映 成 A. 
任 取 5 € 人 我 们 要 证 明 : wz) 一 所 一 0 在 六 内 的 根 的 个 数 N==1. 因 
wt(z) 一 4 委 在 D+ 内 全 纯 , 故 由 辐 角 原理 ， 


1 wt ’(t) _ 
一 元 De gil loelet (1) 5 


二 去 (arg[wt C2) 一 站 一 充 [arg(¢ 一 &)lr=1. 
.这 就 证 明了 “5 = w+ (z) 的 单 叶 性 . 再 任 取 吕 E A-. 我 们 也 要 证 明 w(z) 一 名 
二 0 在 Dr 内 的 根 的 个 数 N' = 1. 因 w (ce) = co, 故 在 z 平 面 中 可 作 一 充分 
大 的 圆周 ZR ( 取 反 时 针 向 为 正 向 ), 使 二 位 于 它 所 围 的 圆 域 中 , 并 使 在 Lg 的 
外域 中 or(z) 一 & 二 0 无 根 . 又 设 Le 经 wo 一 (z) 映 成 曲线 TR, 它 完 全 在 A- 内 ， 
且 名 在 次 所 围 的 内 域 中 . 在 L 和 La 间 所 形成 的 域 上 用 辐 角 原理 , 则 有 


v=- ) A 


一 i (logLe (2) 一 tj) 一 过 (log[w- (2) 一 cz} 


@ 不 过 现在 , 由 (2. 27), 呀 (2) 分 别 在 1 二 4 与 志 处, 可 能 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 且 
H*. 但 易于 证 明 , 在 性 (2) € HH* 情况 下 的 齐 次 SR 问题 (2. 28), 以 前 的 论证 与 结论 完 
全 成 立 , 最 后 仍 得 哇 (D E H. 因此 可 以 在 原来 的 提 法 下 求解 ， 
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一 去 (arg[or (DO 一 tw]} 一 去 {arg[wr Co 一句] 


= 去 [argG 一 名 )]m 一 去 LargGg 一 多)] 
一 1 一 0 一 1. 
所 以 “= w (z) 也 是 单 叶 的 . 1 口 
既然 二 四 (z) 分 别 保 形 映射 Dt 于 A, 且 Dt 的 边界 工 是 一 条 
Lyapunov 曲线 (这 是 本 节 一 开始 就 假定 了 的 ), 所 以 顺便 看 出 , 工 的 像 卫 也 是 
Lyapunov 曲线 (由 2. 6. 1 段 中 提 到 过 的 Kellog 定理 ). : 
前 已 提 到 ， 此 定理 的 几何 意义 在 于 : 可 以 把 SR 问题 转化 为 通常 的 民间 - 
题 . 我 们 现在 来 说 明 这 一 点 . 
设 要 求解 问题 (2. 1). 由 上 述 定理 ， 可 作出 分 区 全 纯 函 才 . 声 (z) ) 适合 定理 
的 要 求 . 定义 5 二 ot (z) 的 反 函 数 分 别 为 z 一 OE(. 定义 
yw — {ee 当 5E€ At 时; 
GO (D)， 当 5EA 时 . 
故 亚 (4) 是 以 丁 为 跳 峻 曲线 的 分 区 全 纯 孙 数 . 令 
t=wt(alt)) =w 0) ET, 


(2. 29) 


于 是 
a) = 0 (7), t= 0 0). 
在 (2. 29) 中 令 5 分 别 从 下 的 正 、 负 侧 趋 于 生 上 的 r， 则 有 
V(r) = B+ ONT)) = B+ a(t)), 
VD=8 0) = 80). 
因此 , 问题 (2. 1) 就 成 为 通常 的 R 问题 ， 
Wi) 一 GO V+geu nD)), rEeL, (2. 30) 
这 样 , 一 切 有 关 通 常 RR 问题 的 结论 就 可 直接 推广 到 SR 问题 上 来 . 特别 ， 
引 理 7. 2. 1 现在 也 得 到 了 完全 的 证 明 ( 注 意 ,这 里 要 引用 的 粘 合 定理 只 涉及 
该 引 理 前 面 已 证 的 部 分 ). 


习 题 
1. 试 证 : 问题 (2. 1) 与 问题 (2. 30) 的 指标 相等 ， 间 所 求 的 解 在 ce 处 阶 数 


的 要 求 也 不 变 . 
2. 设 工 为 单位 圆周 | 上 | 一 1， 页 
— i 
“CD = 
其 中 6B 为 一 常数 , 且 |B8| 二 1. 试 求 保 形 粘 合 定 理 中 的 w(x). 
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答 wi(z) 二 a li(z), w (z) = x. 
7.2.3 其 他 带 位 移 的 边 值 问题 


本 段 将 讨论 一 些 其 他 类 型 的 带 位 移 边 值 问题 , 但 有 时 只 指出 求解 的 途径 
和 结果 ， 而 不 作 详 细 的 推导 与 讨论 . 
仍 设 工 为 一 封闭 的 Lyapunov 曲线 , 其 内 域 为 D+ ,外 域 为 D-. 考虑 下 一 
带 共 罗 的 边 值 问题 ; 求 分 区 解析 函数 B(z) 使 满足 边 值 条 件 
Da 人) 一 GO G0) +e, teLl, (2. 31) 
其 中 G2) ,g(t) E 日 , 已 给 于 LL 上, GQ1) 关 0, rr 二 a_ (4) 是 一 反 位 移 , 它 把 
L 拓扑 地 变 成 自身 , 但 方向 相反 , 且 仍 设 a'_ (2) 关 0, € HH. 
首先 注意 , 用 保 形 变换 立即 可 以 把 问题 (2. 31) 中 的 工 改 为 单位 圆周 . 事 
实 上 , 设 z 二 at (5 分别 把 单位 圆周 jz| = 1 的 内 域 | 一 1 与 外 域 | 5| > 
1 保 形 映射 成 Dt 与 Dr , 且 不 妨 设 w (co) = oo. 令 
Vi = tw (0)), It|<1; 
VO)=B (ww (0), lt>1. 
记 : 上 一 om (|r|==1), 故 
V(rD)=68 (wv (r))= 8 0). 


另 一 方面 ， 
Bia (0) = Bt w (7)) = Vi((wt) la ww (7)). 
因此 , 问题 (2. 31) 就 化 为 
WR DD) = VD+g DD), rET, (2.31) 
其 中 AL (Co = (wt)Tia_w (zr), 显然 它 也 是 上 的 反 位 移 ， 且 易 见 矿 (r)》 光 
0,， EH. 又 因 G(o CoD),g(or(nD) 在 上 也 满足 相应 的 条 件 , 故 (2. 31) "已 
是 TT 上 的 同类 型 问题 . | 
所 以 ， 不 失 一 般 性 , 不 妨 认 为 (2. 31) 中 的 工 就 是 单位 圆周 上:| = 1. 求解 
时 , 我 们 可 将 未 知 函数 St (z) 作 如 下 改造 : 


Bz) = 条 (#); 当 |z| 一 1; 


| 一 


1 (2. 32) 
oT (2z) = 对 (=); 当 |z|> 1. 


于 是 ， 


Dt) = 0), B=, |t|=1, 
因此 (2. 31) 成 为 
D1 (a 人) =GDG) teu), tiEL, 
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这 里 a_ (2) 已 是 L 上 的 正 位 移 . 记 其 道 变换 为 BC(t) 仍 为 正 位 移 ); 则 上 式 可 
写成 


证 | &(B(1)) 
oi (8()) = ds (t 0) + Gegen))’ :EL. C2. 33) 


这 样 , 问题 (2. 31) 就 化 为 前 面 讨论 过 的 SR 问题 ; 不 过 要 小 心 , 因 (2. 32) 的 
关系 , @ (z) 在 zx 二 oo 处 的 性 态 变 成 了 (z) 在 z 二 0 处 的 性 态 , 而 @+ (z) 
在 z 一 0 处 的 性 态 却 变 成 了 gr (z) 在 z 二 co 处 的 性 态 . 注意 到 了 这 些 , 根据 
(2.31) 在 z = 0 与 z 一 oo 处 的 要 求 , 分 别 变换 成 (2.33) 在 = 一 co 与 > 一 0 
处 的 要 求 ， 然后 求解 就 可 如 前 进行 , 不 再 有 任何 困难 了 . 


对 于 单 边 的 带 位 移 边 值 问题 
St(o_ (1)) = GW D+ gD), i:€EL, . (2.34) 

其 中 a_ (2) 为 反 位 移 , 以 及 另 一 问题 
Bia) =G0 VDD+eD, 1EL, (2.35) 


其 中 alz) 为 正 位 移 (不 失 一 般 性 ， 仍 资 工 为 弟 位 国 周 )， pO 条 件 如 前 ， 
而 更 (7) ,Wt (2) 是 D+ 内 未 知 全 纯 函 数 的 边 值 ， 只 要 


92) = Wt ( 主 )， 

便 可 化 为 已 讨论 过 的 问题 去 求解 , 这 里 不 再 论述 . , 

如 果 在 (2. 34) 或 (2. 35) 中 , 要 求 @+() 二 Wi(2) 是 Dt 内 同一 全 纯 函数 

Bz) 的 边 值 , 则 车 对 于 a_ (z) 或 alz) 不 另 加 条 件 限 制 ,一般 说 来 问题 就 不 

会 有 解 . 因为 , 在 求 得 (2. 34) 或 (2. 35) 的 解 G+ (z) 或 Wi(z) ( 解 中 只 含有 限 
个 常数 ) 后 , 要 想 @Gf(z) 二 Wi (z) 一 般 是 做 不 到 的 . 


现在 我 们 来 考虑 边 值 问题 
Ga 信 ) = GB 十 g(， 上 GE 工 ， 《2..36) 
其 中 alz) 为 反 位 移 ( 已 将 a_ 〈D 改写 为 (5D)， 它 满足 Carleman 条 件 : 
a(alt)) =1, (2. 37) 


其 他 条 件 同 前 . 这 类 边 值 问题 也 称 为 Carleman 边 值 问题 . 

《2. 36) 可 用 下 列 方法 求解 . 在 其 中 将 + 换 为 c(D， 注意 到 条 件 (2. 37), 则 

.第 

| Dt) = Gla(t) Bt alt)) + glalt)). (2. 38) 
在 (2. 36),(2. 38) 中 消去 BT Calz)), 得 

. [1—G(a(t)G0) Gt 0) = Gla(t))g0) + g(alt)). (2. 39) 

如 果 GCab2))GC2) 关 1, 则 (2. 39) 可 写成 


+ _ Glalt) gD) 十 ge(CD) 
一 CGI ~ .240) 
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所 以 , 如 果 上 式 右 边 的 确 是 D+ 内 某 全 纯 函 数 人 (>z) 的 边 值 , 则 已 求 得 问题 
(2. 38) 的 解 D. 事实 上 ， 果 若 如 此 ,在 (2.40) 中 把 : 换 为 a(z), 将 所 得 
gt Calt)) 以 及 (2. 40) 中 的 G+ (2) 代入 (2. 38), 可 见 其 的 确 满足 . 

如 果 


Ga(D)GCD = 1 (2. 41) 
则 由 (2. 39) 很 明显 ，(2 36) 可 解 的 必要 条 件 为 


Glalt)) g(t) + g(alt)) = 0. ~ (2.42) 
这 时 虽然 任何 在 D+ 内 全 纯 的 聘 数 G1 (z) 均 满足 (2. 39), 但 一 般 说 来 并 不 满 
足 (2. 36), 因此 还 要 进一步 讨论 其 求解 问题 ,我 们 将 看 到 , 这 时 间 题 (2. 36) 
可 化 为 开口 弧 段 上 的 尺 问题 . 

首先 证 明 , 齐 次 边 值 问题 | 

B+ (alt)) =+ Bt(t), tEL (2. 43) 
只 有 常数 解 ( 且 右边 取 负 号 时 ,常数 为 0). 其 证 明 方法 与 引 理 7. 2. 1 的 证 法 类 
似 . 


然后 求解 边 值 问题 
wt a(t)) —wt(t) =0, 1EL, (2. 44) 
其 中 wi (z) 在 D* 内 解析 , 但 在 某 点 = 一 zo 处 有 单 极点 , 且 其 留 数 为 1, 即 


wt (2) = — + Wt(z), (2. 45) 
之 之 0 
其 中 亚 (z) 已 在 D+ 内 全 纯 . 将 (2. 45) 代入 (2. 44), 故 问题 (2. 44) 就 化 为 跳 
跃 问题 
ra) — Wt) = -i ,ieL. (2. 46) 


a(D) CO— zo 


来 和 46) 时 ， 引进 新 的 未 知 函 数 多 已 ， 使 


Witz) = i|, yD, zED, (2.47) 
TZ | 
_ 且 要 求 VC) 满足 条 件 ， 
SD) +a(D) 一 0 (2. 48) 


[我 们 马上 就 要 看 到 ,这 是 可 能 的 ]， 利用 Plemeij 公式 以 及 这 一 条 件 , 可 得 
g(t) 应 满足 的 积分 方程 


1 _ 1 
JD +2) KC DG)dr = 


1 __ 
al(t)—zo tO— zo 


， tE€EL, (2.49) 


@ 如 果 1 一 Gla(2))GOD 在 L 上 有 一 些 零 点 , 而 (2. 40) 右边 分 子 中 也 有 类 似 零 点 ， 
且 消 去 后 , 如若 (2. 40) 仍 为 D* 内 全 纯 函 数 的 边 值 , 则 结果 相同 . 
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其 中 天 (or) 由 (2. 5) 给 出 . 我 们 已 证 过 , 这 是 一 个 ( 弱 ) Fredholm 方程 , 对 任 
意 右 端 可 解 ， 且 解 唯一 . 易 证 此 解 的 确 满足 (2. 48)， 由 此 ,从 (2. 47) 就 得 出 
yt(z), 再 由 (2. 45) 便 得 (2. 44) 的 解 wt Cz). 

由 于 alz) 是 反 位 移 , 显然 上 有 两 个 不 动 点 a,6， 我 们 把 工 分 成 两 个 开 
口 弧 段 , 依 正 向 分 别 为 二 邓 ,L 一 总 . 函数 ww 二 'w+(z) 把 D+ 映射 到 
平面 上 , 使 


和 


wtla) =a, wi(b)=8, 

且 i 经 ur (z) 映 成 ww 平面 上 一 光 少 弧 段 太一 op. 又 因 wt Cab)) 一 由 (CD ， 故 
Lz 也 上 映 成 卫 且 当 上 从 a 点 出 发 沿 工 正 向 环行 一 周 时 , 其 像 + 二 wt (i) 先 从 a 
点 沿 正 侧 至 Bp, 再 从 B 沿 厂 负 侧 回 到 a. 记 wwt (z) 的 反 函数 为 zC(ww), 且 分 别 
记 其 在 T+ 上 的 边 值 为 二 (z). 引进 名 Cw) 二 B+ (z(w)). 当 tE€ 1 时 , 记 1 一 
二 (n 或 即 7 一 tb) 二 wt (a 四 ), 故 alt) 一 (DD). 同样 , 当 t€ Lz 时 , 记 
ca 的 二 zi (7) 或 即 t 一 w+ al)) = 二 wt(), 故 t= 二 zt(). 这 样 , 当 iE Li 时 ， 
(2. 36) 成 为 

Bt z(t)) = Gzt (7)) Bt (zt (7)) + g(x (7)), trET; (2.50) 
当 上 EL 时, 则 有 

对 (x+(D) = Ge DBD)) +g), rET. (2.51) 


引进 新 的 未 知 函 数 
BW) =BW)), (2. 52) 
它 在 多 平面 中 解析 ,以 栈 为 跳 耻 曲 线 , 且 Bi (co) 有 限 . 于 是 (2. 50) 成 为 
BI) = GB +g nD)), rET, (2. 53) 
而 (2. 51) 成 为 
St) = Ge (BD +gl nD), rET, (2. 54) 


”但 由 条 件 (2. 41), (2. 42) 可 知 ,(2. 53) 与 (2. 54) 实际 上 是 同一 边 值 条 件 .这 

样 , 整个 问题 就 化 为 开口 弧 段 下 上 的 R 问题 (2. 54)， 且 要 求 B (co) 有 限 ， 
Bi (a) ,G1(B) 也 要 有 界 . 问题 提 法 完全 确定 , 求解 方法 在 第 四 章 中 已 讲 过 ， 
此 处 不 再 重复 论述 . 


现在 讨论 边 值 问题 
Ba(t)) = G0 GO) +gt), ti€L, (2. 55) 
其 中 (2) 为 正 位 移 , 旦 满足 Carleman 条件 (2. 37). 这 显然 是 旦 问题 的 推广 . 
,以 下 恒 设 a(1) 天 二 


在 (2.55) 中 把 : 换 为 a(z),， 利用 条 件 (2.37)， 与 (2.55) 一 起 消去 
$+ Calt))， 得 
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[1 一 GD Ga) 人 (0 = Glatt)) g(t) + glalt)). (2.56) 
如 果 GCDGCa(z)) 关 1, 则 有 


+ _ Ga)EDT+TegaCO) 
0 1 一 ECOGCGD)) 2 57 


只 要 上 式 右边 是 Dt 内 全 纯 函 数 的 边 值 ， 就 可 证 明 此 函数 就 是 所 求解 ; 否则 ， 
(2. 55) 当然 就 无 解 . 


如 果 
GDGGeGD) =1, . (2. 58) 
则 问题 (2. 55) 可 解 的 必要 条 件 为 
Glalt)) g(t) + glalt)) = 0. (2. 59) 


今 设 条 件 (2. 58) , (2. 59) 均 已 满足 ， 进 一 步 讨 论 问 题 (2. 55) 的 求解 . 
与 前 类 似 , 先 证 边 值 问题 
Da) =+ 8), 1tEL (2. 60) 
只 有 常数 解 , 且 右边 取 正 号 时 为 实 常数 ,右边 取 负 号 时 为 纯 虚 数 . 这 只 要 用 
对 称 延 拓 的 方法 将 它 化 为 (2. 2) 求解 便 知 . 
其 次 ， 考虑 简单 的 跳跃 问题 


BG) B=g0), tEL, | (2. 61) 
这 时 GG) 一 1, 条件 (2. 58) 当然 满足 ，(2. 59) 则 成 为 
g(t) + galt)) 一 0. (2. 62) 


然后 证 明 当 (2. 62) 满足 时 , 问题 (2. 61) 确实 可 解 . 方法 是 , 引进 新 的 未 知 孙 
数 p(z)， 使 
Bz) = | Pa, ze Dt, (2. 63) 


2nl L TT 之 
且 要 求 

pa) 十 pGbD = 0. . (2. 64) 
用 Plemel; 公式 , 把 (2. 63) 代入 (2. 61), 注意 (2. 62) 与 (2..64), 可 得 积分 方 


程 
_ 1 aDdr di 
My 二 9(D)+ [0 Ee — a(t) 和 g(D, 
” 它 又 可 改写 为 


Mp = + MG dr = gl), 1€EL, (2.65) 


”其 中 


Mn) 一 [a es -过 让 [2 全] 
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”注意 到 = +， t= 二 下 一 纯 则 可 知 


M(i,r) = 二 一 KG 


因此 (2. 65) 也 是 ( 弱 ) Fredhoim 方程 . 然后 再 如 前 , 证 明 Mp = 0 只 有 零 解 ， 
从 而 (2. 65) 对 任何 g(z) € 末 有 唯一 解 ; 且 易 证 所 得 解 的 确 满足 (2. 64). 由 
此 得 出 的 (2. 63) 为 (2. 61) 的 一 个 特 解 再 由 (2. 60) 的 解法 知 ，(2. 61) 的 一 
般 解 为 


6(z) = | PD ta, (2.66) 


其 中 gp(z) 为 (2. 65) 的 解 ，ao 为 一 任意 实 常数 . 
再 进 一 一 步 讨 论 跳 路 问题 (2. 61) ， 但 允许 @(z) 在 = 一 0 处 有 六 阶 极点 这 
时 可 设 


6(z) = > Sw(), (2.67) 
其 中 业 (z) 已 在 广内 全 纯 (aze 1 ,azs 均 为 实 常数 )， 以 此 代入 (2. 61), 便 得 
于 (CD) 一 到 一 g) 十 只 oj， (2. 68) 
其 中 四 四 


ho (1) = 大 一 hz (t) 一 一 过 一 


_1 i 

ok (CD a 2) 

求 出 Mp = hi 的 解 gi(t), 代入 (2.63) 得 出 Bi (z), 连同 (2. 66)， 则 可 得 所 求 
解 为 


1f gla(), 
加 6(z) = | 2 det Dorpale), (2. 69) 
这 里 已 令 想 (z) 二 1, 而 ax 为 一 些 实 常 数 . 
现在 来 考察 齐 次 边 值 问题 
L Da) =GD G0), teEL. . (2. 70) 
LE 这 时 条 件 (2. 59) 消失 ， 只 剩 下 (2. 58). 


如 果 
一 Ind GC) = 元 [argCCD)] 


鬼 0, 则 只 要 在 (2. 70) 中 两 边 取 对 数 后 就 可 求解 . 
| ” 现 设 x 关 0. 我 们 先 证 明 « 必 为 一 偶数 . 事实 上 , 任意 取 定 : € Li, 设 
#1 ) 一 ts， 于 是 由 (2.37), a(t2) 一 三 . 设 自 二 沿 基 正 向 至 的 弧 段 为 1， 
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o 至 的 缴 段 为 L,， 则 当 t 沿 1 正 向 走 遍 一 次 时 ，a(z) 就 沿 Ls 正 向 走 遍 一 
次 . 由 (2. 58)， 
argG(a(t)) — argG(t) = 2mx, (x) 
这 里 迄 是 一 整数 . 而 由 连续 性 知 ， 不 论 ti€ 二 取 何 值 ， 《 关 ) 式 中 的 w 是 同一 
整 效 因此 
Larg C(D] = .arg G(t2) — argG(t) 


= argG(alt1)) —argG(ti) = 2mx. 


再 由 (* ) 式 便 可 知 
[argG(t) Jr, = [argGlalt))j,, = LargGCa) ll. 
LargGC2) 1] = LargG(t) J + LargG(s) jr, 
= 2LargG(t) J = 4mx, 
亦 即 


= 去 [argGGD)] = 2m. 


”现在 来 求解 (2. 70). 记 
| GC) = a” (t)Go (1), 

则 易 见 Indi Go (2) 二 0. 故 当 (2. 70) 中 的 GCz) 改 为 Go (2) 时 可 求 得 解 Xo(z). 
再 令 X(z) = wz?XXo(z) 时 , 它 就 适合 (2. 70). 于 是 (2. 70) 可 改写 为 

Bt (alt)) = (于 多 )， 

Xt (a(t)) Xt (2) 
因此 ， 如 果 k 一 2 过 0, 则 因 B(z)/X(z) 在 z= 二 0 处 有 m 阶 极点 , 故 由 (2. 69) 
(注意 这 时 g() 一 0 所 以 ?0 = = 0) 得 (2 70) 的 一 般 解 为 


Bz) 一 X(N ap (2.71) 
如 果 “ = 2m < 0， 显 然 它 只 有 零 解 . 
最 后 » 一 般 问题 (2. 55) 现 可 写成 下 一 跳跃 问题 : 
Dia)) ( 玫 包 ) __ g(t) 


Xt+(alt)) GD XiaCD) 
易 证 , 当 % == 2 之 0 时 , 它 有 一 般 解 
. 2m 
G(z) = XCa| wa 十 aro) | (2.72) 
k=0 
其 中 
galr)) __g(D) 
Va) 一 天 | LD dr, My XE; (2.73) 


一 
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”而 ax 为 任意 常数 ; 当 w = 2m < 0 时 , 则 当 且 仅 当 满足 可 解 条 件 


| va) edr =0, k=2,3,.,—k (2.74) 
时 问题 有 解 1 
G(z) = Xz) [Vz) 十 Co]， (2.75) 
其 中 
cc _ 1l dr 
G, = 一直 | yeco) 于 (2.76) 
习 题 


. 求解 问题 (2. 43) 与 (2. 60)， 并 验证 所 得 结论 , 
2. 写 出 求解 齐 次 间 题 (2.70) 的 所 有 XoCz) 的 明显 表达 式 . 
3. 详细 验证 求解 问题 (2. 55) 时 所 得 的 结论 . 


7.2.4 带 位 移 的 育 异 积分 方程 


本 段 略 述 一 种 带 位 移 的 奇异 积分 方程 ， 它 可 化 为 奇异 积分 方程 组 求解 
设 要 求解 方程 


Np =a(D9(D) + pel) + < 2| Ye dr 
十 富 | at/ ND oD de 

=g(t), 1E€EL, (2.77) 
其 中 工 仍 为 一 封闭 的 Lyapunov 曲线 , a,b,c,d,N € H, 而 a(t) 为 自身 的 
正 位 移 或 反 位 移 ,， 且 满足 Carleman 条 件 (2. 37)， 当 a(z) 为 正 位 移 时 , 并 设 
天 上 仍 设 a' (4) € H, 0. 
自在 (2.77) 中 把 + 换 为 (5， 则 用 条 件 (2. 37), 得 
i alalt) g(a(t)) +b(alt)) pt) 
: ca) oy + gD dl 


ni JLr—a(lt) r—t 
+| NGalD Dp) dr = get)). (2.78) 
和 果 记 g(z) 一 (DO，pGeCD) = pz (2), 则 显然 
pi (alt)) = pa). (2.79) 


办，(2.77) , (2. 78) 可 分 别 写成 


其 他 问题 


alpi WD + op) + LO Erar 


Lt™—t 


DT a(D 
to yp dr 


+| NG,Do (Ddr = g(t), 


blalt)) pt) 十 a(e(D)oz + dle) | Dg 


工 一 上 


hMcGCaCbD) a (2) 
te ZO) a 


+| Na ,Dp dr = ga)), 


其 中 4 = 十 1 或 一 1 视 alz) 为 正 位 移 或 反 位 移 而 定 . 上 面 二 方程 是 向 量 p(7) 一 
(pl(D ,pz (CD) 的 一 个 奇异 积分 方程 (组 ): 


AWoD + Ef ecoDar 二 | ki Dp dr = GW, rEL, (2.80) 
T1L .LT 一 上 L 四 


其 中 
-AD = alt) . b(t) | 
. bla(t)) alatt)) 
BC) = cf) . Nd 0) |， 
\d(lalt)) MXc(aGb) 
N(,7) —Ad (Kt, 7) | 
klt,T) 一 3 
Nlalt),r) 一 McGa(Ct) 天 (tr) 
g(t) | 
G ) = 9 
《4 |， (a(1)) 


这 里 K(z,7) 仍 由 (2. 5) 给 出 . 

这 样 , 方程 (2. 77) 就 化 为 方程 (组 ) (2. 80). 求 出 (2. 80) 的 解 po 一 
(ob ,pz 人 DO) 后 , 还 要 补充 满足 条 件 (2. 79), 则 pi (Co == 9pGt 就 是 (2.77) 的 
解 . 因此 , 方程 (2. 77) 的 求解 问题 可 完全 化 为 上 一 章 讨论 过 的 奇异 积分 方程 
《组 ) 的 求解 问题 . 

Carleman 条 件 (2. 37) 可 作 如 下 推广 : 记 

a (2) = ,a(t) = alt), oe, Alt) = a GD) 


如 果 存 在 一 正 整 数 n( 宇 2), 使 


oli) 三 上 (2. 81) 
( 且 = 为 满足 此 条 件 的 最 小 正 整数 )， 则 称 此 条 件 为 广义 Carleman 条 件 . 当 . 
(2. 81) 满足 时 , 用 与 上 面 类 似 的 方法 ,方程 (2. 77) 的 求解 问题 可 化 为 n 维 向 
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量 的 奇异 积分 方程 的 求解 问题 . 

关于 这 些 方面 的 详细 研究 , 可 参看 L41], 这 里 不 再 作 进 一 步 介 

如 果 (2. 77) 中 的 系数 、 核 以 及 位 移 具 有 某 种 解析 特性 ， We 
接 解法 , 得 出 显 式 结果 ,可 参看 [2]. 

注 以 上 所 考虑 的 带 位 移 奇 异 积分 方程 ， 其 位 移 都 发 生 在 积分 曲线 上 本 
身上 面 . 当然 也 可 考虑 位 移 到 工 外 面 的 情况 . 我 们 曾 对 一 种 奶 下 的 特殊 带 平 
移 的 奇异 积分 方程 进行 研究 ， 


6 (1) (2) : 
ap(D +S) dt £|, 72d = g(z), zx EX, (2.82) 


其 中 X = (一 co, 十 co) 为 实 轴 , a,5,c 为 常数 ，a(z) 一 工 十 a 十 褒 (BZ 0) 为 
一 复 平移 (8 之 0 时 称 为 上 平移 , 8 二 0 时 称 为 下 平移 ), 已 知 函 数 gCz) 和 未 知 
函数 p(z) 均 € 分 . 我 们 甚至 还 讨论 (2. 82) 中 可 含 多 个 上 、 下 平移 的 情况 ， 
还 含有 共 力 函数 gCz) 的 情况 , 乃至 方程 组 的 情况 . 请 参看 [71] ~ [75]. 
此 外 , [76] 中 还 对 某 种 带 变换 的 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 进行 了 讨论 . 


7.3 卷 积 型 线性 方程 组 


7.3. 1 Laurent 变换 


无 论 在 理论 上 或 实用 上 , 常会 遇 到 无 穷 多 个 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 的 
求解 问题 ,本 节 将 讨论 其 中 某 些 特殊 类 型 的 即 所 谓 卷 积 型 方程 组 的 解法 . 在 
一 定 条 件 下 ,它们 可 化 为 R 问题 . 在 讨论 之 前 , 先 要 引进 一 一 种 特殊 的 变换 ， 


即 Laurent 变换 . 
设 有 一 双向 无 穷 数 列 构成 的 无 穷 维 向 量 
Q 一 (an} 一 (0 3Q_1yQ03Q1yQ2 ，……}. - 《3.1) 
作 形 式 级 数 四 
4GD) = 3 altt， lt|=1, .2 
称 之 为 a 的 Laurent 变换 , 记 为 LL 二 A; 其 着 变换 记 为 四 
L711A = a. i 


我 们 设 (3. 2) 在 |t| 一 1 上 绝对 收敛 ， 即 设 这 lik 并 设 AQW € 
.这 时 也 称 a E hh 以 后 恒 设 考虑 的 向 量 Ch 7 
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在 (3. 1) 中 令 上 一 所 则 


» + 和 
A(e) = D>) asew, (3. 3) 
k=——co 
因此 (3. 3) 右边 实际 上 是 A(e2) 的 Fourier a 而 a 是 它 的 Fourier 系数 ， 
m A 
一 去 Ae ew = SR 
k= 二 0, 十 1, 土 2,…. (3. 4) 


现在 记 


十 co 
At(z) = Dazt, |z| 雪 1; 

_ (3. 5) 
A (z) 一 一 arzt, |z| 尖 1. 

二 一 一 1 


它们 分 别 在 |z| 过 1 与 1z| 沁 1 中 爹 纯 , 4 (ce) 一 0, 且 在 1 引 王 1 上 分 别 有 边 
值 A+(D ,4A-GD E H, 又 

AGO 一 Ar 一 A 人 的 | 一 1. (3. 6) 
如 果 我 们 记 


十 一 
x= 


a 


ar， 当 kk 之 0; fo， 当 &>>0; 
人 当 背 二 0， " -人 当 过 0， 
并 记 at= {df), a 二 {az), 则 a 二 at 一 a , 且 
Lat= AT(?), Ia = A (9. 
我 们 还 引进 卷 积 的 概念 . 


定义 7.3.1 设 a 二 {a})， 一 他}， 记 


-3 bh 二 0, 十 1, 十 2,…， (3.7) 
则 称 c 二 {ci) 为 a 与 6 的 着 积 ， 记 为 < 一 Qxp( 当 然 要 设 (3.7) 右边 的 级 
数 收 将) 
我 们 将 证 明 : 


引 理 7.3.1 如 果 a,6Eh, 则 c= 二 axbEh, 且 
| CW = AQ)BO), 
其 中 A,B,C 分 别 为 a,bc 的 Laurent 变换 . 


证 因 a,6€h, 故 A() = Sa , Blt) = 这 br 在 lt| 二 1 上 绝 


k=—o2 
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”对 收 往 ,所 以 
ACDBCD) = 阿 3 a bt" = 3 cnt” = C2). 


n= 二 一 00 大 一 一 co 


To » 
且 因 A(D ,BCGD E HH, 故 CG) € HH. 易 见 ，>，cx 也 绝对 收 伍 , 故 c Eh 


0 
此 外 , 还 易 看 出 


axb=bxa. 
7.3.2 (A) 型 方程 组 
设 要 求解 下 列 无穷 个 元 的 线性 代数 方程 组 : 


SS, tt Db zh 二 cn， 二 0; 土 1; 十 2,…， (3.8) 


其 中 {ai} ,人 , {ce} 均 Eh 未 知 向 量 {z} 也 要 求 € h. 我 们 称 (3. 8) 为 (A) 
型 方程 组 , 它 可 化 为 R 问题 求解 . 
引进 向 量 对 = (过 )， z 二 { 忆 }) 如 前 , 则 (3. 8) 可 改写 为 


-oo 
Dy arszt — 3 bpzk 二 cnt nn 二 0; 士 1, 十 2,…. (3. 9) 
Pi 
在 (3. 9) 两 边 取 Laurent 变换 并 引用 引 理 7. 3. 1， 则 得 
AGO 一 BOD2Q 一 CGOD， ltl=1, (3. 10) 


其 中 AGQ),B(2) CCD 分 别 为 {a ) , {64), (ci) 的 Laurent 变换 , 它们 都 € 日 ， 
而 
Zt1(#) = Sh, 2 (1) = 一 六 zt 
k=0 


k=—l 


| 分别 为 1z| < 1 与 |z| > 1 中 全 纯 函数 的 边 值 ， 且 Z- (co) 一 0. 
我 们 只 考虑 正则 型 情况 , 即 设 A(z) 关 0，B(b 天 0, 则 (3. 10) 可 写成 
_ BW) CO) i 
Zt (2) A +A |t| = 1， (3.11) 
这 便 是 民 问 题 ， 且 应 在 R_ 中 求解 . 一 县 求 出 (3.1 11) 的 解 ,， 则 由 
ZCD = ZZ) —Z 0) = 3 zal, 
天 一 一 Ce 
便 得 {zs} 一 工 2Z 就 是 所 求解 由 (3.4), 还 可 写成 


-| ZODTZO p01 
2 2 1 Hi Qi， 大 0, 士 ], 士 Ch…， (3. 12) 
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这 便 是 方程 组 (3. 8) 的 解 D、 且 可 看 出 , 方程 组 (3. 8) 解 的 自由 度 ( 由 解 中 任 
意 常数 的 个 数 与 可 解 条 件 的 个 数 确定 ) 与 Ri 问题 (3. 11) 的 相同 . 


7.3.3 (B) 型 方程 组 
现在 来 求解 另 一 类 型 无 穷 个 元 的 线性 代数 方程 组 


十 eo 

2 arkze 一 co， 当 n 之 0; 

k=—co 

jo0 (3. 13) 
DY bgzk = en 当 n < 二 0， 


k=—oo . 
其 中 和 ar), (5), (cp),{z) 条 件 均 同 前 . 我 们 称 (3. 13) 为 (B) 型 方程 组 . 它 也 
可 化 为 R 问题 求解 . 
(3. 13) 中 第 一 式 本 是 指 z* 之 0 而 言 , 但 当 n 二 0 时 其 左边 仍 有 意义 , 因此 
可 将 它 改写 为 


十 co 
2) artze = cag (3. 14) 
k=—oo 


这 里 pi 为 未 知 常数 ( 当 盖 之 0 时 为 零 ) 同样 ， 可 把 (3. 13) 的 第 二 式 改写 为 
betzk = nt gt, (3. 15) 


其 中 gi 当 2 < 0 时 为 零 . 把 (3 14) , (3. 15) 进行 Laurent 变换 , 得 
A(DZ() = CO + (0), 
BO)Z20) = CO) + Et (2), 
”其 中 瑟 Q) 分 别 为 |z| 一 1 与 |z|>> 1 中 全 纯 函 数 Gt (z) 的 边 值 , 且 G (co) = 
0. 
我 们 也 只 {考虑 正则 型 情况 ， 即 设 ACz) 关 0,， BG) 关 0. 在 (3. 16) 两 式 中 
消去 Z(D， 例 如 由 第 一 式 可 得 


Z0) = CD + 


A (3. 17) 


把 它 代入 后 一 式 , 便 得 R 问题 
B10) = A DD +R.ADCD, il=1, (3.18) 


十 co . 
为 了 要 {z} € 有 h, 还 应 验证 >，| ce | 收敛 . 但 车 不 作 此 要 求 ， 可 直接 验证 (3. 9) 
天 一 一 co _ - 
是 否 成 立 . 
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且 应 要 求 罗 (co) = 0. 这 样 ，(B) 型 方程 组 (3. 13) 就 化 为 R_; 问题 (3. 18). 
一 旦 求 得 (3. 18) 在 Rj 中 的 解 ,代入 (3. 17) 便 得 Z(2), 于 是 {z} = 
L712Z, 亦 即 


1 QZ(0 加 | 
zi 一 下 0 十 1, 十 2 (3. 19) 


便 是 方程 组 (3. 13) 的 解 . 且 其 自由 度 也 与 (3. 18) 在 R_: 中 解 的 自由 度 相同 . 

本 节 所 讨论 的 方程 组 (A) 与 (B) 实际 上 都 是 所 谓 卷 积 型 积分 方程 的 离散 
情况 . 卷 积 型 积分 方程 也 与 R 问题 有 密切 联系 ,详情 可 参看 专著 [37]. 本 节 
内 容 也 是 采 自 该 书 ( 略 有 修改 ). 


习 题 


试 讨论 (A) 型 方程 组 和 (B) 型 方程 组 与 其 相应 的 Ri 问题 之 间 的 等 价 
性 


7.4 Cauchy 主 值 积分 的 近似 计算 


7.4.1 奇 点 分 离 法 


在 实际 应 用 解析 函数 边 值 问题 或 奇异 积分 方程 的 结果 时 ,常常 不 可 避免 
地 要 考虑 Cauchy 主 值 积分 的 近似 计算 . 在 [40] 与 [45] 中 , 在 这 方面 有 较 详 
细 的 叙述 . 本 节 将 介绍 著者 提出 或 总 结 的 某 些 简单 易 行 的 方法 与 结果 . 
设 要 计算 Cauchy 主 值 积分 


工人 og 
Bl(to) 一 | ?一 页 dt, to EL, (4. 1) 


其 中 gC(2) EH 于 L 上 , 而 上 为 一 光滑 (或 分 段 光滑 ) 的 开口 或 封闭 曲线 . 为 
要 近似 计算 @B(wo)， Wi 1) 改写 为 


Bto) 一 二 人 人间 二 Yio72d + dt 
L t to nl Lt to 
: 四 了 由 (&. 9) 
B= nd 4 


其 中 
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OP € H*. 
i 


所 以 (4. 3) 已 是 一 通常 的 反常 积分 . 因此 ,问题 已 化 为 反常 积分 的 近似 计算 . 
如 果 改 用 工 的 弧 长 参数 作为 积分 变量 ，(4. 3) 就 可 化 为 实 变量 函数 的 反常 积 
分 的 近似 计算 《如 果 工 可 用 实 参数 写 出 参数 方程 也 是 一 样 ), 因而 有 许多 经 典 
结果 可 资 应 用 . 如 果 p(t) € Hi ， 从 而 m (9 为 有 界 函数 ,因而 (4. 3) 是 正常 
积分 , 更 有 许多 经 典 结果 可 以 引用 . 以 上 这 种 方法 称 为 奇 点 分 离 法 , 

特别 , 如果 工 本 身 是 一 直线 段 , 例如 实 轴 上 的 一 段 ， 则 积分 变量 本 身 就 
是 实 的 , 或 者 工 是 单位 圆周 或 其 一 弧 段 , 用 上 = ee 立即 可 化 为 实 变量 9 的 积 
分 , 这 时 以 上 方法 将 更 为 简便 . 本 段 及 下 段 中 将 只 讨论 工 为 实 轴 上 一 段 的 情 
况 . 

当 gp(z) 具有 较 高 阶 的 光滑 性 时 , 则 qi (2) 将 会 有 低 1 阶 的 光滑 性 . 实际 
上 , 我 们 有 下 面 的 


q(t) = 


引 理 7.4.1 设 g(Cz)y E Ci[a,b],n 守 0 《 即 在 区 间 [a,6] 上 gm (z) 连 
续 ), 又 a 二 zxo 二 6; 令 


[= 当 工 二 了 
G(z) = 


之 一 0 
g (zo)， 当 工 二 0， 
则 有 
(+1) 
x 
G® (zx) 一 k= 0,1,.,n, (4. 4) 
(k+l1) 
. & (zo) 当 一 
k+l TY Yo 


其 中 如 是 xzo 与 工 之 间 的 某 个 值 . 
证 对 于 z 关 zo， 由 归纳 法 易 证 


(BD (No k! _ _ 9 
CO (x) 本 二 [Lg(zo) 一 &(z) — g (7) (zo —Z) 
— 直 eCz) (zo —z)*1 C4. 5) 
由 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 , 立即 可 得 (4. 4). 再 令 x 一 zo， 便 可 得 
《4.4) 中 之 二 zo 的 情况 . 口 


所 以 , 如果 plz) 的 光滑 度 较 高 ,积分 近似 计算 中 的 许多 经 典 公式 以 及 误 
差 估计 均 可 移 到 Cauchy 主 值 积 分 上 来 . 
如 果 (4. 1) 的 被 积 式 中 有 一 权 函 数 ww(z) 衬 0, 它 在 上 的 某 些 点 例如 端点 
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处 可 能 有 可 积 奇异 性 ， 亦 即 


Bi) = | EO wD de, EL, (4.6) 
则 以 上 方法 仍 适用 ,只 要 把 (4. 6) 写成 
ge) 一 二 | owt wD dr (4.7) 


而 右边 第 二 项 的 积分 在 某 些 情况 下 可 精确 求 出 人 0. 
7. 4. 2 ”Gauss-Chebyshev 型 求 积 公式 


作为 上 述 原则 方法 的 一 个 具体 应 用 ,我们 来 考虑 下 一 Cauchy 主 值 积分 
的 近似 计算 : 


I(z) = 工 | BD de < ， 一] 二 zz 二]， C4. 8) 
1t— XV V1—£ 


其 中 g(x) 有 充分 高 阶 的 光滑 性 ， 宇 时 权 各 
1 
V1—B 
这 一 积分 的 近似 计算 公式 对 第 一 类 奇异 积分 方程 即 . 
1 Et| kz Dg dt = f(x), —1l<zr<1 (4.9) 


一 1 了 一 
在 ho 类 中 用 数字 方法 求解 时 就 很 有 用 , 这 里 (x,z) 为 二 元 函数 ，E HH. 
应 用 上 段 中 方法 时 , 要 先 求 出 (4. 8) 当 g(t) 三 1 时 的 结果 . 可 以 证 明 ， 


w(t) = 


1 
一 0， 一 1<z<1. (4. 10) 
二 2 (一 并 ) 


为 证 明 此 式 ， 作 一 转 线 y 将 线段 一 1 入 z 科 1 (y = 0) 围 在 其 内 域 中 . 任 取 = 
位 于 7 的 外 域 , 则 由 留 数 定理 , 易 证 

1 4d -1 

Sriy VIE—z) Vi—2 
(为 Y 取 顺 时 针 向 ), 其 中 一 区 是 一 1 < 之 z < 之 1 上 岸 的 正 值 函数 /1 一 zz 
的 解析 延 拓 . 然后 令 Y 向 一 1 之 过 1 收缩, 便 得 


1 1, Er, 
TUAVI—FG—z) V1- 


， @ 或 者 , 如 果 用 本 方法 能 近似 算出 这 个 积分 也 可 , 但 这 就 相当 于 把 g(t)w(z) 看 成 
一 个 函数 了 ,不 过 它 可 能 在 某 些 点 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 . 
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在 上 式 中 令 = 从 (一 1,1) 的 上 岸 (或 下 岸 ) 趋 于 z， 利 用 Plemelj 公式 , 便 可 证 
得 (4. 10). 
这 样 ，(4. 8) 中 的 I(z) 就 可 改写 为 
_ (DD—g(z) dt | / 
rc =i[ 2 (4.8) 
但 我 们 知道 (例如 ， 参 看 [28])， 如 果 GD) € CY?[ 一 1,1]， 则 有 Gauss- 
Chebyshev 积分 近似 公式 


A lf _AD yl¥ 
I= 开门 = +| At~ x fC), (4.11) 


其 中 (& 二 1,2,…,n) 为 第 一 种 nn 次 Chebyshev 多 项 式 T(x) = cos(narccosz) 
的 零点 ， 即 


ti 一 COS lr, k=1,2,.,n, 
且 (4. 11) 的 余 项 误差 为 
一 1 2n) 
R,[1] Co pr (O, —1<é<l. (4. 12) 


令 ft 一 2 名 一 82 ， 代 人 (4. 11)， 便 得 近似 公式 


ICz) 之 工 i> B18) + 5 ,CO—1<z<1, rt. (4.13) 
1 大 一 工 k=1 i 
但 因 
> 1 _ T(x) 


k= br 一 th 人 (zx) ’ 
又 易 见 Tz) = nU, ICz)， 其 中 


sin(n arccosz 
U ai (z) = Simtrtarccgs2) 


Vi 

. 为 第 二 种 nn 一 1 次 Chebyshev 多 项 式 ， 故 上 式 又 可 写成 
1 _PUraczr) 

全 一 不 T, (zx) 


于 是 (4. 13) 可 写成 
I(z) ~ i Sts (zx) 二 ， —1<zrt<1, rh. 
(4. 14) 


Q@ ”如 果 想 得 到 zx == 时 的 近似 公式 , 只 要 在 (4. 14) 中 令 xz 一 求 极限 即 可 (参看 
[23]). 
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此 公式 首先 由 M. M. Chawla-T，R.。RamakrishnanL30 用 不 同 的 较 繁 方法 获 
得 , 称 为 Gauss-Chebyshev 型 求 积 公式 . 但 他 们 并 未 得 出 下 面 的 简洁 的 余 项 误 
差 公式 . 根据 引 理 7. 4. 1, 公式 (4. 14) 的 余 项 立即 可 知 为 


RCICz)) 一 -G2 (€) = CntD (Cg ), C4.15) 


1 
(2n) 1221 (2n Te 
其 中 一 1 二 过 1, 条 件 是 gD (Cz) 连续 . 由 此 可 见 ， 如 果 g(x) 是 2 次 多 
项 式 , 则 (4. 14) 是 精确 公式 .… 

特别 ， 如 果 取 < = 二 为 U1(z) 的 零点 , 即 


zj = cos Zn, j=1,2,…,n—1，, (4.16) . 
则 公式 (4. 14) 变 得 特别 简单 ， 
TCz; ) 过 入 1 i» Bt) ) 一 1,2,.…,n—1. (4. 17>》 


1 一 了 
利用 (4. 17) ， 就 可 把 方程 (4 9) 近似 地 离散 化 为 线性 代数 方程 而 求解 . 
如果 方 程 (4. 9) 要 在 hs 类 中 、h( 十 1} 类 中 或 (一 1) 类 中 求解 ， 风 就 要 分 
别 讨 论 积分 
| SO VI rd, 1 pt 


一 1 t 一 人 并 1 一 


2[ g(t) 工 十 上 4 
式 J 一 1 tC— 1 一 上 


的 近似 计算 公式 .这 些 都 可 用 同一 原则 方法 类 似 地 去 做 , 且 还 可 得 出 包括 
(4. 8) 在 内 的 其 他 各 种 类 型 的 求 积 公 式 . 详 见 著者 [23]. 

沿 这 个 方向 , 杜 金 元 等 在 [4] 一 [7],[77],[78] 中 曾 作出 包括 高 阶 奇异 
积分 的 求 积 公式 的 系统 研究 ; 并 以 此 为 基础 ， 对 奇异 积分 方程 数值 解法 作 了 
深入 的 讨论 , 参看 [79] 一 [85]. 


7.4.3 用 分 段 线性 函数 逼近 Cauchy 主 值 积分 


前 已 提 到 , 近似 计算 (4. 1) 时 可 用 弧 长 参数 * 作 变量 来 讨论 . 但 实际 上 对 
”一 般 的 工 来 说 , 由 于 其 复杂 性 , 这 是 困难 的 ; 即使 不 用 ; 而 另 取 一 实 参 数 作 变 
， 量 一 般 说 来 也 是 困难 的 . 因而 自然 就 产生 这 样 的 问题 : 能 否 避 开 工 的 复杂 性 
而 直接 寻求 复 主 值 积 分 (4. 1) 的 近似 公式 . 可 以 看 到 , 用 分 段 线性 函数 来 各 
” 近 核 密度 时 是 可 以 达到 这 一 目的 的 . 

为 此 , 我 们 首先 来 讨论 用 分 段 线性 函数 来 逼近 复 函数 f(z) ,并 估计 其 误差. 
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为 确定 起 见 , 设 工 =- 妈 为 一 开口 光滑 弧 段 , 已 给 f(t) € H* (0<<a<1) 
本 作 工 的 一 分 法 A: 所 一 aa 的 xzNT 一 0 把 分 成 N 段 . 记 (At; 一 
一 塘 ) 1 
Ayi 
At 
在 L 上 作 一 分 段 线性 连续 函数 .S,( 有 ,使 得 SA (7 一 y;， 亦 即 
Sat)=5;0) = y+DG 5), t€EL,j=1,2,.,N. (4.18) 
记 误 差 f(?) 一 S (GD 二 es (DD), 并 记 6 = max| As;|. 于 是 , 当 t € Lj 时 ， 
[ea 人 9 一 人 GD 一 SG] 委 | Fo — y+ 1D;l lt ms 


委 Cl 一 性 | 十 一 性 | 委 (58 ， (4. 19) 


个 
. L; = ttit1i, yj; = fz;), Ayi = yiH yj, D; 一 


IA rl 


其 中 C 为 某 常数 (在 不 同 地 方 出 现 ， 可 表示 不 同 数 下 同 ); 这 里 应 用 了 不 
等 式 
lt—il< lle cial. 
由 (4. 19) 可 见 , 车 {ty) 取得 相当 细密 , 因而 6 可 充分 小 , 则 误差 eA(t) 可 
任意 小 . 


现在 转 而 讨论 用 | dr 以 蔡 代 | LA5D gr 时 的 误差 , 亦 即 要 估计 


ealr) eA (rz) 一 EA (2) dr 
| AT 一 | de - 眶 


Tt Tt 


= 降 (2) 十 上 0), 
由 (4. 19)， 
， [LD 1 RClea WIS Coe. (4. 20) 
为 了 估计 i (D1， 千 来 估计 |es (7) 一 en C2)1. 
当 r,t 属于 同一 Lj 时 , 显然 
la —e DISCClr-i" CC lr i, (4. 21) 
其 中 为 任意 小 的 正 数 (0 过 e 过 a). 如 果 t Li, rE LL, 且 不 妨 设 ij 过， 
则 因 e4(#j) 一 e444) = 0, 故 
EANCORAOIEIEACOIE aAON 
= |ea(r) ~—en lt,)|+ [es (2) — ea i)) | 
Cr—tl*t lt mt)") 
委 C6r (Cr 一 不 上 十 | 一 三 |) 
委 C8 守 (| 好] 十 | 全 19 SC lf 
<(C6 呈 |r 一 引 |5. 
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总 之 , 不论 br 如 何 ，(4. 21) 恒 成 立 ( 对 某 常数 C). 于 是 
nwl<cr| ice 一 oldr 


: 
< Go ds CO, (4. 22) 


其 中 C 为 依赖 于 e 的 一 常数 ( 当 e 一 0 时 , 一般 Cs -一 十 co). 
这 样 , 结合 (4. 21) ,4. 22), 我 们 最 后 得 到 
| LDar-| Oa cer (0<ecw. (4.23) 
Lit L 工 一 上 、 . 
我 们 可 以 任意 取 定 e。 由 此 可 看 出 ， 当 分 法 4 充分 细密 时 即 6 充分 小 时 ， 便 可 
使 (4. 23) 左边 任意 小 . 这 就 是 说 , 用 Sx (2) 来 近似 代替 Cauchy 主 值 积分 的 核 
密度 f(z) 时 , 可 使 积分 本 身 任意 接近 . 因 SA (2) 是 一 分 段 线 性 函数 ， 从 而 
Sacodr - | SD (4. 24) 
L rt—t fs rt 0 
可 立即 算出 为 初等 函数 , 所 以 可 作为 Cauchy 型 主 值 积分 的 近似 计算 的 一 种 
有 效 方法 . 

本 段 所 论 ， 对 于 工 为 封闭 曲线 情况 完全 适用 . 后 一 情况 正 是 K. 
Atkinson [29] 中 所 考虑 的 . 这 里 大 大 简化 了 他 的 论证 . , 

如 果 用 分 段 高 次 (例如 三 次 、 四 次 ) 多 项 式 函 数 来 替代 分 段 线性 函数 ,会 
得 出 更 好 的 近似 效果 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 著者 的 论文 [22],[24]. 

此 外 , 王 小 林 3] 还 讨论 了 奇异 积分 方程 的 样 条 逼近 解法 . 

又 , 与 奇异 积分 方程 近似 解法 密切 相关 的 是 : 积分 曲线 本 身 也 是 近似 的 
情况 (这 在 应 用 中 常见 ). 因此 , 探索 奇异 积分 值 和 奇异 积分 方程 解 对 积分 曲 
线 的 稳定 性 也 很 有 意义 . 在 这 方面 , 王 小 林 、 袭 亚 方 在 [87j,L88] 中 已 有 所 讨 
论 ; 后 来 , 王 传 荣 等 对 此 以 及 解析 函数 的 各 种 边 值 问 题 关 于 曲线 的 稳定 性 又 
有 许多 讨论 ， 见 [89] 一 [92]. 


7.5 带 根 号 的 边 值 问题 


7.5.1 带 根 号 的 Riemann 边 值 问题 


我 们 将 讨论 下 面 一 种 特殊 的 非 线性 Riemann 边 值 问题 (参看 [93],[L94J])， 
VE 一 GOV +g), teEL, (5. 1) 
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其 中 工 是 复 平面 中 一 封闭 光滑 曲线 , 以 反 时 针 向 为 正 向 ， 其 内 部 和 外 部 区 域 
分 别 记 为 $ 和 S-, 已 知 函数 G(z) ,g(t) E HCL), W(z) 是 以 L 为 跳 贱 曲线 
的 分 区 全 纯 函 数 , 在 z= co 处 有 有 限 阶 , 要 求 /WEG 在 L 上 连续 、 单 值 . 只 
讨论 正则 型 情况 , GCD 尖 0 于 荆 上 . 与 通常 一 样 , 定义 (5. 1) 的 指标 为 
' 一 到 [argG(D] (5. 2) 
在 求解 (5.1) 之 前 ， 先 来 分 析 一 下 未 知 函 数 更 (z) 的 结构 . 
如 果 炎 t+(z) 在 St 内 有 偶数 个 奇数 阶 零 点 al ,az ,…,azs; (m 宇 0), 它们 是 
VW (2) 在 St 内 仅 有 的 (二 阶 ) 支点 , 则 我 们 可 以 写 ， 
J Vi(z) = (RB (2), x € St,. (5. 3) 
H(z) 一 (z 一 ai)(z 一 az)…(z 一 aa) (5. 4) 
(车 到 〈z) 在 S+ 中 没有 奇数 阶 零点 , 则 令 五,(z) 三 1). 于 是 时 (z) 在 Sr 内 
全 纯 , 连续 到 工 上 . 在 al ,a，,…,az 中 任意 取 定 mm 点 对 ， 并 把 每 一 点 对 在 S+ 
内 用 一 弧 连接 (但 各 不 相交 ), 然后 将 复 平面 用 这 条 弧 剖 开 ， 并 取 定 /I (z) 
为 其 一 个 确定 分 支 这 样 , 我 们 便 有 
Vz) =VIL GG (z), zE St. (5. 5) 
如 果 W'(z) 在 St 内 有 奇数 个 奇数 阶 零 点 al ,a2，…,azw 1 Cm 之 1), 则 
如 (在 L 上 必 ( 至 少 ) 有 一 零点 azm， 因为 /要 CD) 在 L 上 单 值 . 因此 , 我 们 
仍 有 (5.3), 而 /JL(z) 仍 如 (5. 5) 定义. 这 时 ，@u (z) 在 = 一 azm 处 可 能 有 不 
到 1/2 阶 的 奇异 性 . 
再 来 分 析 / 业 〈z) 的 结构 . 设 W-(z) 在 S- 内 有 NN (> 0) 个 奇数 阶 零点 
刀 ,bz，…,bN， 而 在 z = co 处 为 (整数 ) K 阶 . 考虑 以 下 情况 ， 
(i) N= 2n 与 K = 2k 均 为 偶数 这 时 可 写 1 
WV (z) =) (zz):, zES, (5. 6) 
其 中 
T(z) = (z—b)(z— ba) (2— bz,) (5. 7) 
《车 n= 二 0 则 互 (z) 二 1), 而 (z) 在 5S- 中 全 纯 , 连续 到 LL 上， 在 zx= ce 处 有 
4 一 = 阶 . 这 样 , 我 们 有 | 
V¥ (z) = (2), z€S, (5. 8) 


其 中 y 王 (z) 是 一 确定 分 支 ， 当 复 平面 以 类 似 方式 被 S- 中 ， 条 互 不 相交 的 弧 
前 开 后 . 
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Ci N= 2n 是 偶数 ,，K = 2k 十 1 是 奇数 则 因 v (GD 单 值 ， 故 


VY G 在 L 上 必 ( 至 少 ) 有 一 零点 bo1， 所 以 仍 有 (5.6), 其 中 歼 (z) 不 由 
(5.7) 而 改 用 下 式 定义 : 
H(z) = (z—b1)° (2— bon) (2z— bzn), (5.7)’ 

而 (5. 8) 仍 成 立 ( 当 平 面 适 当前 开 后 ). 这 时 ，W (z) 在 2 处 可 能 有 不 到 
1/2 阶 的 奇异 性 , 在 oo 处 仍 有 上 一 n 阶 . 

(让 )》 NN = 2n 一 1 是 奇数 ,，K = 2k 是 偶数 .如 前 , 易 见 W (2) 在 L 上 必 
有 零点 bz。 因此 , 仍 可 写 石 (z) 如 (5.8), 其 中 西 (z) 仍 由 (5.7) 给 出 ; 又 可 
看 到 , Bo (z) 在 bz € 工 处 可 能 有 不 到 1/2 阶 的 奇异 性 , 且 在 ce 处 有 上 一 = 阶 . 

(jyY) N= 2n 十 1 与 K = 2 十 1 均 为 奇数 . 这 时 , 仍 可 写 (5.8), 其 中 
了 I,《z) 由 (5.7) 给 出 , 且 古 (z) 在 co 外 有 上 一 n 阶 . 

现在 来 求解 (5. 1), 为 确定 起 见 , 我 们 要 求 WW (z) 在 无 穷 远 处 至 多 有 偶 
数 阶 K = 2& 或 奇数 阶 K = 2 十 1 (& 为 一 确定 整数 )， 关于 前 述 诸 支 点 a; 和 
5b; 其 个 数 与 位 置 以 及 所 用 的 前 线 均 为 任意 的 . 所 以 , 在 任何 情况 下 , 可 以 写 
(5. 5) 与 (5. 8), 其 中 Bo(z) 分 区 全 纯 ， 0 C2) 季 C2) 分别 在 az, € 工 和 bz， 
或 bh EL 处 可 能 有 < 二 1/2 阶 的 奇异 性 ， 在 z 一 处 至 多 有 k 一 n 阶 . 这 样 ， 
(5. 1) 可 改写 为 


BD) =GDE D+ EN, reL, (5. 9) 
V1) 
其 中 
Gt (2) 
一， 当 zE€St; 
VI 
@(z) 一 gd ， (5. 10) 
0 之 
一 当 xE€5 
/元 


分 区 全 纯 , 在 a;,b; 处 可 能 有 二 1/2 阶 的 奇异 性 . 我 们 暂时 假定 , 在 L 上 
azm 天 bzn 或 bzn11， 而 /II(z) 是 确定 的 分 支 : 
VECz) =VIL C2) VIL (C2). (5. 11) 

显然 , BB (z) 在 z = oo 处 至 多 为 & 一 m 一 n 阶 . 

(5. 9) 是 一 典型 的 正则 型 R,_, 问题 ,其 指标 为 x. 任 取 zo。€ S+，, 定义 
， 典 则 函数 X(z) 如 第 二 章 (2. 14) 式 , 并 记 
上 < 一 (& 十 k) m+n). (5. 12) 
， 根 据 一 般 理论 ( 见 2 2.2 段 ), 我 们 有 
(a) 若 c 守 一 1, 即 k 十 x 宇 m 十 n 一 1， 则 R,_,。 问题 (5 1) 有 一 般 解 


上 
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1 (2) dz | 
65( = XO Li sd pz)|, 
“ “ [ 芭 | L XH VD Gz) ” 


zEL, (5.13) 
其 中 P.(z) 是 c 次 任意 多 项 式 (P_] 二 0). 因此 , 由 (5. 5), (5. 8) 与 (5. 10), 得 
(5. 1) 的 一 般 解 
VV = 了 工 | ga 
BE) =-vE5xc| a] PE SO +P.(a|， 
zEL. (5.14) 
(b) 若 c 一 一 1, 即 十 k 过 mx 十 n 一 1, 则 (5.1) 有 唯一 解 (5. 14) (P, 三 
0) 当 且 仅 当 下 列 可 解 条 件 满足 ; 


gr dt 一 0， 王 0,1，…, 一 一 2. (5, 15) 
|， Xt VHC " 


我 们 来 验证 , 在 cao € L 情况 下 , 积分 


IC =| — sd (5. 16) 
- | 二 


在 该 处 确 有 二 1/2 阶 的 奇异 性 从 而 确 有 + Ca,) 一 0. 为 此 , 令 
gt 
g1(2t) = EE 

于 是 

£81(t) ~ g1 (a2m) 
L VIH,(t) (tO— 2) 
| = T(z) + g1 (a ) 12 (2). 

显然 ,TD (z) 在 = 二 azw 处 的 阶 二 1/2，I2(z) 中 被 积 式 作为 + 的 函数 在 S- 中 
全 纯 (固定 = € S+), 连续 到 世上 , 但 在 az 处 有 1/2 阶 奇异 性 , 且 在 上 一 co 
处 留 数 为 0, 故 12(z) 一 0, z € S+. 这 就 证 实 了 我 们 的 论断 . 同样 , 可 以 证 实 
在 b= bznt1 或 bp EL 时 , 确 有 YW (5) = 0. 

也 易于 验证 WW-(az。) 与 Wi (6) 均 有 限 . 这 样 , 我们 的 问题 已 解决 . 

以 下 作 几 点 说 明 : 

1” 此 前 已 设 az € 上 不 等 于 65z 或 bz E 上 L， 如 果 它 们 彼此 相等 ， 则 
g(D 必然 在 此 点 等 于 零 . 在 这 种 情况 下 , 虽然 1/VHC) 在 此 处 有 1 阶 奇异 
性 , 但 当 z 不 论 从 S+ 或 S 趋 于 该 点 时 , 均 有 V(x) -> 0, 这 是 因为 由 
(5.16) 定义 的 1(z) 在 该 处 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 的 缘故 . 所 以 所 得 结果 这 时 
仍 有 效 . 


T(z) = 由 十 可 (oan)| 


dz 
LVI(t) (t— 2) 
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2” 可 解 条 件 (5. 15) 与 确定 VIL, (Cz) 和 Vijstz) 分 支 的 前线 无 关 ， 因 为 
V1) 的 值 , 不 论 剂 线 怎 样 选 取 都 是 一 意 确 定 的 (至 多 差 一 符号 ). 

3” 在 很 多 情况 下 , 在 求解 (5. 1) 时 要 求 娄 《zx) 在 z 一 co 处 至 多 有 一 确定 
的 阶 K. 这 相当 于 要 求 它 在 z= ce 处 至 多 有 一 偶 ( 奇 ) 数 阶 开 或 者 至 多 有 一 奇 
〈 偶 ) 数 阶 K 一 1 

4” 此 前 假定 了 YIL Cz) 和 MIL(z) 的 支点 的 个 数 与 位 置 均 未 事先 指定 ， 
因此 求解 (5. 1) 时 一 般 有 很 高 的 自由 度 . 我 们 也 可 求解 (5. 1) 而 对 它们 有 一 
些 限制 , 则 相应 自由 度 就 会 减少 . 但 是 ,正如 [89] 中 指出 的 , 在 某 些 特殊 情 
况 下 ,即使 部 分 地 保留 选择 它们 的 任意 性 ，(5. 1) 仍 会 没有 解 . 

5” 在 [95] 中 , 我 们 将 (5. 1) 推广 到 把 VW G2) 和 VW lt) 分 别 换 作 
CD 和 YW (z) 的 情形 , 其 中 p,q 为 任意 正 整数 . 


7.5.2 应 用 于 一 种 非 线性 奇异 积分 方程 
我 们 将 应 用 上 段 结果 求解 下 列 非常 特殊 的 非 线 性 奇异 积分 方程 (一 切记 
号 均 同 前 ): 
agp 2 (0 十 S| La 十 c 一 0，t 和 了， C5, 17) 
其 中 a,6b,c 为 已 知 常数 (a,6 关 0). 我 们 将 看 到 ，(5. 17) 除 以 ar? 十 邵 十 c= 二 0 


的 根 为 其 平凡 解 外 , 一 般 还 有 非 平 凡 解 (本 段 内 容 取 自 [96.). 
如 通常 那样 ， 记 算 子 


sp= | Dd, reL. 


tr—t 
于 是 (5. 17) 可 写 为 
-ag: 十 bSp 十 c 一 0. (5. 18) 
熟知 S: 一 了 ( 恒 等 算 子 ) 且 & 一 c, 所 以 
aS’g+bg+c=0. - 《5. 19) 
将 (5. 18) 与 (5. 19) 相 加 , 得 
(S+D(lag’: 十 6p 十 c) = 0. (5. 20) 
定义 
uC 一直 te tedr, zEL (5.21) 


由 Plemelj 公式 , 从 (5, 20) 知 w+ (2) 二 0 LED) 从 而 w(z) 汪 0, xz ET, 且 
: agp2 (站 十 bp 人 (十 c 一 o (2)), 1EL. (5. 22) 
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此 外 , w(oo) 二 0. 所 以 
8(D 一 区 [5 士 VA 十 42or CD], 
其 中 人 A 二 器 一 4ac 为 (5.18) 的 判别 式 . 


记 Y (z) 二 A 十 4aw(z), z ES , 它 在 S 中 全 纯 , 其 边 值 WwW (2) 一 4 十 
dw (0),t EL, 且 W (oo) = A. 因此 


gD = DD], teL. 


因为 要 求 p(i) 在 L 上 连续 、 单 值 , 故 /更 (GD 也 是 如 此 , 只 要 /WW (z) 在 L 上 


取 定 一 分 支 , 即 要 求 / 业 (co) = VA 或 VACYA 是 A 的 一 确定 平方 根 ) 的 分 
支 . 这 样 ， 上 面 的 方程 可 简写 为 


gD) = 元 [bY WD], teL, (5. 23) 
其 中 VV (2) 是 VW (z) 在 L 上 的 分 支 , 具有 
V6) 二 YA 或 VA (5. 24) 


( 当 A = 二 0 时 ,VW (2) 可 任 联 /W (z) 在 L 上 的 一 分 支 ). 
“同样, 由 (5. 19) 减 去 (5. 21)， 可 得 
(S— Dlag:—bg)=0. (5. 25) 
定义 


w(x) = | a9 :四 二 如 (dr z 声 二 (5. 26) 


. 由 同样 的 推理 可 知 wi(z) 一 0, z €S ,县 
. ag’ (bp(D = 十 CD， 
因而 | 
8(D = [bY + dof 0)]. 
令 W(z) 二 如 十 4aw1(z), zxE S+, 则 Wt(z) 在 St 内 全 纯 , 有 边 值 
WD) = 4avt (t), 
且 可 简单 地 写成 
9p( = 元 [5H (Dj], tiE€EL, (5. 27) 


其 中 VE GD 可 联 / 业 i (z) 在 L 上 的 任 一 连续 分 支 . 
将 (5. 27) 与 (5. 26) 比较 , 可 以 看 出 ， 


VO Vy) —2b, iEL, (5. 28) 
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其 中 更 (z) 是 一 分 区 全 纯 函 数 , 其 边 什 /Vt (4) 都 是 单 值 的 ，E HCL), 且 要 
求 (5. 24) 满足 . 这 是 一 个 典型 的 上 段 讨论 过 的 带 平方 根 的 Riemann 边 值 问 
题 , 要 求 其 解 当 A 关 0 时 满足 (5. 24) 且 在 z = co 处 恰好 为 零 阶 , 而 当 A 二 0 
时 要 求 WW (oo) = 0 ( 即 在 z = 吕 处 业 (z) 至 多 为 一 1 阶 ). 注意 问题 (5. 28) 
的 指标 < = 0. 以 下 分 两 种 情况 讨论 . 

(1 ) A 关 0. 这 时 应 在 Ro 中 求解 (5. 28), 由 上 段 3° 知 ， 只 须 考 忠 w (2) 
有 偶数 阶 ( 至 多 为 ) K = 0 的 情况 . 

这 时 , Wi (z) 在 S- 内 可 以 有 偶数 个 奇数 阶 零 点 al ,az ,，…azm 或 者 有 奇 
数 个 这 种 零点 al ,az ，… ,azm1 再 加 上 (至 少 ) 一 个 零点 azm EL (这 里 mx 以 及 
这 些 不 同 点 的 位 置 都 可 任意 取 定 ), 记 卫 (z) 如 (5. 少 . 同样 , WV (z) 在 S 内 
可 以 有 偶数 个 奇数 阶 零点 氏 ,bz，…，,bzn 或 者 有 奇数 个 这 种 零点 61 ,bo，…， 
bzn i 以 及 (至 少 ) 一 个 零点 bo € L 《这 里 n 和 这 些 零 点 的 位 置 也 完全 任意 )， 
记 瑟 (z) 如 (5.7). 注意 , 当 azw 与 bz4 均 EL 时 , 由 (5.28), 必然 azm 天 Bo 
考虑 以 下 子 情况 ， 

(1) m 二 n 二 0. 则 (5. 28) 的 所 求解 为 


由 此 立 得 | 
VEIT) =— 2 EVA, VW (2) = 士民 
于 是 , 由 (5. 23) 或 (5. 27)， | . 
0D 一 元 (一 5 士 VS 
这 是 (5. 17) 的 两 个 平凡 解 . 
这 个 结论 也 可 直接 从 (5. 28) 由 Liouville 定理 获得 . 
(2) 了 人 0,7 一 0, 或 由 一 0 全 0. 当 加 人 0 一 0 时 ，(5. 28) 在 
Ro 问题 中 可 能 的 解 是 
z) 一 一 / z) ，z 已 L, | 
VE I 本 蓝 ,二 和 (CDG) ¢ : 
它 在 S+ 内 恒 等 于 零 , 这 和 zm >> 0 忒 盾 . 同样 , 当 m = 二 0, n>>0 时 ,VY (2z) 
在 S 内 恒 等 于 零 ， 和 ?>>0 矛 盾 ， 这 样 ， 在 这 一 子 情况 下 ， 我 们 的 问题 无 解 
从 而 方程 (5. 17) 也 无 解 . 
(3) _m 守 0, 20. 这 时 间 题 (5. 28) 在 了 加 人 人 24) 下 有 了 唯一 解 


b 
VD =— /DL| ,EL C5. 29) 
VE = ,Fs EE 
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(其 中 /IC(z) 由 (5. 11) 定义 ), 只 要 下 列 可 解 条 件 满足 : 


| a dt = 0,， r= 二 0,1,,m 十 nn 一 2， (5. 30) 
11(2) 


二 | 把 = dy 一 VA 或 一 VA. (5. 31) 
(zt) 


当 它 们 都 满足 时 ， 由 Plemeli 公式 ， 
V(t) = -于 一 二 | 一 -下 一 ，xeLL 


LV Ct) 
最 后 , 由 (5. 23) 或 (5. 27), 便 得 
pv 
0 rd), es z 
只 要 对 取 定 的 a1,az，…,azm 与 16， po。 (ma 之 0， n> 0)，(5. 30) 和 
(5. 31) 均 满 足 , 这 便 是 (5. 17) 当 4 尖 0 时 的 解 . 
(Ci )》 A= 0. 这 时 (5. 28) 应 该 在 Ri 问题 中 求解 , 或 即 , 根据 上 让 3。 
知 , WW (z) 在 z= co 处 应 有 奇数 阶 玉 一 一 1 或 者 有 偶数 阶 ( 至 多 为 ) K = 一 2. 
当 KK = 一 2 时 , 推理 与 结果 均 同 (i ) 中 (1). 这 时 ， 可 解 条 件 (5. 30)， 
(5.31) 可 合并 写成 统一 形式 : 


i:€EL. (5. 32) 


| 2# 纪 dt = 0,， . r= 二 0,1,…,m 十 n 一 1. (5. 33) 
LVI) 


当下 = 一 1 时 , 仍 记 耳 (z) 如 (5.4), 而 古 (z) 则 由 (5.7) 定义 (其 中 
por EL). 当 m 二 0 时 , (5. 17) 无 解 如 前 . 当 m 汪 >0 时 , 相仿 地 可 得 (5. 17) 


.的 解 由 (5. 32) 给 出 ,只 要 下 列 可 解 条 件 满足 : 


| 纪 dt 一 0， 7 一 0 1 ,Mm 十 nn. (5. 34) 
LV 


总 之 ，(5. 17) 的 非 平凡 解 由 (5. 32) 给 出 ， 而 可 解 条 件 依赖 于 aj; 和 6bi 的 
总 数 2m 十 2n 或 2m 十 2n 十 1 以 及 它们 的 位 置 ， 但 与 使 VI (Cz) 和 VI (z) 成 为 
单 值 分 支 的 剖 线 所 选 的 方式 和 形状 无 关 ， 而 可 解 条 件 的 总 数 分 别 为 凤 十 ”或 
m 十 n 十 1. 这 表明 方程 (5. 17) 一 般 说 来 有 许多 非 平凡 解 ,即便 事先 指定 了 和 
与 2 也 是 如 此 . 

但 在 某 些 特殊 情况 下 , 与 上 段 公 中 所 述 类 似 , 即使 aj 与 5; 中 有 mx 十 n 个 
点 任意 取 定 ，(5. 17) 还 可 以 没有 非 平凡 解 . 例如 , 设 A 承 0, OE ST, 且 上 对 
O 〇 点 对 称 . 让 a1,as，"… ,am E St 与 ,6b,,…,b, ES 随意 取 定 , 而 取 

amH =—a; (= 1,2,.,m), 
bg =— be (k= 1,2,,n). 
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”这 时 


Hz) = [| ma), ,Cz) = Te 6). 
了 一 1 k=1 


令 VI1(z) 是 L 上 一 确定 分 支 . 易 见 , 当 t = 一 : € LL 时 ， 
VEGE ) = (—1)”VvIGQ), 
且 当 zt 沿 工 正 向 环行 一 周 时 , ft = 一 也 以 同 向 环行 一 周 . 于 是 (5. 31) 中 的 积分 


1=| te 1 _ Ee ) 

H(t) H(t ) 

-| es pp 
LD”™VHG) 

= (一 1D)"L. 


所 以 ， 当 ?是 奇数 时 【= 0. 这 就 说 明 (5. 31) (其 中 A 关 0) 对 任何 取 定 的 a;，… 
Qa2，… ,am 和 51 ,56s,…,b, 不 能 满足 . 因此 , 在 这 种 情况 下 ，(5. 17) 没有 非 平 
凡 解 . 本 . 

当 工 对 O 〇 点 不 对 称 时 也 是 一 样 ， 因 为 可 以 把 工 连续 变形 但 不 通过 任何 ai 
和 bj, 使 与 O 点 对 称 ， 这 不 会 影响 C5. 31) 中 积分 的 值 . 

注 ” 当 方程 (5. 17) 中 的 常数 项 c 改 为 任 一 多 项 式 P(z) 时 , 用 与 此 类 似 的 
方法 也 可 以 求解 (参看 [97j). 


7.5.3 带 根 号 的 Hilbert 边 值 问题 * 


利用 7. 5. 1 段 中 结果 ， 可 以 求解 下 列 带 根 号 的 Hilbert 边 信和 问题 :， 

Re[ACVWTO) = et), 1EL ~ (5. 35) 

(L 等 记号 同 前 ), 其 中 AD 闫 0 与 c(t) 均 E€ HCL). 与 前 一 样 , 虽然 未 知 函 

数 亚 1 (z) 在 S+ 内 全 纯 , 但 VW (z) 一 般 说 来 未 必 如 此 (参看 [98]). 如 2.6.1 
段 , 不 失 一 般 性 , 将 设 工 是 单位 圆周 |t| = 1, 并 令 

| kK 二 [LargAC]. (5. 36) 


我 们 设 Wi (x) 在 S 内 共有 N 个 奇数 阶 的 不 同 零 点 a1 ,as，…,an， 其 中 
NN 连同 a1 ,as，…,an 的 位 置 均 预 先 任意 指定 . 今后 会 看 到 ，N 为 奇 或 偶 时 情 
况 不 一 样 , 因此 要 分 别 讨论 . 
(1 ) N = 2m 是 偶数 . 记 
HU(z) = (z 一 Qt)(z 一 az)…(z 一 am)， © | (5. 37) 
而 取 /HCz) 是 S- 中 的 任 一 连续 分 支 . 于 是 Wt (z)/I(z) 在 St+ 内 全 纯 , 在 L 上 
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连续 , 且 在 S” 内 无 奇数 阶 零 点 , 所 以 


VY (z) =VI(z) $+ (z), (5. 38) 
其 中 Gt (z) 在 St 内 全 纯 , 连续 到 工 上 ,而 (5. 37) 成 为 
Rel[AC) VHC Bt) N= et), tEL. 《5. 39) 


这 是 一 个 典型 的 H 问题 ， 具有 Holder 连续 系数 ， 其 指标 为 
开 一 二 [argXD], 十 工 [argv 款 本 下 = 2(— m). (5. 40) 


设 X(z) 为 此 问题 规范 化 的 典 则 函数 , 亦 即 满足 叉 (二 = zxX(z) 者 ( 见 


2. 6.3 段 ), 则 有 下 列 结果 ， 
1” 当 KK 汪 >0, 即 m 志 时, (5.39) 有 一 般 解 
B+(z) = XT)EFC(z) 十 CoxK 十 Cizkl 十 …… 十 CK]， (5.41) 
其 中 ”| 
1 c(Cr)dr 
0 ri Vi Xr 
+ 大 r Kelr)dr 
2mi LC) VHC Xt Cr) (rz) 
_ KK lc(r)dr 
2 LD Kr’ 
而 Co ,C1 ,…,Cx 为 满足 下 列 条 件 的 任意 ( 复 ) 常数 ;  . 
Ck = Cs, k=0,1,..,K, (5. 43) 
这 里 实际 上 有 天 十 1 二 2Cx 一 m) 十 1 个 任意 实 常数 . 
当天 入 -2， 即 六 上 十 1 时 ，(5.39) 有 (唯一 ) 解 B+(z) 二 
XT1(z)F(z) 当 且 仅 当 下 列 一 K 一 1 个 ( 复 ) 条 件 满足 时 ， 
| re d=0, k=—0,l,,—K—2. (5.44) 
当 @ "(xz) 求 得 后 ，H 问题 (5. 35) 的 解 可 由 (5. 38) 给 出 . 
Ci) N= 2m 一 1 是 奇数 . 这 时 Wt (2) 必定 在 工 上 有 零点 ， 任 取 其 一 ， 
t 一 a0o. 显然 ao 也 必定 是 c(t) 的 零点 ; clao) 二 0 现在 记 
”五 (z) = (z 一 ao)(z 一 al)…(z 一 az 1)， (5. 45) 
并 再 写 (5. 38), 这 里 Yt(z) 在 St 内 全 纯 , 其 边 值 除 在 ao 处 可 能 有 不 到 1/2 
阶 的 奇异 性 外 , 在 工 上 连续 . 
我 们 的 问题 仍 转化 为 (5. 39), 并 可 改写 为 


(5. 42) 


全 (一 GO Bt) +g0), teEeL, (5. 46) 
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其 中 


A VHC) 2c(t) 

GD = EE, gg) = (5. 47) 
ADVID YA) VI 

注意 , 虽然 ID 在 世上 有 零点 上 = ao, 仍然 G(t) 关 0 于 L 上 , 且 € Ho 但 有 


一 节点 co， 在 该 处 可 能 有 < 1/2 阶 的 奇异 性 .因为 
Gf(t) 一 下 (全 )， 
其 中 〈z) 在 S 中 全 纯 , 且 在 op 处 有 限 , 所 以 (5. 46) 是 一 典型 的 正则 型 R 


问题 , 在 唯一 节点 ao 处 有 间断 系数 . 我 们 要 在 h 类 中 求解， 且 要 求 (oo) 
有 限 . 易 见 


去 [argGGD]i 一 一 2 一 《2m 一 D 一 一 二 2m) + 


故此 问题 在 如 关中 的 是 
二 2(k 一 m) 十 1. (5. 48) 
令 X(z) 为 (5. 46) 在 和 美的 规 直 化 下 函数 ,我 们 有 下 列 结果 : 
1 设 K 之 1, 即 m 志 x. 这 时 (5. 46) 在 ho 类 中 的 一 般 解 仍 由 (5. 41) 给 
出 , 其 中 常数 C; 要 满足 (5. 43), F(z) 由 (5. 42) 给 出 . 由 Plemelj 公式 


Fr = DD FWD, | (5. 49) 
ACYVHCG) Xt 2) 


这 里 F(z) 含有 连续 核 密 度 的 奇异 积分 项 . 

因为 /Cz) X+ GD 在 上 = ao 附近 有 界 , 且 关 0, 上 式 者 端的 第 一 项 , 由 于 
clao) 一 0, 它 也 等 于 0. 所 以 ， FY(D 在 4 一 oo 处 可 能 有 不 到 1/2 阶 的 奇异 性 
当 且 仅 妆 

Co 咏 十 Cie 人 :十 … 十 Cr 十 Fao) 一 0 (Cry =G). (5.50) 

这 样 , 在 (5. 39) 或 (5. 35) 的 一 般 解 中 ， 实 任意 常数 的 个 数 ， 由 (5. 50) 之 故 ， 
减 为 K 一 1 = 2 一 mm). 

例如 , 当天 = 1 或 即 m == 时, 问题 (5. 39) 就 有 唯一 解 XT CD F(z), 

2” 设 天 委 一 1, 即 m 一 x 之 1. 则 (5.39) 有 唯一 解 X+(z)FCz) 当 且 仅 当 
一 K 一 1 个 条 件 (5. 44) 以 及 附加 条 件 FGao ) = 0 ( 亦 即 (5. 50) 现在 的 形式 ) 均 
满足 . 这 些 条 件 的 总 数 为 一 K. 

Bt (z) 求 得 后 ，(5. 35) 的 解 仍 由 (5. 38) 给 出 @， 


@ 当 KK<< 一 1 时 , 如 果 问 题 有 (唯一 ) 解 , 如 2. 6. 3 段 所 述 , 解 的 表达 式 还 可 类 大 简 
化 , 从 而 条 件 F(ao) = 0 也 可 简化 . 这 些 都 留 给 读者 考虑 . | 
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注 (1) 当 c(z) 在 L 上 处 处 了 关 0 时 , 若 取 N 为 奇数 , 则 问题 (5. 35) 无 

解 . 
(2) 当 4(2) 与 c(t) 本 身 € Ho(L), 以 上 方法 仍 有 效 ( 利 用 [42]，$3 中 

结果 ). ， 

(3) 车 (5. 35) 中 的 VWT CG) 换 为 YZT(D， bp > 2 为 任何 正 整 数 , 以 上 方 

法 原则 上 仍 有 效 , 但 情况 要 复杂 些 ， 需 另行 仔细 讨论 ( 详 见 [99]). 


7. 5.4 开口 纪 上 的 带 根 号 Riemann 边 值 问题 


在 本 段 中 ， 我 们 将 把 7.5.1 段 中 的 问题 推广 到 L 为 - 一 开口 红 的 情况 ( 见 
[101]). 亦 即 , 设 工 = 4 (a 天 已 为 复 平面 中 一 开口 光滑 弧 段 , 已 取 定 a 至 
6 为 其 正 向 , 我 们 要 求 在 复 平面 被 工 剖 开 后 的 区 域 S 中 的 全 纯 函数 业 (z), 满 
足 边 值 条 件 


V(t) =GDVYY (+e), t€EL,t¥a,b, (5. 51) 


其 中 GC),gCt) E HCUL), GL) 关 0 (正则 型 情况 ),， 并 要 求 VWEG) 在 
LN\ (a,6), 且 (x) 在 z 二 co 处 (至 多 ) 为 K 阶 (K 为 一 任何 确定 的 整数 ,为 
正 、 负 或 零 均 可 ). 

为 简明 起 见 , 我 们 要 求 / 理 (zy € ho; 亦 即 , 它 在 a 与 5 处 可 能 有 不 到 1 阶 
的 奇异 性 . 注意 ， 我 们 现在 对 普通 端点 和 特殊 异端 点 不 加 区 别 ， 因为 对 数 奇 
异性 也 是 不 到 1 阶 的 奇异 性 . 

暂时 对 亚 (z) 在 z= co 处 的 要 求 稍 作 修改 ; 要 求 多 (z) 在 z = oo 处 的 阶 
可 为 K,K 一 2,K 一 4,…. 这 种 问题 (5. 51) 将 记 为 民 k. 显然 , Rx 问题 的 解 集 
由 所 有 Kx 问题 的 解 入 k_, 问题 的 解 组 成 . 因此 ,以 下 的 讨论 只 限于 家 i 问 
题 . 
设 Rx 问题 (5. 51) 的 解 炎 (z) 在 区 域 S 中 的 奇数 阶 零 点 为 C19C2 CN 
并 记 

TH(z) = (z 一 z)(z 一 22) ‘(Zz— ZN), (5. 52) 
这 里 非 负 整 数 N 以 及 c1 ,cs,… ,cn 的 位 置 可 以 任意 指定 (如 设 无 此 种 零点 即 
N 一 0， 则 记 区 (z) 圭 1). 

考虑 下 列 不 同情 况 . 

1. K ==2r 与 N = 2m 均 为 偶数 或 者 K = 2r 一 1 与 N= 二 2m 一 1 均 为 奇 


数 . 这 时 亚 (z)/H(z) 在 z= 二 co 处 有 偶数 阶 , 至 多 为 2(r 一 mm) 阶 . 由 单 值 化 定 


理 (参看 [102], 可 以 写 
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更 (z) = H(z)@(z)’, : z €S, 
或 即 
VV(z) =VI(2) Dz), zES, . (5. 53) 
其 中 @$(z) 在 S 中 全 纯 , 在 zx = 处 至 多 为 r 一 m 阶 , 而 / 亚 (z) 为 在 复 平 面 
将 cl ,co，… ,cw 中 成 对 地 用 互 不 相交 、 也 不 与 相交 的 弧 段 联结 后 剖 开 的 区 
域 中 取 定 的 一 连续 分 支 . 这 样 , 我 们 的 问题 就 转化 为 BCz) 在 ho 类 中 的 经 典 
R,_ 问题 
St) = G0 0) + 多 t EL\ {a,b}. 《5. 54) 
当 求 出 此 问题 的 解 ( 以 及 可 能 出 现 现 的 可 解 条 件 满足 ) 后 ， 我 们 所 要 的 解 就 
由 (5. 53) 给 出 . 
设 CC 在 有 类 中 的 典 则 函数 为 和 (=)， 指 标 为 <, 并 记 


k=g 十 r—m, (5. 55) 
于 是 由 一 般 理论 知 : 
(j)) 当 k==k 十 7r 一 m) 之 一 1 时, 问题 (5. 54) 在 ho 类 中 的 一 般 解 为 
Bz) = Xz)LF(z) 二 + Pi(z)1l, zEL, (5. 56) 
其 中 ， 
F(2) 一 二 | -一 SG 由，z 蕊 了， (5.57) 


i LIE Xt Gz) 
而 Pi(z) 为 4 次 任意 多 项 式 (P_i(z) 二 0). 于 是 , 由 (5. 53), Rk 问题 (5. 51) 
在 jn 类 中 的 一 般 解 为 
VW =VIIXCOLF(z) + Pi 2], zeL. (5. 58) 
Ci ) 当 < 一 1 时 ,所 论 间 题 在 加 类 中 有 唯一 解 (5. 58) 全 中 用 (二 
0) 当 且 仅 当 满足 可 解 条 件 、 
: | 二 5- 0， j= 0,1,…, 一 上 一 2. 《5. 59) 
,，K = 2r 一 1 为 奇数 是 N = 2m 为 偶数 , 或 者 K = 2r 为 偶数 且 N 二 
2m 一 1 为 奇数 . 这 时 可 写 
Vz) = H(z) Q(z), (5. 60) 
其 中 QCz) 不 可 能 是 区 域 S 中 某 全 纯 函 数 的 平方 , 因为 它 在 = = co 处 有 奇数 
阶 2(r 一 m) 一 1〈 至 多 )， 这 时 , 我 们 要 引进 一 辅助 函数 w(z) 满足 下 列 条 件 : 
1”w(z) 在 S 中 全 纯 , 在 a 与 5 附近 有 界 , 在 S 中 无 零点 ， 上 且 连 续 到 工 的 
两 侧 ， 从 而 a 二 (1) 连续 ; 
2”w(z) 在 == co 处 的 阶 数 确切 为 1; 
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3” 当 S 被 适当 前 分 后 , 我 人 有 ，… 


Var =ADVw (0), tEL, (5. 61) 
其 中 AD E H, 关 0. 
令 : . 
Wiz) = wlz) Vz) = (zz)w(z) Nz), (5. 62) 
因而 : 
Wi (z) = I(z)@® (z)’, (5. 63) 
其 中 更 (z) 在 S 中 全 纯 , 在 z = ce 处 至 多 为 r 一 m 阶 . 现在 我 们 可 以 写 
VV(z) = = ES ， (5. 64) 
以 及 
VF = -Eto (5. 65) 
由 (5. 65) 和 (5. 61) ， 条 件 (5. 51) 成 为 
$+ (1) = G1(t) 7 (1) + g1 (0), (5. 66) 
这 里 已 令 


/下 
0) 一 MACDOG(D ge) = SPY DD 
a : 81 v1(t) 


当 R,。 问题 (5. 66) 在 ho 类 中 求解 后 , 相应 的 民 k 问题 (5. 61) 在 各 类 中 
的 解 就 可 由 (5. 64) 或 即 (5. 65) 给 出 ,当然 可 能 还 要 有 补充 的 可 解 条 件 以 保 
,证 V 本 (2) 包括 WV 如) 在 工 的 端点 a。 和 5 附近 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 . 

下 面 我 们 举 出 几 个 对 于 不 同 w(xz) 的 例子 . 

例 1 取 w(z) = 二 zc;c EL {a,b}, 且 区 域 被 光滑 曲线 工 前 开 : 从 
c 点 出 发 , 连续 地 延伸 到 无 穷 远 点 , 且 除 c 点 外 不 再 与 志 相交 (在 后 面 的 例子 
中 ， 同样 地 定义 与 T,). 取 /w(z) = Vz 为 剖 开 的 区 域 SN: 中 的 任 一 连 
续 分 支 ， 则 有 

四 =Vw (4) ( 记 为 VatD))，t EL， (5. 67) 

亦 即 , 在 本 例 中 , 4C2) = 1, GD = G(D). 

这 样 , 在 本 例 中 , G1 (2) = GCz) 的 典 则 函数 XCz) 和 指标 < 均 不 变 ,，R。，。 
问题 (6. 66) 仍 应 在 ho 类 中 求解 . 此 外 , 在 求 得 B1(z) 后 ， 由 (5. 64) 与 
《5. 65) , 还 应 补充 要 求 


@(z) = Oz— eli) (z_>0), (5. 68) 
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且 
GHD) = O00t—eli), tELG> 0). (5. 69) 
&A 仍 由 (5. 55) 定义 . 考虑 以 下 诸 情 况 : 
(| ) 上 二 k 十 7 一 m 之 0. 这 时 ，R，。 问题 (5. 66) 在 ho 类 中 有 一 般 解 
Bi (z) = Xz— oP (2) + C+ F(z)], (5. 70) 
其 中 
Fi (z) 一 1 -xz 一 cgCD gy, (5.71) 


2ri 1 VI Xt Cr— z) 
Pi_1(z) 为 上 一 1 次 任意 多 项 式 (P_i(z) 二 0), 而 C 为 一 任意 常数 . 
为 要 (5. 68) 满足 ,必须 . . 
C=— FCc). (x*) 
此 条 件 还 是 充分 的 . 实际 上 ,由 直接 计算 可 知 ， 
Fi(z)+C= F(z)— F (ce) 
一 = 二 | SCr)dr 
2ri lL Vr ev Xt(D (rr— z) 
=O0z—cli), (5. 72) 
因为 上 式 中 的 积分 在 z = c 处 至 多 有 1/2 阶 的 奇异 性 (这 一 点 由 4. 1. 3 段 中 的 
结果 自明 ); 且 当 (5.72) 中 的 z 换 为 : € LN (ao) 时 它 也 成 立 ( 由 4. 1.4 段 中 
的 结果 ). 于 是 , 条 件 (5. 69) 也 就 满足 ， 因 为 
研 () = 十 A +F() 
= Fi() +O(t—z|?). (5.73) 
所 以 , 由 (5. 70) 和 (5. 64) 知 ， 


VV = Ve Xz)| Pe (z) 


+ g(r dr ] 
2ri L Yr—evI) Xt(r) (re— 2) 
或 即 
VVz) =VID (2) XLP, (2) + F*(z)], (5. 74) 
“1 gz)dr 
7 直 直 二 硬 X+ (Dr—z) 人 


Il (z) = (z— OH(z), (5. 76) 
且 已 取 定 | 
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VE (Cz) =Vz— cvIz). 
(i) 下 一 一 1. 这 时 ，(5. 70) 成 为 
$i (z) = X(z)F] (z), 
而 条 件 (5. 68) 或 (x ) 成 为 Fi(c) = 0. 于 是 我 们 的 问题 有 唯一 解 


V Vz) =VI (zz) X(z)F*(z) (5.77) 
当 且 仅 当 下 一 条 件 满足 ， 
gr 
一 0. (5. 78) 
| es x 
〈 诈 》 下 < 一 1 显然 ,我 们 的 问题 有 (唯一 ) 解 (5. 77) 的 可 解 条 件 为 
ti wt 一 C HVt—cg(t) , 
dt =0, j=0,1,.… ,一 hk—2, (5.79) 
| 估 Xt) 7 
以 及 (5. 78); 且 易 见 (5. 79) 与 (5. 78) 可 统一 写成 
— B80) gm0, j=0,1,., hl (5. 80) 
| 元 攻 Xt (2) 7 


例 2 取 w(z) 一 < 一 a，S 被 曲线 To 剖 开 , 并 取 定 /wlz) 在 区 域 S\T, 中 
的 一 连续 分 支 . 于 是 仍 有 (5. 67)， 即 仍 有 AD 一 1，Gi (9 = GGD， 典 则 函数 
X(z) 和 指标 < 仍 同 前 , 仍 要 求 R,_ 问题 (5. 66) 在 ho 类 中 的 解 . 由 一 般 理论 ， 
这 时 
XGO = ES, = O01z—al™), 


一 ay 
Ov 之 1， (5. 81) 


x = EO = O(|t—al™), 
(2—a)? 


其 中 Xa(z) 与 1/Xa(z) (包括 烽 ( 与 1/ 妈 (DD) 在 NA\ 工 中 有 界 且 尖 0, 这 
里 N, 为 4 点 的 一 邻 域 
1” 如 果 0<<v 之 去 , 则 由 (5.71) 给 出 的 F(z) 在 二 a 附近 有 界 , 且 
XD Os-0+b 
Olz-al 人 人) 
Ci》 当 上 > 一 1 时 ,我 们 的 问题 有 解 


/TD = VHD) - ELP e+] (5. 82) 
za Za 
其 中 


tr—ag(r) 
F(z) = Yr-ag(r) du (5. 83) 
1 or re Xt (rz) 


带 根 号 的 边 值 问题 加 一 一 一 一 一 一 一 421 


易于 验证 VY 炎 (z) € ho. 
Ci) 当 角 一 一 1 时 , 我 们 的 问题 当 且 仅 当 
HVt—ag(t)] 一 0， 一 0,1,…v 一 上 一 5. 84 
| Tn Xt 0) t J »1， 9 k 1 (5. ) 
满足 时 有 (唯一 ) 解 (5. 82) (Pi (z) 二 0)， 


2 如 果 去 之 v < 工 亦 即 ， 一 工 +e (0 之 e 二 汗 ), 则 
Ol(|z—al nt), 而 
下 Ca) = Fil, RD 一 vz 一 ago dr 
“VIH H(z) (cr— det (ez) 


= aD a (5. 85) 
eri LHX Dr— 2) 
(1 ) 当 & 之 0 时 , 由 (5. 82), 可 以 写 


Xz)vV H(z) 


VD — SE Da) [2 a)P, (2) +C+F (2)]. 


为 要 (zz) € ho， 必须 要 求 (* ) 满足 :C 一 一 FCa). 所 以 
C+Fi(z) = F(z) ~ F(a) 


1 (rt—a)lipg(r) 

一 Bd — F(a) 
zz 让 /DD 
_ za (ra) g(r) dr 
2ri /LTO XL Cr— 2) 


于 是 ， 
VV(z)=vV zaX(zWI 可 | P- 1(z 十 元 :| Fe |， 
Nir MIO (Cr— x) 
(5. 86) 
这 就 是 在 这 一 情况 下 我 们 问题 的 一 般 解 ( 当 & = 0 时 Pi_1(z) 圭 0, 它 还 是 了 唯 
一 解 ). 
(ii ) 当 有 二 一 1 时, 条件 (x ) 成 为 (a) 一 0, 即 
| 站 一 2 人 di 一 0. (5.87) 
L VHX C0) 
当 此 条 件 满足 时 , 我 们 的 问题 有 唯一 解 


V Vz) = WF), © (5.88) 
“ Za :i ' i 这 加 ， 
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其 中 所 (z) 由 (5. 85) 给 出 . 
( 痢 》 当 < 一 1 时 , 当 且 仅 当 
Elta) gD 0 j=0,1,, kh 2 (5.89) i 
| i : : 
以 及 (5. 87) 满足 时 , 问题 有 唯一 解 (5. 88). 不 难 验证 ,(5. 89) 与 (5. 87) 可 统 
一 写成 


Ha)g() ,0 
一 了 一 0,1，……， k 1. (5. 90) 
| r ViG) 好 (bb 


例 3 仍 取 w(z) ==z 一 a, 但 S 被 曲线 六 剖 开 , 并 取 /z 一 a 为 其 中 一 连 
续 分 支 , 因而 
Var GD =—Vw (0), (5. 91) 
亦 即 (5 = 一 1, G1(2) 一 一 GQ), G1(t) 在 ho 类 中 的 典 则 函数 和 指标 仍 分 别 
记 为 X(z) 和 w， 以 后 的 讨论 与 例 2 类 似 , 从 略 . 
例 4 取 w(z) = Vlz 一 a)(z 一 6), 且 S 用 TI 剂 开 ， 取 Vw(z) = 
Ytz 一 a)(z 一 5) 为 S\T, 中 的 一 连续 分 支 , 于 是 


' Vut (t) =—iVw (2), (5. 92) 
亦 即 4(2) 二 一 i, G1 (4) = 一 iG(4). 后 面 的 讨论 也 类 似 ， 从 略 . 


更 一 般 , 可 以 取 
wlz) = [Cz—a)"(z—b)el (wp 人 0)， 
且 . 
: Vw(z) 一 [Cz — a)" (z— bh) J 
为 剖 开 的 区 域 SP 或 SNT。 中 的 一 连续 分 支 , 则 有 
. MGD 一 ri 或 10D = ir. 
对 我 们 的 问题 作 几 点 说 明 : 
. 1。 当 问题 中 的 ho 类 换 成 类 有 ,hh 或 hos 时 , 以 上 的 解法 仍 有 效 . 

2. 在 我 们 的 解法 中 ， 可 以 任意 选取 数 六 和 ci ;C0299CN 以 及 w(z). 在 选 
取 不 同 的 w(z) 及 其 不 同 分 支 /w(lz) 时 ， 所 求 得 的 解 可 能 重复 出 现 . 

3， 当 工 是 汇 交 于 一 点 的 若干 弧 段 (但 不 构成 封闭 的 曲线 ) 时 ， 所 述 方法 
仍 有 效 ; 但 车工 是 由 多 个 互 不 相交 的 弧 段 组 成 时 , 以 上 解法 无 效 , 因为 对 多 
连通 区 域 解析 函数 的 单 值 化 定理 (参看 [102]) 不 成 立 . 

注 ， 如 果 在 (5. 51) 中 的 VVC) 改 为 VEE(CD (p >> 2), 情况 要 复杂 些 ， 
但 这 里 所 述 解法 的 基本 思想 仍 有 效 , 参看 [103]. 
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7.6 解 具 高 阶 奇异 性 的 Riemann 
边 值 问 题 及 其 应 用 


7.6.1 解 具 高 阶 奇 异性 的 Riemann 边 值 问题 


经 典 的 Riemann 边 值 问题 局 限于 其 解 没 有 或 者 只 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 . 
现在 我 们 讨论 解 可 具有 高 阶 奇异 性 的 情况 ( 见 [104]). 

现 设 工 如 同 4. 2. 2 段 中 所 述 ， 为 方便 起 见 ， 今 复述 如 下 (但 记号 有 所 变 
更 ): 上 一 2214 为 复 平面 中 一 组 互 不 相交 的 光滑 弧 4e 一 Co6x( 取 定 自 a 至 bk 


为 正 向 ) 之 并 , 各 4 中 可 能 有 些 相同 的 端点 , 也 不 排斥 某 《ay 二 b) 或 某 些 
ts 构成 封闭 曲线 (这 时 它们 的 正 向 要 取得 使 复 平面 分 成 正 侧 区 域 S+ 和 负 侧 区 
域 S ， 不 一 定 连通 , 且 z== 吕 在 5S 中). 设 工 的 所 有 不 同 端点 为 cl ,cz ，…， 
cN， 称 为 工 的 节点 . 

设 CGO (天 0) 与 g(G0 定义 在 L 上 ; 对 £1€E lL, G() = G0), g(t) = 
g4(t) 缘 E 万 ; 但 若 一 点 5 是 某 些 cx 的 公共 端点 , 则 Gi Cc) 以 及 gi(c) 可 以 分 
别 有 不 同 的 值 . 我 们 来 求解 正则 型 Riemann 边 值 问题 

Gt) = GG (+ge(), 1tEL, (6. 1) 
未 知 函 数 BCz) 在 全 平面 被 工 前 开 后 的 区 域 中 (分 片 ) 全 纯 , 在 : € L 上 除 t = 
c G = 1,2,…,n) 外 , 有 连续 的 边 值 5# (4), 且 @(z) 在 = 一 co 处 为 有 限 阶 ; 
但 @(z) 在 各 节点 c; 处 可 以 有 更 一 般 的 高 阶 , 如 下 所 述 . 

我 们 称 @(z) 在 某 一 节点 c 处 几乎 有 天 阶 (K 为 一 非 负 整 数 )， 如 果 
SB(z)(z 一 c) 在 c 处 几乎 有 界 . 〈6. 1) 的 一 个 解 称 为 在 Kn 类 中 , 这 里 N = 
(CN Ne 和 Na) (每 一 Ni 为 非 负 整数 )， 如 果 在 节点 cj Gj 二 1,2,…,n) 处 几 
乎 为 Ni 阶 . 我 们 要 求 在 事先 指定 的 Kn 类 中 求解 (6. 1). 

暂时 对 (6. 1) 的 解 B(z) 在 = = ce 处 的 阶 除 有 限 外 , 不 加 限制 . 

先 在 Ko 类 ( 即 N 二 (0,0,…,0)) 中 求解 这 个 类 实际 上 就 是 4. 4. 2 段 中 
讨论 过 的 最 罕 的 类 . 我 们 重 述 一 下 结果 (注意 , 解 在 z = co 处 的 阶 除 要 求 有 
限 外 未 加 限制 ). 在 任 一 节 点 < 处 ， 令 


十 衣 = 5 2 ZilogCx 《c)， 《6. 2) 
其 中 logGx( 是 到 上 的 任 一连 续 分 赤 ， 6 一 一 荆 或 +1 分 别 按 'c 一 aj 或 5 
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而 定 . 记 的 整数 部 分 ( 即 不 超过 ui 的 最 大 整数 ) 为 [aj], 而 {aj} = aj 一 [aj] 
为 其 分 数 部 分 或 称 尾数 (0 gy} 之 D. 记 


ko 一 > [oJ, : (6. 3) 
j=1 
称 之 为 G(D 或 问题 (6. 1) 在 Ko 类 中 的 指标 . 令 
XCz) 一 exp [去 zi|, Pee a 路 区 了 (6;.4) 
因而 X(co) 天 0 且 有 限 ,并 令 | 
— _X(z) : 
Xo (2) ](5， (6. 5) 
其 中 : 
Hra] (z) = (z— ci) ml (zo— cot). — ce, ) el. (6. 6) 


Xo Cz) 称 为 GC(2) 或 问题 (6. 1) 在 Ko 类 中 的 典 则 函数 ， 它 在 zx 二 处 的 阶 为 
一 ko. 易 见 ， 在 z 一 ci 附近 ， 

Xo(z 一 |z—al sy Cz), j= 1,2,,n, (6. 7) 
其 中 (z) 与 1/% Cz) (及 其 在 L 上 的 正 、 负 侧 边 值 ) 在 “; 附近 均 有 界 . 根据 
4. 2. 2 段 中 结果 , 我 们 有 


定理 6.7.1 问题 (6.1) 在 Ko 类 中 的 一 般 解 ( 在 = 一 co 处 的 阶 有 限 但 未 指定 ) 
为 
G(z) = Ko PO + rE z 蕊 二 ，(6.8) 
其 中 PCz) 为 任意 多 项 式 . 


按 4. 2. 2 段 中 所 述 ， 节 点 c 称 为 普通 节点 或 特异 节点 由 {a;) 天 0 或 一 0 
而 定 . 于 是 有 


推论 67 1 辣 是 (6. 1 在 Ko 关中 的 任何 解 在 壮 通 节 志 外 实际 上 有 条， 在 
特异 节点 Cj 处 当 且 仅 当 本 
Dags (ci) 一 0 . (6. 9) 


GE 


满足 时 有 界 ， 


类 Ko 实际 上 就 是 4. 2. 2 段 中 所 说 的 最 奉 的 类 htlc 93C2 9° Cm) 9 其 中 C1， 
cz，… ,Cm 为 所 有 的 普通 节点 . . 
现在 来 考虑 问题 (6. 1) 在 Kn 类 中 的 解 (在 xz 一 oo 处 其 阶 仍 未 限定 ), 其 
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-中 六 = (Ni,Nz，…，N,) 为 任意 取 定 了 的 . - 记 
HN(2) = (一 cz 一 co) 全 “人 (z 一 ca) 六 (6. 10) 
在 (6. 1) 的 两 边 同 乘 以 IIN (zt); 并 令 BN(z) 一 区 (28 为 新 的 未 知 函 
数 , 于 是 求 (6. 1) 在 Kn 类 中 的 解 就 等 价 于 求 
BN) = GEN +en(tt), tel, (6. 11) 
在 Ko 类 中 的 解 , 其 中 .gn (t) = IZN(t)g()， 由 定理 6.7.1, 易 见 有 


定理 6.7.2 问题 (6.1) 在 Kw 类 中 的 一 般 解 (在 z= 二 co 处 的 阶 数 未 限定 ) 为 


(2) = Xz) [POs + ere ve z 蕊 工 ，(6. 12) 
其 中 | 


Xo (z) 


= ENCz) 


《6.13) . 


Xn 称 为 GC(z) 或 问题 (6. 1) 在 Ky 类 中 的 典 则 函数 . 由 (6. 5)， 


_ XCz) 
XN(z) 一 I (z) 9 (6. 14) 


所 以 它 在 z 一 oo 处 有 阶 一 kn 一 一 (xo 十 |N|)， 其 中 IN| pi 整数 


ky 一 w 十 |N| 称 为 GO) 或 问题 (6 1) 在 Kn 类 中 的 指标 . 在 节点 < 处 ， 由 
(6.7), 


Xz) = Em (6. 15) 


其 内 (z) 与 1/Xi (z) 及 其 边 值 在 c; 附近 均 有 界 . 

“在 任何 Ni 一 0 的 节点 5 处 , BCz) 的 性 质 同 前 . 考虑 任何 NN; 宇 1 的 节点 
cj， 由 (6. 15)，XN(z) 在 此 处 的 阶 为 Ni 一 {a;}; 由 (6. 12), B(z) 也 是 如 此 ， 
因为 这 时 式 中 的 积分 在 i = cj 处 是 有 限 的 .因此 我 们 得 到 


推论 6.7.2 在 任何 Ni 之 1 的 节点 ci 处 , 问题 (6. 1) 在 Kw 类 中 的 解 有 不 到 
Nj 阶 的 奇异 性 ,如果 cj 是 一 普通 节点 ; 有 (至 多 ) Ni 阶 奇异 性 ， 如 果 cj 
， 是 一 特异 节点 ， 


在 4. 2.2 段 中 定义 的 “最 宽 ” 的 jn 类 (但 解 在 z 二 < 处 的 阶 数 可 任意 而 未 
定 ) 实际 上 就 是 Kn 类 , 其 中 Ni = 1 或 0 分 别 视 c 为 普通 节点 或 特异 节点 而 
定 . 

显然 , 对 于 R, 问题 (6. 1) 在 Kn 类 中 求解 时 (其 中 为 事先 指定 的 一 整 
数 ), 亦 即 要 求 Kn 类 中 的 解 在 z = oo 处 至 多 为 ~ 阶 时 , 我 们 有 : 
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1]” 当 wn 十 r 之 0 时 , 一 般 解 为 


g(t) 一 
$(z) 一 el Pal 二 到 ,KE dt|， EL, (6.16) 


其 中 Ptr(z) 为 kn 十 r 次 任意 多 项 式 . 
2” 当 KN 十 了 一 一 1 时 ， 有 了 唯一 解 . 


XN(z) g() CO 7\ 
> -一 “ 6. 17) 
Plz) pr Eee (6. 17) 


3” 当 gw +rol 时 , 当 且 仅 当 条 件 


tg(t) 1 一 一 .. 一 i 
[a= 0， = 0,1,eykN 十 r 一 2， (6.18) 


满足 时 有 唯一 解 (6. 17). 

总 之 ，R. 问题 (6. 1) 在 Kn 类 中 的 一 般 解 有 广义 自由 度 kw 十 7 一 1. 

下 面 我 们 将 上 述 结 果 进 一 步 推广 到 (6. 1) 中 的 自由 项 g(D 在 节点 处 也 有 
高 阶 奇异 性 的 情况 ,例如 


g(t) 一 各 的 ， vv 二 (ww U2 9 0) te 工 ， (6. 19) 


而 8"(b 在 每 一 弧 拓 上 6E 日 , 其 中 加 
[ID = Qa) Gon) cn)™ © >0,j=1 2 
(6. 20) 
这 里 (zt 一 c;)%( 如 果 w 不 是 整数 ) 已 在 L 上 取 定 一 一 连续 分 支 ， 又 暂 设 解 在 z= 
co 处 的 阶 数 未 定 . 
记 N 为 任 一 确定 的 、 不 小 于 vw; 的 整数 : Ni 之 wv;. 我 们 要 在 这 一 情况 下 


求 (6.1) 在 Kw 一 (Ni ,N,,…,N,) 类 中 的 解 . 这 实际 上 要 在 Ko 类 中 求解 


DhD =GOB +en), teL, (6.21) 
”其 中 BN(z) = H(z)@(z)， : | : 
BN(D) = [Nv g (2D), G622> 
这 里 网 
HN (Ct) _ _ _ 
Tv-_， -RO ca) Ne (cn) Ne (6. 23) 


显然 ， 在 每 一 v; 为 分 数 (v; < Ni) 的 节点 oj- 处; gR(c;) 二 0. 
我 们 所 要 求 的 解 仍 由 (6. 12) 给 出 , 亦 即 


Xo (z) 
TIN (2z) 


D(z) = [PCz) + F(z)], (6.24) 


这 里 已 令 
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F(z) = 过 | 


2x1 


TN_v(t)g*(t) | 
L XHCDCG 一 2 “ 
下 面 我 们 将 只 考虑 在 应 用 中 常见 的 情况 : 每 一 Ni 为 不 小 于 v) 的 最 小 整 

数 : Nj;—1l<v<N; (7 = 1,2,.,n). 首先 注意 : 在 z 一 ci 的 邻 域 中 ， 


(6. 25) 


Xolz) _ oN) 

= zy), (6. 26) 
De 所 | Ni 一 一 (o) 

XFCE) OC 一 cj| ). ~ (6. 27) 


我 们 来 分 析 , 在 一 固定 的 ,具有 vw 沁 >0 的 节点 <; 处 解 多 (z) 的 性 质 . 分 别 
考虑 下 列 情况 : 

1” Nj 一 vj 过 {Qj}. 这 时 , 因为 {a;) > N; vw >0， 

Fs) = OC(|z—c | NYT{s)), 

结合 (6. 26), 可 以 看 出 @G(z) 在 c; 处 有 wv) 阶 的 奇异 性 . 

2° N; —v; = (a;}. 这 时 ， IIN_v C2)/ XE C2) 在 ci 附近 有 界 , 所 以 下 (>) 在 
该 点 有 几乎 N; 一 {aj;} 一 他 阶 . 

3° Nj; —v; > {a;). 这 时 ， 上 一 Ci 是 IN_,(1) 的 一 零点 且 Flc;) 有 限 . 所 
以 , 由 (6. 26), Blz) 在 c 处 有 Ni 一 {a;} (之 vv) 阶 的 奇异 性 . 

在 实用 中 , 对 于 这 里 考虑 的 问题 自然 地 要 求 所 得 的 解 在 c; 处 至 多 为 

一 oj 阶 ; 这 在 情况 1 与 2 中 是 满足 的 . 在 情况 3" 下, 为 了 达到 我 们 的 要 
光 必须 在 (6. 24) 中 ， 

1 Hn ,tg* (2) 


了 (ci) = 1 对 (DC (=— Fc;)). (6. 28) 


我 们 来 证 明 : 为 了 我 们 的 县 的 , 这 一 条 件 也 是 充分 的 . 实际 上 , 记 


1 ff IN,()g*0) 
F 
1 (z) 一 | WDETDY (6. 29) 
1 ew, 
Fy (z) = ) = Xi (1) (t— z) 


其 中 L; 是 L 中 以 cj 为 端点 的 所 有 弧 段 之 并 . 注意 ， TD/ (CO 在 :一 Ci 
处 有 Nj 一 vj 一 (a) 过 1 的 阶 ， 得 知 
Fi (z) 一 Fi(o) = O00(|z— cl NY}), 
而 Fy (z) 在 z 二 cj 处 全 纯 , 因此 Fy (Cz) 一 Fr (ej) = OC(|z 一 cj;|). 所 以 
F(z)— Fc;) = [LF1 (z)— FI (cj)] + [Fy (z) ~— Fy Cc;)] 
= Oz—olN oT i, (6. 30) 
我 们 可 以 写 
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Xolz) 
IIn(z) 
注意 P(z) 一 Plc) 一 OC|z 一 ci 小， 由 (6. 30) 可 以 看 出 B(xz) 一 45 5 
如 所 预期. 

如 果 共 有 灵 个 节点 cj， j 一 1,2,…,m, 使 得 Nj—y; > {0;)， 则 我 们 其 
望 所 求解 在 各 c; 处 有 也 阶 . 不 难 确证 , 所 求 的 KN 类 中 的 解 可 以 表示 为 


”GB(z) 二 二 一 ~ mr ee ‘(zcn) Plz)TQ,1(z) + F(z)], 


Gz) 一 [PCz)— Ple;) + F(z) — Fc;)]. 


: (6. 31) 
其 中 P(z) 为 任意 多 项 式 , 而 Q,1(z) 是 满足 条 件 Q。1 (ci ) 二 一 Fc), j= 
1,2,…,m 的 插值 多 项 式 . 
如 果 还 要 求 @(z) 在 = = co 处 (至 多 ) 为 > 阶 , 即 在 Kn 类 中 求解 相应 
问题 , 则 易 见 可 得 下 述 结果 (其 证 明明 显 ， 从 略 ): 
(|) 当 kwp 十 + 之 m 时 ,所 求 的 一 般 解 为 
把 (z) 
N(x) . 
十 Qi1《z) 十 F(z)]， (6. 32) 
其 中 Per-m(z) 为 ty 十 r 一 如 次 任意 多 项 式 . 
(站 )》 当 xn 十 > 一 闷 一 1 时 ， 它 有 唯一 解 


Gz) = [(zC— cD)(z— C2)°"(z— Cm) Po tr mlz) 


_ X02) | 
ga = FLQ Ce +P (6. 33) 
( 诈 ) 当 0 过 kw 十 7 二 m 一 1 时 , 它 有 (唯一 ) 解 
6(z) = 六 [Pi Cz) + F(z2)] (6. 34) 
当 且 仅 当 ee 是 满足 条 件 
Pt cj) 一 一 下 (ci )， 7 一 1,2,° ,mm (6. 35) 


的 ky 十 > 次 多 项 式 (当然 要 这 些 条 件 相 容 )， 
CV)》 当 kn 十 r 委 一 1 时 ， 它 有 (唯一 ) 解 


oz) 一 EP (6. 36) 
当 且 仅 当 条 件 
Cf DED om 
| C2) di=0, k=0,1,,—KkN—r—2 (6.37) 


CeN 十 7 二 一 1 时 此 条 件 消失 ) 以 及 
Flc) =0, j=1,2,.,m (6. 38) 
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均 满足 . 
上 总之, 所 述 问 题解 的 广义 自由 度 为 kw 十 r 一 m 十 1 


7. 6.2 应 用 于 求解 具 一 阶 奇异 性 的 特征 奇异 积分 方程 


作为 上 段 结果 的 一 应 用 , 我 们 再 来 考虑 在 5. 4. 3 段 中 讨论 过 的 特征 奇异 
积分 方程 


os Te 2 qr=fl), tEL (6.39) 


为 简明 计 , 设 其 中 二 是 一 组 豆 不 相交 的 光 少时 线 ,并 已 适当 到 定 正 向 售 复 平 
面 分 成 若干 区 域 , 在 工 正 侧 和 负 侧 的 区 域 之 并 分 别 记 为 S+ 和 S-, 且 x 二 oo 
ES ;并 设 a(2) 土 b(t) €E H 于 L 上 , 0 (正则 型 ), 又 GD € Hi(a， 
C2 CD) 亦 即 


fo lt) 
7 人 = HCO) 


其 中 HD (= 耳 抱 ) 二 GG 一 0) 一 cp) (一 c)， 如 (6. 20) 定义 ,cj yc 
cv 为 工 的 节点 ， 而 未 知 函 数 也 要 求 在 HCei ,co cn) 类 中 . 

方程 (6. 39) 的 求解 方法 在 5. 4. 3 段 中 已 讲 过 ， 但 用 本 段 的 解法 要 简洁 得 
多 , 并 且 很 自然 . 

如 果 g(t) 是 它 这 样 的 一 个 解 , 与 通常 一 样 , 令 


fb EH, (6. 40) 


G(z) = i 2D dr， EL, (6. 41) 
LT : 
于 是 
gD) = Gt) —G 4), teL, (6. 42) 
1 | dr =80)+G (0), teL. (6. 43) 


将 (6. 42) 与 (6. 43) 代入 (6. 39), 可 以 看 出 : Bz) 是 RR 一 问题 (6. 1) 在 Ki = 
K(1,1,…,1) 类 中 的 解 ， 其 中 


G(r ) = 二 a(t)— b(t) f(2) 
alt) + bt) Qt 十 DC 


此 外 易 见 ， 即使 g(t) € Hr(a,c2，,* cn) Bi (人 十 (在 每 个 芝 点 cy(1 扫 
7 魏 7 处 的 阶 均 小 于 1. 

我 们 将 证 明 其 逆 也 成 立 . 亦 即 要 证 明 , 如 果 @$(z) 是 R_ 问 题 (6.1) 在 Ki 
类 中 的 解 , 且 G@*(#) 十 7(z) 在 每 一 cj 处 均 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 , 则 由 (6. 42) 
给 出 的 gp(z) 就 是 方程 (6. 39) 在 Hi Cc ,cz，…,c) 类 中 的 一 个 解 . 这 只 要 证 实 
(6. 41) 从 而 (6. 42) 成 立即 可 . 定义 和 i . 


g(t) = :EL. (6. 44) 
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W(z) = i|, 2 dr， z 蕊 工 ， 


只 要 证 明 到 (z) = @B(z) 就 够 了 . 现在, gC) = Wi (4) 一 W-(4), 而 
Wi) + 0) = |; 2D du 


LT 2 
在 每 一 cj 处 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 . 由 (6. 42) 知 ， 
DD—B DD = VD), t€EL =I\ {cc). 
令 Q(z) 二 亚 (z) 一 B(z), 可 以 看 出 01 (4) = 0-(),tEL, 且 Ot(D) 在 每 一 
Gj 处 均 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 ,又 QCoo) 一 0, 故 由 推广 的 Liouville 定理 知 ， 
Q(z) 必然 是 一 有 理 函 数 : 


Qi 
04z) = 
其 中 Q，; (z) 为 某 一 (至 多 ) n 一 1 次 多 项 式 .所 以 
[gt 0 2 
[OD + DI [LG -gD] = ey 


但 由 假设 , 此 式 左 端 在 每 一 。; 处 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 , 可 见 必 然 Q(z) 一 
0, 亦 即 下 (z) = @(z). 
这 样 , 我们 有 


定理 6.7.3 方程 (6. 39) 可 解 当 且 仅 当 Ri 问题 (6.1) 在 Ki 中 可 解 且 补 充 要 
求 @ (有 十 (4) 在 每 一 节点 cj(1 志 j 声 n) 处 具有 不 到 1 阶 的 奇异 性 ， 
这 时 解 由 (6. 42) 给 出 . 


Ri 问题 (6.1) 在 Ki 类 中 的 解 $B(z) 二 G0(z)/II(z) 显然 等 价 于 R,_) 问 


题 
rp folt 
(2) = GW (1) + 2 ry i:€EL, (6. 45) 
在 Ko 类 (这 时 节点 cl ,cz，…cn 消失 了 ) 中 的 解 , 而 补充 要 求 成 为 
(cj) 十 玫 (c;) 二 0， 7 一 1,2,.,n. 《6. 46) 


记 G(z) (由 (6. 44) 给 出 ) 在 Ko 类 中 的 典 则 函数 与 指标 分 别 为 Xo(z) 与 和 . 于 
是 ,由 一 般 理 论 ， 当 wo 十 n 一 1 为 非 负 时 ，R，) | 问题 (6. 45) 在 Ko 类 中 的 一 般 
解 为 . 


名 (2 = XoCo[ 一 加 Pan 二 起 | rere 


之 蕊 L, (6. 47) 


其 中 Z(z) 是 由 下 式 定义 的 标准 函数 


解 具 高 阶 奇异 性 的 Riemann 边 信 间 题 及 其 应 用 4l 


Z(2) = [a(2) + 60) KY) = [alt) —6(t) Xo (t), (6.48) 
而 Pow-1(z) 为 to 十 n 一 1 次 任意 多 项 式 ; 当 wo 十 n 一 1 是 负数 时 , 此 问题 当 
且 仅 当下 列 条 件 满足 时 有 (唯一 ) 解 (6. 47) (Pi Cz) 二 0); 


fo 
| ZO 出 一 0， k=0,1, 3 KO n. (6., 49) 


然后 ， 方程 (6. 39) 在 Hia ,ee) 类 中 的 解 由 PCD) 一 全 给 出 ， 其 中 


| (D) 
Golt) =a (WO + wzeo Pet 一 二 | re dr]， 


L ZnD (rt—D 
(6. 50) 
而 
2) pf) 6b) 
2 a(t 一 5 ? (DT 2 DT 
经 计算 , 可 以 验证 
大 人 十 古人 0 一 一 六 Tao Pa lt) 
_foln) .| dr|， 
L Zr 一 分 
而 附加 要 求 (6. 46) 成 为 
ale) ZCe)[— Pr Ce) + 二 汉 |, Z| 
一 blc;) folc;), J 一 1 ,2 70， (6. 46)’ 


这 样 , 我 们 有 : 


定理 6.7.4 ”方程 (6.39) 在 用 (cl ,cscn) 类 中 有 解 gLD) 一 跑 ， 其 中 


go(t) 由 (6. 50) 给 出 ， 当 且 仅 当 条 件 (6. 49) (ko 十 n 之 1 时 此 条 件 消失 ) 
以 及 (6. 46) 满足 时 . 


注 1 由 (6.50), 易 见 


Dp fo ob {WFD +acd Zo[ Pa 
_1 fol7) 
HH, ze)), ter 6.5D 


所 以 ， 如 对 某 个 c; ,blc;) 冯 0， 则 补充 要 求 (6. 46) 对 这 个 7 等 价 于 
aci)90(ci) 一 fotlc;) 。 (6. 52) 
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这 容易 直接 从 (6. 39) 得 到 ， 只 要 它 是 可 解 的 ; 因而 这 时 a(ci) 必须 尖 0. 这 就 
表明 ， 如 果 至 少 对 某 个 Cj fc;) 天 0 而 <c(ci) 一 0， 则 方程 (6. 39) 无 解 . 

注 2 ”如 果 对 某 个 c，jc) 与 a(c) 皆 一 0( 从 而 条 件 (6. 46) 对 这 个 ci 
自动 满足 )， 仍 可 能 po《cj;) 关 0. 这 就 表明 , 在 这 种 情况 下 , 方程 (6. 39) 的 解 
gb2) 在 上 一 cj 处 仍 有 1 阶 奇异 性 ,即使 (2) 在 该 处 只 有 不 到 1 阶 的 奇异 性 . 
例如 ,考察 方程 

1 (D), 1 
Vi=Ip0) + 上 上 | ear = A +EL, 
其 中 工 为 单位 圆周 |t] == 1, Vi 一 1 已 取 定 其 上 一 连续 分 支 , 这 时 唯一 的 节点 
为 上 一 1. 现在 a(D == fo(2) = 二 Vi 一 1, 5(2) = 一 1, 它 是 正则 型 的 . 显然 它 在 


HY(1) 类 中 有 解 p(z) = 二 二-. 这 就 表明 ,方程 (6. 39) 的 解 的 范围 比 以 前 考 


虑 的 要 广 . 这 就 是 说 , 这 里 的 讨论 已 作 了 实质 性 的 推广 , 

注 3 钟 寿 国 在 L105] 中 讨论 了 方程 (6. 39) 中 工 为 整个 实 轴 的 情况 . 

对 于 奇异 积分 方程 有 更 高 阶 奇异 性 的 解 的 情况 (当然 , 高 阶 奇异 积分 要 
在 1.7.2 段 中 的 意义 下 ), 钟 寿 国 (等 ) 有 较 全 面 的 系统 讨论 ， 见 [106] ~ 
L1101. 


附录 ”有关 Fredholm 积分 方程 的 结果 


本 书 中 多 次 用 到 Fredholm 积分 方程 理论 中 的 一 些 结果 . 我 们 在 这 里 对 
它们 作 一 简要 介绍 . 在 一 般 教材 中 可 查 到 的 结果 (例如 L481, [64])， 就 不 再 
加 以 证 明 . 这 里 所 有 涉及 的 函数 都 是 复 函 数 . 


1，Fredholm 定理 


设 工 是 一 条 封闭 或 开口 的 光滑 曲线 . 方程 
kp = +| kl Dp dr = f(D, 1EL (1) 


称 为 L 上 的 (第 二 型 ) Fredholm 方程 , 大 称 为 Fredholm 算 子 . 这 里 积分 是 通常 
意义 下 的 正常 或 反常 积分 ; 当 L 为 开口 的 时 , i 一般 不 取 端 点 值 . k(t,7) 称 为 
方程 的 核 . 一 般 我 们 已 假定 


k(tsr) = 人 0Za<l, (2) 
TT 


而 k* (4,7z) 为 LXL 上 的 连续 清 数 . 当 a 汪 0 时 ， (0 也 称 为 思 Predholm 方 程 ， 
而 大 称 为 弱 Fredholm 算 子 .“ 弱 ” 字 有 时 也 省 掉 . 

我 们 且 设 未 知 函 数 g(t) 和 已 知 函 数 f(z) 都 是 连续 的 . 

方程 


Ky = (0) +| 4 (ry dr =0 (3) 


称 为 (1) 的 相 联 (或 伴随 ) 方程 , 而 Kk 称 为 k 的 相 联 算 子 . 
关于 方程 (1) 有 下 列 重要 结果 : 


定理 1 (Fredholm 定理 ) ”假设 如 前 ， 则 有 
工 kp 一 0 的 (在 复 系数 意义 下 ) 线性 无 关 解 的 个 数 必 有 限 ; 
IT. kp 二 0 与 Ky 二 0 的 (线性 无 关 ) 解 的 个 数 汉 定 相等， 
亚 . (1) 可 解 的 充 要 条 件 是 


| DGDd EA (4) 
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其 中 内 大，… 狗 是 (3) 的 全 解 系 ( 即 完全 的 线性 无 关 解 组 ). 


在 一 般 教 材 中 ， 上 述 定理 都 是 在 上 为 实 轴 上 的 一 有 限 线段 情况 下 证 明 
的 ; 即使 L 是 曲线 , 积分 变量 也 是 用 的 弧 长 参数 :, 而 不 是 位 标 上 但 很 容易 证 
明 , 对 弧 长 参数 的 上 述 定 理 对 位 标 积分 也 成 立 . 我 们 来 说 明 这 一 点 . 
设 定理 对 变量 t,t 分 别 换 成 其 弧 长 参数 ; ,a 时 已 成 立 . 又 设 1 二 1(s) 为 曲 
线 的 自然 方程 , 这 里 1 (s) 连续 , 且 | #(s) | 二 1. 并 记 r= tlo). 方程 (1) 可 
改写 为 
y+) hs pd = £69), GD 


这 里 已 把 g(t) 改写 为 p(s), 等 等 . 因为 zo) 连续 , 所 以 定理 1 中 结论 工 对 
(1) 已 知 成 立 ， 从 而 对 (1) 也 成 立 . 
(1)" 的 相 联 方程 应 该 是 


ws) 二 | (go) (wo) do = 0. (3)/ 
令 Ws) = 2 为 新 的 未 知 函数 , 则 (3)” 又 可 改写 为 


D+| ko odo = 0, 


再 回 到 位 标 t 与 r, 这 就 是 (3). 因此 定理 1 中 结论 开 也 成 立 . 
注意 到 (3) 与 (3) 之 间 未 知 函数 的 关系 , 用 位 标 写 出 时 为 


_ w(i) 
yl2) = Ps)? (5) 


. 由 (1) 与 (3》 的 相应 结论 置 可 知 , (1) 或 (1》 的 可 解 充 要 条 件 是 
fwd fC) ds = 0 k= 2 
其 中 wi ,wo，…,w, 是 (3) 的 全 解 系 . 但 由 (5), 这 些 条 件 等 价 于 
[BAGHAOHELS =0, k= 1,2,, 


wa (t) 


其 中 pr Ct) 一 FY (k 一 2 已 是 (1) 的 全 解 系 ， 这 与 (4) 全 同 . 这 就 


是 定理 1 的 结论 了 L. 
注 1 在 讨论 方程 (1) 时, 常 在 其 中 积分 号 前 面 添加 一 ( 复 ) 常数 因子 4. 
如 果 对 任何 (2), 方程 可 解 ,， 则 称 4 是 一 个 正常 值 ; 否则 , 就 称 4 是 一 个 特征 
值 . 我 们 这 里 没有 这 样 做 , 因为 可 以 认为 , 和 已 被 “吸收 ”到 核 k(i,7z) 中 去 了 . 
这 时 就 相当 于 4 = 1 为 正常 值 或 特征 值 . 
注 2 ”定理 1 对 方程 组 情况 也 成 立 ， 即 , 认为 (1) 中 的 AD ,p00) 都 是 nn 
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维 ( 列 ) 向 量 ，&(Ctr) 为 nXn 和 矩阵 (所 有 连续 性 要 求 都 相应 地 改 为 对 它们 各 分 
量 或 元 的 要 求 )， 当然， 这 时 可 解 条 件 (4) 现在 成 为 

| tw DIFDA = 0 k=1,2,0y, (4) 
这 里 gC2) 是 方程 (3) 的 解 ( 列 ) 向 量 ,， 上 角 加 撤 表 示 其 转 置 ( 行 ) 向 量 . 
2. 预 解 核 

由 前 已 知 ， 如 果 kp 二 0 没有 非 零 解 (KXy = 0 因而 也 是 如 此 ), 则 方程 (1) 

对 任何 fG@) 可 解 , 且 解 是 唯一 的 (所 请 备 择 性 质 )， 此 解 可 写成 

FD =If = +| YD fde, 8) 


其 中 YQ,7) 称 为 (1) 的 预 解 核 . 它 具 有 与 (2) 类 似 的 性 质 . 
预 解 核 具有 下 列 著名 的 性 质 : 


Y(to ,t) 十 k(to ;1) 一 一 |# (to ,T) y(tr,t) dr =—| yw 7r)RCr， dr. (7) 
现在 讨论 lp 一 0 有 非 零 解 的 情形 . 我 们 希望 也 能 得 到 类 似 于 (6) 的 解 的 
表达 式 . 这 时 kp 二 0 与 Ky 一 0 有 相同 个 数 v 的 线性 无 关 解 ,分 别 设 为 9 ， 
gz 9 与 如 ;如 ，…, 妨 . 县 已 知 , 当 且 仅 当 .AD 适合 条 件 ( 和 时 (1) 才 可 解 . 
我 们 设法 把 这 一 情况 化 归 一 齐 次 方程 没有 非 零 解 的 情形 ， 从 而 使 类 似 于 (6) 
的 表示 式 成 为 可 能 . 
我 们 先 将 (gj} 与 {yj) 分 别 正 规 正 交 化 , 即 分 别 用 它们 的 某 些 线性 组 合 代 
蔡 它 们 , 使 得 | 
| pj9pidi 一 | | piprdt = 时 | 7sk 一 ],2,°"" ,vy, (8) 
其 中 6x 为 Kronecker 符号 (例如 ,可 用 熟知 的 Schmidt 正 交 化 方法 实现 ). 现 
在 来 考虑 男 一 Fredholm 方程 
gi) +| BSS 十 Dw © jxo=- =/W, tEL 9) 


我 们 来 证 明 。 只 要 条 件 (4) 成 立 ，(9) 的 任何 解 也 是 (1) 的 解 . 事实 上 , 设 
gp 是 (9) 的 一 个 解 (假定 存在 ), 则 由 (9) 可 知 ， 


(Kp) Pag lt) = f00), (10) 
j=1 
其 中 z 
=| v9 a j=l2mm. (UD 
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将 (10) 式 两 边 乘 以 (2)dz, 沿革 积分 , 由 (4) 与 (8)， 可 得 
| wked = | pkwid = 0， (12) 
于 是 可 知 a; = 0. 亦 即 (10) 式 中 的 所 有 a; = 0, 于 是 tp = f. 我 们 的 结论 得 
证 . | 
我 们 又 可 证 明 , 方程 (9) 中 f = 0 时 没有 非 零 解 . 事实 上 , 设 9 为 它 的 一 
个 解 . 由 上 面 已 证 结果 知 , 它 也 是 ly 二 0 的 解 , 故 可 写成 p 一 > bp; (6; 为 
j=1 
某 些 常数 ); 另 一 方面 ， 因 为 这 时 所 有 ai 一 0, 故 由 (11) 与 (8), 立刻 可 知 所 
于 是 得 知 , 非 齐 次 方程 (9) 对 任何 f(z) 唯一 可 解 , 且 解 可 写成 p 一 卫 ,/， 
这 里 卫 。 为 类 似 于 (6) 中 工 的 算 子 . 而 且 ， 如 果 条 件 (4) 满足 则 p = 了 /也 
是 (1) 的 解 . 卫 。 称 为 广义 预 解 算 子 . 
当 条 件 (4) 成 立时 ，(1) 的 一 般 解 可 写成 
9 二.f 十 dep. (13) 
7 一 1 
' 易 证 , 工 、 的 相 联 算 子 I 是 相 联 方程 Kw = g 的 广义 预 解 算 子 . 
如 果 我 们 记 (9) 中 的 核 为 。 
mt(tyt) 一 RCtr) 十 Sy, (2)9; C7), 
j=l 
则 由 (7), 可 得 类 似 的 关系 式 . 
yx (to st) +m(to yt = 一 | mopy， (r,t) dr 


——|y. (to ,Tmt de, (14) 
其 中 y(t ,如 为 相应 于 算 子 下。 中 的 核 : 
T,.f= f(t0) +| >， (ttt)dt， 


称 为 广义 预 解 核 . 
注 ” ”如果 (2) 中 及 (tb E 感 ,又 设 FD E 五 , 则 p(0 一 Tf 或 p04) 一 
FF 也 E H. 对 于 Ig,Tg 也 有 类 似 的 结论 . 


3. 推广 


我 们 还 可 把 上 面 的 结果 推广 到 较为 一 般 的 情形 . 再 次 考察 方程 (1) 与 
(3), 但 设 工 是 一 条 带 有 节点 的 分 段 光滑 曲线 , 而 核 E(i,7) 除 :或 = 取 节 点 之 
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” 值 外 是 连续 的 ， 而 整个 说 来 又 是 有 界 的 . 对 已 知 函 数 Fi ,g(t) 与 未 知 函数 
g(t) ,y(t) 也 作 类 似 的 假定 . 这 时 (1) 与 (3) 的 解 当 然 在 节点 处 可 能 无 意义 ， 
更 谈 不 上 要 求 它们 在 该 点 处 满足 方程 . 

这 时 , 所 有 前 面 的 结论 与 公式 仍 都 成 立 . 对 于 2 中 的 函数 mso ,#) 与 广义 
预 解 核 7 (it 都 与 klto ,t) 有 类 似 的 性 质 . 特别 ， 当 k(t,T), f(t) ,g(t) EE 
Ho 时 , 它们 也 € Ho. 所 有 这 些 , 我 们 就 不 再 详细 论述 了 . 
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